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Vorwort. 


Die  Formenlehre  oder  Mathematik  Toll  in  diefem  Werke  streng 
wissenschaftlich  mit  Ausschluss  jedes  Trugschlusses  dargestellt  werden. 
Sie  wird  alle  vier  Zweige  der  reinen  Mathematik:  Zahlenlehre  oder 
Arithmetik,  Folgelehre  oder  Funktionenlehre,  Ausdehnungslehre  und 
Erweiterungslehre  umfassen;  dagegen  werden  die  Anwendungen  auf 
die  Raumlehre  und  auf  die  Mechanik  aus  diefem  Bande  ausgeschlossen. 
Gegenwärtig  entbehren  noch  fast  alle  Darstellungen  der  Mathematik 
der  streng  wissenschaftlichen  Form,  obwohl  diefe  die  leichteste  und 
elementarste  und  zugleich  die  kürzeste  und  klarste  Form  der  Entwicklung 
ist.  Fast  alle  Lehrbücher  der  Mathematik,  bez.  ihrer  Zweige,  nament- 
lich der  Zahlenlehre  und  Funktionenlehre  stellen  noch  Sätze  auf,  deren 
Anwendung  zu  den  schlimmsten  Trugschlüssen  führt,  und  das  traurige 
Ergebnis  hat,  dass  man  durch  streng  wissenschaftliche  Anwendung 
diefer  Sätze  bez.  Formeln  die  grösten  Widersprüche,  ja  jeden  beliebigen 
Unßnn  beweifen  kann. 

Der  Verfasser  will  hier  nicht  die  Beweife  für  diefe  Behauptung 
führen;  er.  hat  diefe  Beweife  im  Vorworte  zu  den  einzelnen  Zweigen, 
bez.  auserdem  noch  an  den  betreffenden  Stellen  des  Textes  in  den 
Anmerkungen  geführt  und  erlaubt  sich  hier  darauf  zu  verweifen.  Die 
geehrten  Lefer  werden  namentlich  in  dem  Vorworte  zur  Zahlenlehre 
einen  grosen  Teil  diefer  Beweife,  fowie  die  ße  interessirenden  Mit- 
teilungen finden  über  die  Form  der  Darstellung  und  über  die  Art,  wie 
fich  das  Buch  mit  Leichtigkeit  lefen  und  benutzen  läset. 

Indem  fich  der  Verfasser  demnach  auf  die  Vorworte  zu  den 
einzelnen  Zweigen,  namentlich  zur  Zahlenlehre  bezieht,  bittet  er  die 
geehrten  Mathematiker,  dies  Werk  einer  Prüfung  und  geneigten  Be- 
urteilung zu  unterziehen.  Namentlich  empfiehlt  er  dies  Werk  den 
Herren  Lehrern,  fie  werden  darin  die  leichtesten  Methoden  finden, 
welche  trotz  der  Strenge  der  Form  zu  den  schnellsten  und  zugleich 
fichereten  Fortschritten  ihrer  Schüler  führen  müssen. 
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V  orwort. 


Die  vorliegende  Darstellung  der  Zahlenlehre  oder  Arithmetik  macht 
den  Anspruch,  die  erste  streng  wissenschaftliche  und  zugleich  ganz 
elementare  Darstellung  der  Zahlenlehre  zu  fein.  Sehen  wir  von  den 
Arbeiten  der  Gebrüder  Grassmann  in  Stettin  und  des  Professors 
Schroeder  in  Karlsruhe  (H.  Grassmann  Arithmetik  Stettin  1860,  Berlin 
1861,  R.  Grassmann  Zahlenlehre  Stettin  1872,  E.  Schroeder  Lehrbuch 
der  Arithmetik  und  Algebra  Leipzig  18*2)  ab,  fo  bieten  lammt  liehe 
andere  Darstellungen  der  Zahlenlehre  in  ihren  grundlegenden  Ab- 
schnitten bei  ihren  fogenannten  Beweifen  die  bedenklichsten  Zirkel- 
schlüsse und  Trugschlüsse,  welche  nichts  beweifen  und  nur  geeignet 
find,  die  Lefer  an  unwissenschaftliches  Denken  zu  gewöhnen  und  iie 
zu  verwirren. 

Es  mag  diefe  Behauptung  vielen  Lefern  übertrieben  und  anmasend 
erscheinen;  aber  fie  ist  durchaus  wahr  und  darf  im  Interesse  der 
Wissenschaft  nicht  verschwiegen  werden.  Fast  alle  Darstellungen  der 
Zahlenlehre,  auch  die  zuletzt  erschienenen  gründen  (und  dies  ist  ein 
Fehler,  der  zuerst  gerügt  werden  muss,  da  er  bereits  die  Möglichkeit 
strenger  Wissenschaftlichkeit  ausschliest)  ihre  Beweife  auf  logische 
Schlüsse,  obwohl  ihre  Schüler  noch  gar  keine  Logik  studirt  haben, 
und  obwohl  es  bis  in  die  neueste  Zeit  noch  gar  keine  wissenschaftliche 
Darstellung  der  Logik  gegeben  hat.  Und  diefe  Darstellungen  thun 
dies,  obwohl  die  strenge  Mathematik  gar  keine  Anwendung  der 
logischen  Schlüsse  bedarf,  fondern  ohne  jede  Logik  allein  auf  die  Sätze 
der  einwertigen  Grösen,  ihrer  Gleichheit  und  Ungleichheit  gegründet 
werden  kann  und  muss,  wie  ja  auch  die  Kinder  viel  früher  die 
Rechnungen  mit  Zahlen  als  die  Gefetze  der  Logik  kennen  lernet), 


IV  Vorwort  zur  Zahlenlehrc. 

In  jeder  streng  wissenschaftlichen  Darstellung  der  Zahlenlehre 
darf  jede  Zahl  nur  auf  eine  Weife  erklärt  werden  und  zwar  fort- 
schreitend jede  folgende  als  die  Summe  der  vorhergehenden  plus  eins 
(z.  B.  8=7+1)  uöd  muss  erst  bewiefen  werden,  dass  jede  andere 
Art,  wie  diefelbe  entstehen  kann  (z.  B.  8  =  5  +  3,  8  =  4x2  u.  f.  w.) 
der  obigen  Zahl  gleich  ist.  In  jeder  streng  wissenschaftlichen  Dar- 
stellung der  Zahlenlehre  muss  ferner  festgestellt  werden,  dass  jede 
folgende  Zahl  mit  allen  vorhergehenden  Zahlen  ungleich  fein  muss, 
wenn  man  nicht  in  die  gröbsten  Trugschlüsse  verfallen  will.*  Wenn 
aber  jede  Zahl  mit  allen  vorhergehenden  und  allen  folgenden  Zahlen 
ungleich  fein  und  nur  einen  Wert  haben  foll,  fo  muss  auch  für  jede 
Zahl  ein  eigener  einwertiger  Name  und  ein  eigenes  einwertiges  Zeichen 
eingeführt  und  muss  dies  in  der  wissenschaftlichen  Darstellung  der 
Zahlenlehre  unzweifelhaft  nachgewiefen  werden. 

Alle  Beweife  in  der  Zahlenlehre  können  wissenschaftlich  nur  in 
fortschreitender  Form  geführt  werden.  Da  alle  Erklärungen  der  Zahlen 
fortschreitende  find,  und  jede  Zahl  fortschreitend  aus  der  vorhergehenden 
Zahl  a  plus  Eins  erklärt  ist,  fo  muss  auch  jeder  Satz,  der  für  alle 
Zahlen  gelten  foll,  auch  fo  bewiefen  werden,  dass  man  beweilt,  wenn 
er  für  a  gilt,  fo  gilt  er  auch  für  a  +  1  und  fo  fortschreitend  für  alle 
folgenden  Zahlen. 

Fast  alle  Darstellungen  der  Zahlenlehre  ersparen  fich  aber  die 
Mühe  des  fortschreitenden  Beweifes  und  wollen  denfelben  durch  einige 
nichtsfagende  und  nichtsbeweifende  Phrafen  erfetzen. 

Fast  alle  Darstellungen  der  Zahlenlehre  enthalten  aber  auch  weitere 
grose  Fehler,  lassen  die  Divifion  durch  Null  zu,  rechnen  mit  mehr- 
wertigen Grösen  wie  Y&*  und  lassen  es  ganz  unbeachtet,  dass  man 
damit  jeden  Trugschluss  beweifen  kann.** 


*  Anm.  Setzen  wir  z.  B.  9  =  1,  fo  ergiebt  fich  8  =  9  —  1  =  1  —  1  =  0, 
alfo  auch  2=ri/4-8  =  1/4'0  =  0  und  ebcnfo  */a  =  »/4-2  =  1/4-0  =  0,  mithin  auch 
l  =  Va  +  V2  =  0  +  0  =  0. 

**  Anm.  Lässt  man  die  Divifion  durch  Null,  oder  die  mehrwertige  Grösc 
ya.2  zu,  fo  ergeben  fich  aus  den  Gcfetzen  der  Zahlenlehre  die  gefährlichsten 
Trugschlüsse  und  verliert  die  ganze  Zahlenlehre  jeden  wissenschaftlichen  Wert, 
wie  dies  die  folgenden  kurzen  Beispiele  beweifen. 

1)  Es  ist  unzweifelhaft  (a  —  b)c  =  (a  —  b)c   oder  ac  —  ac  =  bc  —  bc,   alfo 

c  —  c 

a(c  —  c)  =  b(c  —  c).    Dividiren  wir   nun  durch  c  —  c  und  heben ,   fo  er- 

c  — *  c 

giebt  fich  a  =  b,  d.  h.  jede  Zahl  jeder  andern  gleich, 


Vorwort  zur  Zahlcnlehre.  V 

Beim  Gebrauche  der  Klammern  miissle  eine  wefentliche  Aenderung 
vorgenommen  werden,  wenn  man  nicht  eine  höchst  lästige  Zahl  von 
Klammern  haben  wollte. 

Bekanntlich  kann  man  beim  fortschreitenden  Knüpfen  derfelben  Art 
die  Klammern  weglassen.    Soist  a-|-b  +  c+d  +  e=(((a-)-b)  +  c)-|-d)  +  e, 

ebenfo  abcde  =  (((ab)cjd)e,  und  auch  abC  =  ((ab)c )  .  Dagegen  wenn 
verschiedene  Knüpfungen  vorkommen,  fo  bezieht  ßch  die  höhere  nur 
auf  die  unmittelbar  vorhergehende  Gröse,  fo  ist  a  +  bc  =  a  +  (bc), 
aber  nicht  gleich  (a  -f-  b)c,  fo  ist  abc  =  a(bc),  aber  nicht  gleich  (ab)c. 
Für  die  Funktionszeichen  log,  sin,  cos,  tan,  cot,  f0  u.  f.  w.  gilt  nun 
aber  ein  ganz  anderes  Gefetz ;  diefe  Zeichen  müssen  auf  alle  folgenden 
Grösen  desfelben  Gliedes  bezogen  werden,  wenn  man  nicht  eine  höchst 
lästige  Zahl  von  Klammern  haben,  oder  durch  Ersparung  Von  Klammern 

Unklarheiten  bereiten  will.    So  ist  ein  abc= sin  (abc),  fo  sin—  =  sinl  —  I, 

fo  f«asinx  =  f«Casinx),  fo  sinx2  ==  sin(x2),  dagegen  sin2x  =  sinsinx 
=  sin(sinx)  und  (sin x)sin x  =  (sinx)2.  Diefe  Regel  erspart  namentlich 
für  die  Funktionenlehre  zahlreiche  Klammern  und  macht  die  Sache 
viel  einfacher. 

Es  könnte  nach  dem  Gefagten  Manchem  fo  scheinen,  als  müsse 
der  Fortschritt  in  der  Zahlenlehre  ein  fehr  langfamer  und  weitläuftiger 
werden,  dem  ist  aber  nicht  fo.  Vermeidet  man  alle  unnützen  Beweife, 
und  beweift  man  nicht  vielmal,  was  man  mit  einem  Male  beweifen 
kann,  fo  wird  der  Fortschritt  in  der  Zahlenlehre  ein  überraschend 
schneller.  Die  vorliegende  Darstellung  bietet  auf  nur  242  Seiten  trotz 
vielfacher  erläuternder  Bemerkungen  und  aller  strengen  Beweife  die 
ganze  niedere  und  höhere  Zahlenlehre,  nebst  allen  Sätzen  über 
imaginäre  und  komplexe  Grösen,  über  Winkelfunktionen  und  höhere 
Gleichungen  in  596  Sätzen. 

Der  Verfasser  glaubt  daher  dies  Buch  allen  empfehlen  zu  können, 
welche   eine   strenge  Wissenschaft   mit  Vermeidung   aller   Trugschlüsse 


2)  Setzen  wir   yaa=  ya?,  fo  folgt,  da   ya?  zwei  Werte  hat,   nämlich  -|-a 

and    —  a,    unmittelbar    +  a  =  y aa  =  —  a,  alfo  a  -j-  a  =  a  -f-  ya?  =  a  —  a  =  0, 
jede  Gröse  der  Zahle  nie  hre  gleich  Null. 

Man  wird  nun  Tagen,  ja  folche  Anfatze  muss  man  nicht  ^machen.  Darauf 
antworte  ich,  man  darf  nicht  folche  unrichtigen  Gefetze  aufstellen,  aus  denen 
fich  bei  richtiger  Anwendung  folche  Trugschlüsse  ergeben ;  das  ist  schlechthin 
unwissenschaftlich  und  muss  auf  das  schärfste  gerügt  werden, 
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wünschen.     Namentlich    erlaubt  er    eich  aber    dies  Buch  allen  Lehrern 
dringend  zu  empfehlen. 

Der  vom  Verfasser  in  feiner  Darstellung  eingeschlagene  Weg  ist 
nämlich  ganz  genau  derfelbe,  den  jeder  Lehrer  beim  Rechenunterrichte 
einschlägt  und  einschlagen  muss.  Jeder  von  uns  hat  einst  auf  diefem 
Wege  zählen  und  rechnen  gelernt.  Jede  Zahl  wird  auch  vom  Kinde 
fortschreitend  gebildet,  indem  von  der  gewonnenen  Zahl  zu  der  um 
Eins  grösern  Zahl  fortgeschritten  wird.  Ebenfo  wird  beim  Zufügen 
oder  Addiren  erst  2=1  +  1  zugefügt,  dann,  wenn  dies  spielend  vor 
ßch  geht,  2  +  1  =  3  zugefügt,  dann  3  +  1  =  4  und  fo  fort.  Ebenfp 
beim  Vervielfachen  oder  Multipliziren  wird  ftlr  jede  Zahl  z.  B.  8  erst 
1  mal  8  +  1  mal  8  =  2  x  8, 

dann  (2  +  1)  mal  8  =  2  mal  8  +  1  mal  8  =  3  x  8  u.  f.  w. 
stets  fortschreitend  gebildet,  ganz  wie  dies  in  der  vorliegenden  Dar- 
stellung geschehen  ist.  Es  ist  ja  auch  unmöglich  in  andrer  Weife 
rechnen  zu  lernen.  Die  Lehrer  finden  aifo  in  diefer  Darstellung  die 
wissenschaftliche  Begründung  ihres  Rechenunterrichtes.  Die  Darstellung 
des  Verfassers  ist  hiernach  ebenfo  ganz  elementar  wie  fie  streng 
wissenschaftlich  ist. 

Die  Darstellung  in  reiner  Formelentwicklung  wird  aber  für  viele 
Lefer  abschreckend  und  ermüdend  fein.  Auch  dem  Verfasser  ist  diefe 
Form,  zumal,  wie  fie  in  den  meisten  mathematischen  Werken  angewandt 
wird,  wenig  fympathisch.  Er  hat  daher  hier  neue  Wege  einschlagen 
zu  müssen  geglaubt,  und  bittet  die  geehrten  Lefer  diefen  neuen  Wegen 
ihre  Aufmerkfamkeit  zuzuwenden. 

Der  Verfasser  wird  die  Zahlenlehre  in  zwei  Formen  darstellen, 
die  eine  in  strenger  Formelentwicklung,  die  andere  in  freier  Gedanken- 
entwicklung. 

Die  Zahlenlehre  in  strenger  Formelentwicklung  ist  die 
streng  wissenschaftliche,  den  Denkoperationen  entsprechende  Form.  In 
den  mathematischen  Werken,  welche  in  Formelentwicklung  vorschreiten, 
verlangen  die  Verfasser  aber  meist,  dass  der  Lefer  alles  lefe,  jeden 
Beweis  mitmache,  kurz,  das  Buch  ausführlich  studire;  dadurch  ermüden 
fie  den  geübten  Fachgenossen,  langweilen  ihn,  und  müssen  doch,  um 
nicht  die  vorgeschrittenen  Kräfte  zu  fehr  zu  ermüden,  für  die  Anfänger 
oft  zu  schwierig  und  unverständlich  werden.  Dies  ist  ein  Uebel, 
welches  fich  fehr  leicht  vermeiden  lässt,  wenn  man  verschiedene 
Schriftarten  für  den  Text  der  Sätze,  ftlr  die  Beweife  und  ftlr  die 
fonstigen   Bemerkungen   anwendet   und   neben  der  Zahlenlehre  ein  ge- 
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fondertes  Formelbuch  und  ein  Uebungsbuch  auflegt.  So  ist.  die  Sache 
vom  Verfasser  geordnet. 

Der  Text  der  Sätze  ist  in  halbfetter  Borgis-Schrift  gedruckt,  fo 
dass  er  hervortritt  und  man  die  Sätze  lefen  kann,  ohne  die  Beweife 
durchzugehen.  Es  kann  dann  ein  Jeder  ganz  nach  Wunsch  das  aus- 
fuchen,  was  ihm  befonders  anregend  oder  wichtig  erscheint. 

Der  Beweis  der  Sätze  ist  in  gewöhnlicher  Borgis-Schrift  gedruckt. 
Jeder  kann  alfo  leicht  die  Beweife  durchnehmen,  welche  ihm  befonders 
wichtig  erscheinen;  ebenfo  leicht  kann  er  aber  auch  wieder  Beweife 
Oberschlagen.  Jeder  Beweis  aber  ist  Schritt  ftlr  Schritt,  ohne  jeden 
Sprung  geführt;  für  jede  Formeländerung  ist  in  derfelben  Zeile  hinten 
der  Satz  in  Klammern  beigefügt,  nach  welchem  diefe  Aenderung  ge- 
stattet ist.  Hat  der  Lefer  das  Formelbuch  neben  fich  liegen,  fo  findet 
er  in  demfelben  unmittelbar  die  Formel  oder  den  Satz,  der  hier  an- 
geführt ist. 

Das  Formelbuch  giebt  unter  der  fortlaufenden  Nummer  der 
Sätze  filr  jeden  Satz  die  Formel  an,  welche  in  dem  Satze  bewiefen  ist. 
Dies  Formelbuclr  foll  beim  Gebrauche  neben  der  Zahlenlehre  liegen  und 
mit  gröster  Leichtigkeit  eingefehen  werden  können.  Der  gewiegte 
Fachmann  tiberblickt  darnach  leicht  den  Gang  des  Werkes  und  findet 
mit  einem  Blicke  das,  worauf  es  ihm  ankommt.  Die  Beweife  lefen  fich 
darnach  leicht,  wie  ein  gewöhnliches  Buch.  Der  Anfänger  aber  kann 
darnach  leicht  die  Sätze  wiederholen  und  prägt  fich  die  Formeln  leicht 
bis  zur  grösten  Sicherheit  ein.  Dies  aber  ist  bekanntlich  die  erste 
Bedingung  für  jeden  weitern  Fortschritt.  Das  Formelbuch  wird  daher 
jedem   eine  willkommene  Gabe  fein. 

Die  Bemerkungen  find  in  kleiner  Schrift  (in  Petitschrift)  ge- 
druckt. Der  wissenschaftlichen  Darstellung  jedes  Abschnittes  ist  eine 
Einleitung  vorausgeschickt,  welche  den  Lefer  vorbereiten  und  mit  der 
Idee  und  dem  Gange  des  Zweiges  vertraut  machen  foll,  welche  daher 
nicht  zur  streng  wissenschaftlichen  Darstellung  gehört.  Bei  den  ein- 
zelnen Sätzen  find,  wo  es  erforderlich  schien.  Bemerkungen  über  den 
Erfinder  des  Satzes,  über  die  Anfichten  anderer  Fachmänner,  die  Be- 
urteilungen anderer  Darstellungen,  die  Beispiele  und  die  Anleitung  zu 
den  Uebungen,  um  die  Anwendung  der  Sätze  zu  erleichtern,  zugefügt 
und  gehören  gleichfalls  nicht  zur  strengen  Darstellung. 

Das  Uebungsheft  endlich  bildet  für  jeden  einzelnen  Zweig  die 
Uebungen,  welche  für  den  Lernenden  notwendig  find,  um  den  Stoff 
zu  beherrschen  und  die  Sätze  mit  Leichtigkeit  anwenden  zu  können. 
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Die  Zahlenlehre  in  freier  Gedankenentwicklung  ist  die 
freiere,  kritische,  die  Denkoperationen  betrachtende  Form.  Es  kann 
fich  diefe  letzte  Form  der  Entwicklung  freier  bewegen;  üe  kann  die 
verschiedenen  möglich  erscheinenden  Wege  unterfuchen,  die  Ideen, 
welche  der  Entwicklung  zu  Grunde  liegen,  beleuchten  und  dadurch 
den  Lefer  mehr  anregen,  auch  feinerfeite  Verfuche  in  Formelentwicklung 
und  Beweifen  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  zu  machen.  Es 
wird  diefe  Art  der  Darstellung  daher  eine  wünschenswerte  Ergänzung 
zu  der  ersten  Art  der  Darstellung  gewähren.  Auch  bei  der  Darstellung 
in  freier  Gedankenentwicklung  werden  ebenfo  wie  bei  der  Darstellung 
in  strenger  Formelentwicklung  nur  einwertige  Grösen  durch  einwertige 
Knttpfungen  und  ebenfo  die  Zeichen  derfelben,  die  Buchstaben  durch 
einwertige  Knüpf ungleichen  zu  Formeln  verbunden,  aber  der  Unterschied 
besteht  darin,  dass  bei  der  Darstellung  in  freier  Gedankenentwicklung 
die  Entwicklung  durch  Betrachtungen  geführt  wird,  in  welcher  Weife 
man  zu  einer  strengen  Formel  gelangen  und  wie  man  diefelbe  um- 
gestalten kann,  und  wie  man  dadurch  zu  den  Sätzen  des  Formelbuches 
gelangt.  Der  Vorteil  diefer  Darstellung  ist  hier,  dass  man  fich  stets 
Rechenschaft  giebt,  welche  Wege  man  einschlagen  foll  und  dass  man 
kritisch  den  eingeschlagenen  Weg  beleuchtet,  fowie  dass  fich  hieran 
dann  eine  Anleitung  schliest,  wie  man  fich  durch  Uebungen  im 
Uebungshefte  die  nötige  Gewandtheit  in  der  Umwandlung  der  Formeln 
und  in  der  Anwendung  derfelben  auf  das  äusere  Leben  erwerben  kann. 

Beide  Arten  der  Darstellung  ergänzen  alfo  einander  und  werden 
ihre  Verehrer  finden.  Wer  die  Darstellung  in  strenger  Formelentwicklung 
studirt  hat,  wird  durch  die  Darstellung  in  freier  Gedankenentwicklung 
einen  freiem  und  umfassendem  Blick  gewinnen.  Wer  die  Darstellung 
in  freier  Gedankenentwicklung  studirt  hat,  wird  durch  die  Einficht  in 
die  strengen  Beweife  der  strengen  Formelentwicklung  grösere  Sicherheit 
gewinnen  und  auftauchende  Bedenken  leicht  überwinden. 

Die  Kunstsprache  ist  gegenwärtig  in  allen  mathematischen 
Werken  eine  fehr  wenig  .brauchbare.  Man  bezeichnet  jetzt  mit  dem- 
felben  Kunstau6drucke  die  verschiedensten,  nach  ganz  abweichenden 
Gefetzen  vorzunehmenden  Verknüpfungen  und  wird  dadurch  unklar 
und  verworren,  ohne  die  Allgemeinheit  erreichen  zu  können,  weiche 
doch  notwendig  ist.  Irrtümer  und  Verwechflungen  find  daher  ganz 
unvermeidlich.  So  z.  B.  wird  das  Wort  die  Multiplikation  für  die 
verschiedensten  Knüpfungen  gebraucht 


Vorwort  zur  Zahleulehre.  IX 

für  a(bc),  wo  a(bc)  =  abc  und  wo  a(bc)  £  abc, 
flir  ab,  wo  ab  =  ba  und  wo  ab  £  ba, 
für  ab,  wo  aa  =  0  und  wo  aa  £  0  u.  f.  w. 
Und  fo  in  vielen   andern  Fällen.     Dasfelbe  Wort  bezeichnet    bald  eine 
Knüpfung  in  der  Zahlenlehre,    bald  in   der  Ausdehnungdehre,    bald    in 
der  Logik  und  bald  in  der  Bindelehre,   obwohl  für   diefe  Knüpfung  in 
jedem  der  Zweige  ganz  verschiedene  Gefetze  gelten.    Dies  int  unwissen- 
schaftlich und    muss  vermieden    werden.     Die    neuen    deutschen  Kunst- 
ausdrücke gewähren  hierfür  ein  gutes  Mittel. 

Als  Kunstsprache  werden  daher  in  der  Zahlenlehrc  neue,  eindeutig 
erklärte  Kunstauedrücke  in  rein  deutscher  Sprache  eingeführt;  alle 
mehrdeutigen  Fremdwörter  find  entfernt  und  durch  rein  deutsche 
Wörter  erfetzt,  die  gewohnten  Kunstausdrücke  aber  find  in  Klammer 
beigefügt,  damit  auch  denen  Rechnung  getragen  werde,  welche  an 
diefe  Ausdrücke  gewöhnt  find. 

Nach  dem  Vorbilde  des  berühmten  Mathematikers  S.  F.  Lacroix 
giebt  der  Verfasser  noch  einen  Ueberblick  über  die  griechischen 
Buchstaben.  Es  werden  diefelben  mehrfach  in  der  Zahlenlehre 
angewandt;  um  nun  auch  denen  verständlich  zu  bleiben,  welche  die 
griechische  Sprache  nicht  erlernt  haben,  mögen  Zeichen  und  Namen 
folgen  : 

Zeichen.  Name. 


Vcrfal. 

Text. 

A 

a 

Alpha. 

B 

ß 

Beta. 

r 

Y 

Gamma. 

ä 

S 

Delta. 

E 

e 

Epfilon. 

z 

c 

Zeta. 

H 

n 

Eta. 

© 

& 

Thöta. 

I 

0 

i'dta. 

K 

* 

Kappa. 

A 

X 

Lambda. 

M 

/* 

Ml! 

N 

V 

Nu. 

3 

$ 

xl. 
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Zei 

ichen. 

Name. 

Verfal. 

Text. 

0 

0 

OmTkrön. 

11 

7T 

PL 

p 

Q 

RhÖ. 

V 

<r,  c 

Sfgma. 

T 

T 

lau. 

Y 

V 

ÜpfTlön. 

<I> 

9 

Phi. 

X 

X 

Chi. 

V 

n> 

Pfi. 

n 

(D 

Omc<m. 

Zum  Schlüsse  möge  noch  ein  kurzer  Ueberblick  über  die  Ge- 
schichte der  Zahlenlehre  folgen. 

Die  niedere  Zahlenlehre  ist  eine  fehr  alte  Wissenschaft. 
Schon  2000  Jahre  vor  Chr.  bildete  das  Rechnen  in  Egypten  einen 
Zweig  des  Volksnnterrichtes.  Die  erste  wissenschaftliche  Ausbildung 
erhielt  die  Zahlenlehre  durch  die  Griechen,  namentlich  durch  Eukleides, 
(geb.  308  vor  Chr.),  durch  Archim&tes  (287  bis  212  vor  Chr.)  und 
durch  Diöphantos  (im  vierten  Jahrhundert  nach  Chr.).  Eine  weitere 
Ausbildung  gewann  die  Zahlcnlehre  um  500  bis  650  nach  Chr.  in 
Indien  5  hier  ward  das  zehnteilige  Zahlenfystem  mit  den  zehn  Ziffern, 
namentlich  auch  mit  der  Null  eingeführt.  Die  Araber  erfanden  im 
Mittelalter  die  Zehntbrtiche  oder  Dezimalbrüche,  fowie  die  ersten  tri- 
gonometrischen Funktionen.  Von  ihnen  ist  die  Zahlenlehre  um  1000 
nach  Chr.  zuerst  in  Spanien  eingeführt  und  später  erst  in  den  andern 
Ländern  Europas  bekannt  geworden. 

Die  höhere  Zahlenlehre  gehört  erst  der  neuen  Zeit  an.  Erst 
um  1585  ist  das  Höhen  oder  Potenziren  und  erst  1614  find  die  Lo- 
garithmen erfunden. 

Die  beiden  höchsten  Zweige  der  Zahlenlehre:  Die  dehnende 
Zahlen  lehre  oder  die  Lehre  von  den  komplexen  Grösen  und  die 
erweiternde  Zahlenlehre  oder  die  Lehre  von  den  höhern  Gleichungen 
haben  erst  in  diefein  Jahrhundert  ihre  Ausbildung  erhalten. 

Der  Verfasser. 


XI 


Inhaltsverzeiohniss. 


Einleitung  in    die   Zahlenlehre   oder   Arithmetik. 

Kummer.    Seite. 

1.  Die  Erklärung  und  die  Beweisform  der  Grösenlehrc 1  1 

2.  Die  drei  Arten  der  Grösenknüpfung 25  15 

3.  Die  beiden  Gattungen  der  Knüpfung  und   der  Zerlegung 39  24 

4.  Die  Beziehung  zweier  Knüpfungen 69  34 

Erster  Abschnitt  der  Zahlenlehre:  Die  niedere  Zahlenlehre 
oder   die   Rechnungen   mit   ganzen   Zahlen  und   mit   Brüchen. 

5.  Das  Zählen  oder  die  Bildung  der  Zahlen 114  51 

6.  Das  Zufügen  und  Abziehen,  Strichzahl  und  benannte  Zahl 120  56 

7.  Das  Vervielfachen  und  Teilen,  Bruch,  Eigenschaften  der  Zahlen  und 

Brüche 155  66 

8.  Das  Rechnen  mit  benannten  Zahlen  oder  die  Rechnungen  des  ge- 

wöhnlichen Lebens 259  109 

A.  Abgekürztes  Rechnen 259  109 

B.  Rechnen  mit  benannten  Zahlen 263  112 

C.  Proportion  und  Regeldetri 285  116 

D.  Gleichungen  ersten  Grades 302  121 

Zweiter  Abschnitt  der  Zahlenlehre:  Die  höhere  Zahlenlehre 
oder  Höhen,  Tiefen,  Loge  oder  Logarithmen. 

9.  Höhen,  Tiefen  und  Loge  der  Zahlen 315  127 

A.  Höhen   oder  Potenziren 315  127 

B.  Tiefen  oder  vRadiziren 341  138 

C.  Logen  oder  Logarithmiren 350  141 

D.  Eigenschaften  von  Höhen,  Tiefen  und  Logen 377  150 


XII  Inhaltsverzeichniss. 

Kummer.  Seite. 

10.  Höhen  von  Summen  und  Summen  von  Höhen 387  154 

A.  Höhen  und  Loge  von  Summen 387  154 

B.  Zahlenreihen  (arithmetische  Reihen)   und  Stufenreihen  (geome- 

trische Reihen),  Zins-  und  Rentenrechnung 398  161 

C.  Höhenreihen   oder  Potenzreihen 413  165 

D.  Reihenzahlcn  oder  Systemzahlen  (dekadische) 421  167 

Dritter  Abschnitt  der  Zahlenlehre:  Die  dehnende  Zahlenlehre 
oder  Richtgrösen,  Winkelfolgen  und  Winkeltafeln. 

11.  Die  Richtgröse,  die  Winkelfolgc  und   die  Winkel  tafeln 423  101) 

1.  Die  Richtgröse  oder   komplexe  Gröse 423  169 

2.  Der  Winkel,   Sinus  und  Cosinus 435  174 

3.  Die  Tangente,  Cotangente  und  die  Winkeltateln 466  185 

4.  Der  Bogen  oder  Arcus 490  193 

12.  Die  Richtgrösen  in  Bafe,  Stufe,  Log  und  Winkel 498  196 

1.  Die  Richtgröse  in  der  Bafe 498  196 

2.  Die  Richtgröse  in  der  Stufe  (im  Exponenten) 510  200 

3.  Die  Richtgröse  im  Loge  (im  Logarithmus) 532  206 

4.  Die  Richtgröse  im  Winkel 546  210 

Vierter  Abschnitt  der  Zahlenlehre:  Die  erweiternde  Zahlenlehre 
oder  die  Lehre  von  den  Gleichungen. 

13.  Die  allgemeinen  Sätze  über  die  Gleichungen 556  216 

14.  Die  Gleichungen  zweiten  Grades 575  222 

15.  Die  Gleichungen  dritten  Grades 585  226 

16.  Die  Gleichungen  vierten  Grades 586  230 

17.  Die  Gleichungen  höhern  Grades  und  ihre  Löfung  durch  Näherung587  232 


1-2. 
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1.     Die  Erklärungen  und  die  Beweistorm  der  Grösenlehre. 

Das  Erste,  womit  wir  die  Zahlenlehre  beginnen  müssen,  wenn  wir  keine 
andre  Lehre  vorausfetzen  wollen,  find  die  allgemeinen  Erklärungen  und  Sätze. 
welche  ein  streng  wissenschaftliches  Denken  überhaupt  erst  möglich  machen 
und  welche  uns  lehren,  wie  man  streng  wissenschaftlich  be weilen  und  fort- 
schreiten kann,  ohne  die  Logik  und  ihre  Gefetze  zu  bedürfen. 

Diefe  Erklärungen  und  Sätze  gehören  aber  der  Grösenlehre  an.  Wir  müssen 
alfo  auch  die  Zahlenlehre  mit  den  ersten  Sätzen  der  Grösenlehre  beginnen. 

a.     Die   Erklärungen  der   Grösenlehre. 

Erklärung.     Die  Denklehre   ist   die    Wissenschaft    von   der  1. 
Knfipfnng   der   Ghrösen.     Der   allgemeine   Zweig   derfelben   heist   die 
Grösenlehre. 

Erklärung.     Eine    Oröse    heist  jedes,    was   Gegenstand    des  '^. 
Denkens  ist  oder  werden  kann,  fofern  es  nur  einen  und  nicht  mehre 
Werte  hat 

Alle  Werke  über  Mathematik  beginnen  mit  der  Erklärung  der  Gröse:  aber 
in  keinem  mir  bekannten  Werke  ist  die  schlechthin  notwendige  Bestimmung 
getroffen,  dass  jede  Gröse  nur  einen  und  nicht  mehre  Werte  haben  dnrf.  Ohne 
diefe  Festfetzung  bleibt  aber  das  ganze  Gebäude  unwissenschaftlich.  Denken 
wir  uns.  eine  kGröse  habe  auch  nur  zwei  Werte,  welche  einander  ungleich  find, 
fo  gilt  für  fie  kein  Satz  der  Mathematik  oder  überhaupt  des  strengen  Denkens: 
denn  dann  kann  man  nicht  einmal  die  Gröse  fich  leibst  gleich  fetzen,  ohne  dass 
man  zu  Trugschlüssen  gelangt. 

In  neuester  Zeit  hat  nun  der  Professor  Paul  Du  Bois-Reyraond  „Die  all- 
gemeine Funktionentheorie.  Erster  Teil:  Metaphysik  und  Theorie  der  mathe- 
matischen Grundbegriffe:  Gröse,  Grenze,  Argument  und  Funktion",  Tübingen 
1882,  eine  neue  Erklärung  von  Gröse  aufgestellt,  welche  von  der  obigen  Er- 
klärung wefentlich  abweicht.  Er  fagt  a.  a.  0.  S.  14  Folgendes:  „Unter  mathe- 
matischer Gröse  (quantum.  quantitas.  quantitä)  versteht  man  gewöhnlich  eine 
gemeinfame  Eigenschaft  verschiedenartiger  Dinge,  in  Bezug  auf  welche  iie 
numerisch  vergleichbar  find,  wie  deren  Länge  oder  Gewicht.  Doch  keineswegs 
IL  Gr***mann,  Zahlenlehre.  1 
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alle  Vorstellungsreihen,  mit  welchen  fleh  mathematisch  operiren  lässt,  fallen 
unter  diefe  Definition.  Allgemeiner  ist  unter  mathematischer  Gröse  der  Inbegriff 
einer  Folge  von  Vorstellungen  zu  verstehen,  von  der  mindestens  ausgefegt 
werden  kann,  1.  dass  jede  EinzelwrsteUung-  Jn  jener  Folge  ihren  genügend  be- 
stimmten Platz  befitzt,  2.  dass  zwischen  den  GrÖsen  der  Folge,  oder  zwischen 
ihnen  und  den  Grösen  anderer  ebenfalls  festgeordneter  Folgen  Beziehungen 
stattfinden,  welche  zu  neuen  Beziehungen  combinirt  werden  können." 

Aber  diefe  Erklärung  ist  unbrauchbar  und  fehlerhaft.  Diefelbe  ist  zunächst 
unklar  und  nebelnd  und  zeigt,  dass  der  Verfasser  felbst  nicht  weiss,  was  Gröse 
ist,  dass  vielmehr  in  feinem  Kopfe  die  verschiedensten  Vorstellungen  von  Gröse 
durch  einander  laufen.  Die  Gröse  füll  nach  ihm  zunächst  eine  Eigenschaft,  und 
zwar  „eine  gemeinfame  Eigenschaft  verschiedener  Dinge",  fie  foll  dann  wieder 
eine  Reihe  und  zwar  „eine  Vorstellungsreihe u  fein,  fie  foll  drittens  „ein  Inbegriff 
von  Vorstellungen"  fein.  Der  Herr  D.  B.  giebt  alfo  drei  von  einander  abweichende 
Erklärungen  statt  einer.  Der  allein  notwendige  Teil  der  Erklärung,  dass  jede 
Gröse  nur  einen  und  nicht  mehre  Werte  haben  darf,  fehlt  dagegen.  Hätte  er 
diefen  aufgestellt,  fo  würde  er  die  groben  Fehler  feiner  Erklärung  felbst  erkannt 
haben. 

Nicht  minder  bedenklich  ißt,  was  derfelbe  Verfasser  in  demfelben  Werke 
über  die  mathematische  Gröse  fagt.  Er  behauptet  zunächst  a.  a.  O.  S.  23, 
die  mathematischen  Grösen  feien  linear,  d.h.  fie  feien  auf  Längen  zurückführbar, 
jhre  Unterschiede,  Teile  und  Vielfachen  feien  wie  bei  den  Längen  wieder  Grösen 
derfelben  All,  wie  Längen  messbar  und  in  der  Richtung  des  Kleinsten  und 
Längsten  ausgedehnt.  Auch  die  Zahl  entstehe  durch  das  Messen  der  Länge  durch 
ein  bestimmtes  Mas.  die  Einheit  genannt.  Gleich  feien,  fagt  er  S.  44,  zwei  lineare 
mathematische  Grösen,  wenn  ihre  finnlichen  Erscheinungen  unter  denfelben  Be- 
dingungen denfelben  Eindnick  hervorbringen.  Er  verweist  alfo  die  Mathematik 
ganz  auf  die  finnlichen  Erscheinungen  und  fagt,  diefe  Wissenschaft  fei  in  Wahrheit 
eine  Naturwissenschaft. 

Herr  Du  Bois-Reymond  verkennt  hieinit  gänzlii  h  den  rein  formellen  Cha- 
rakter der  Mathematik.  Er  verkennt  ganz,  dass  die  Mathematik  fich  ihre  Grösen 
felbst  fetzt  ohne  jeden  Inhalt,  und  ohne  jedes  finnliche  Substrat  und  dass  fie 
diefelben  nach  rein  geistigen  Gefetzen  verknüpft,  ohne  dass  fie  auf  die  Erfahrung 
der  Naturwissenschaft  zurückzugehen  braucht.  Im  Gegenteile,  er  fieht  in  der  An- 
wendung der  Zahlen  und  des  Messens  auf  die  äusern  Dinge  der  Welt  und  auf 
die  Erscheinungen  die  eigentliche  Quelle  aller  mathematischen  Grösen.  „Ein 
„rein  formalistisch-literales  Gerippe  der  Analyfis,  worauf  die  Trennung  der  Zahl 
„nebst  den  analytischen  Zeichen  von  der  Gröse  hinausliefe",  fagt  er  a.  a.  0. 
„Seite  53,  „würde  diele  Wissenschaft,  welche  in  Wahrheit  eine  Naturwissenschaft 
„ist,  wenn  fie  auch  nur  die  allgemeinsten  Eigenschaften  des  Wahrgenommenen 
„in  den  Bereich  ihrer  Forschungen  zieht,  schließlich,  wie  bemerkt,  zum  blosen 
„Zeichenspiel  hinabwürdigen,  wo  den  Schriftzeichen  willkürliche  Bedeutungen 
„beigelegt  werden,  wie  den  Schachfiguren  und  Spielkarten.  So  ergötzlich  ein 
„folches  Spiel  fein  kann,  ja  fo  nützlich  für  analytische  Zwecke  die  Löfung  der 
„Aufgabe  lieh  erweist,  die  Regeln  zwischen  den  Zeichen,  welche  aus  der  Grösen- 
„ Vorstellung  hervorgingen,  nun  bis  in  ihre  letzten  formalen  Konfequenzen  zu 
„verfolgen,    fo   würde  dennoch  diefe  literale  3fathematik.    wenn  fie  von  dem 
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„Boden,  auf  dem  üe  gcwachfcu,  völlig  losgelöst  würde,  bald  genug  in  unfrucht- 
.,  baren  Trieben  lieh  erschöpfen,  während  die  von  Gauss  fo  wahr  und  tief  Grösen- 
„lehre  genannte  Wissenschaft  in  dem  natürlichen  stets  an  Umfang  zunehmenden 
nWahrnehmungsgebiet  des  Menschen  eine  unverfiegbare  Quelle  neuer  Forschungs- 
.gegenst&nde  und  ersprieslicher  Anregungen  befitzt.  Ohne  Frage  wird  man  mit 
^  Hülfe  von  fo  genannten  Axiomen,   von  Konventionen,  ad  hoc  erdachten  Philo- 

|  .fophemen,  unfassbaren  Erweiterungen  ursprünglich  deutlicher  BegrifTe  nach- 
.träglich  ein  System  der  Arithmetik  konstruiren  können,  welches  dem  aus  dem 
^Grösenbegriff  hervorgegangenen  in  allen  Punkten  gleicht.,  um  fo  die  rechnende 
.Mathematik  gleichfam  durch  einen  Kordon  von  Dogmen  und  Abwehrdefinitionen 

\  -gegen  das  psychologische  Gebiet  abzusperren.  Auch  kann  ein  ungewöhnlicher 
nScharffinn  auf  folche  Konstruktionen  verwendet  worden  fein.  Allein  man  würde 
„auf  diefelbe  Weife  auch  andre  arithmetische  Systeme  lieh  ausdenken  können, 
rwrie  dies  ja  geschehen  ist.  Die  'gewöhnliche  Arithmetik  ist  eben  die  einzige 
,dem  linearen  Grösenbegriff  entsprechende,  ist  gleichfam  feine  erste  Registrirung. 
„während  die  Analyfis.  mit  dem  Grenzbegriff  au  der  Spitze,  feine  höchste  Ent- 
wicklung bildet.  u 

Herr  Du  Bois-Reymond  lieht  alfo  in  der  reinen  Zahlenlehre  pp.,  welche 
ihre  Zahlen  und  Zahlgrösen  felbst  erzeugt,  nur  ein  bloses  Zeichenspiel  ähnlich 
Uem  Schachspiele,  nicht  eine  Wissenschaft.  Er  will  die  ganze  Zahleniehre  auf 
die  Begriffe  der  Länge,  des  Längenniases.  auf  Messungsaufgaben  und  auf  die 
Erfahrung  aus  der  Sinnenwelt  gründen  und  giebt  daher  die  ganze  strenge  Formen- 

►  lehre  als  Wissenschaft  auf.  Er  ruft  Seite  127  a.  a.  0.  bei  der  Einleitung  in  die 
Folgelehre,  den  Analytikern,  welche  der  numerischen  Auffassung  der  Veränder- 
lichen den  Vorzug  geben,  zu:  „Es  darf  nicht  vergessen  werden,  dass  die  Zahl 
„nur  das  Proteron  fein  kann.  Das  Proton  ist  und  bleibt  die  lineare  mathematische 
-Gröse.  Denn  erst  das  Teilungsbedürfniss.  insbefondre  das  Geschäft  des  Messens 
.konnte  die  Zahl  und  folgeweife  deren  Bildungsge fetze  erzeugen.  Die  Messkuns^ 
.teilt  zunächst  die  Einheit  in  gleiche  Teile,  heischt  fodann  die  inkommenfurablc 
.Teilung  der  Einheit,  um  geometrisch  anschauliche  Beziehungen  arithmetisch 
.festzulegen,  es  entsteht  der  Begriff  des  Irrationalen  und  feiner  Gefetze.  Tnd 
.die  wissenschaftliche  Verallgemeinerung  und  Zufammenfassuug  diefes  Vorganges 
.ergiebt  schlieslich  den  Begriff  der  Veränderlichen.14 

Hui  ficht,  Herr  Du  Bois-Reymond  erblickt  in  der  Zahlenlehre  nur  eine 
Anwendung  der  Messkunst  und  zwar  nur  in  der  geraden  Linie;  er  überfieht 
<lass  das  ganze  Messen  mit  einem  Einheitsraase  ja  felbst  nur  eine  Anwendung 
'ler  Zahlenlehre  ist  und  diefe  mit  ihren  Gefetzen  bereits  vorausfetzt.  Aber  auch 
die  Messkunst  auch  die  gerade  Linie  ist  ihm  nicht  das  Erste,  er  will  diefe  erst 
erfahrungsmäsig  ans  der  Erfahrung  der  Sinuenwclt  ableiten,  statt  fie  geistig  durch 
Bewegung  eines  Punktes  zu  erzeugen  und  kommt  nun  zu  dem  Ergebnisse,  dass 
es  in  der  Erfahrung  gnr  keine  gerade  Linie  giebt  fofern  man  mit  hinlänglicher 
Vergrößerung  'die  Linie  prüft:  er  hebt  mithin  überhaupt  die  Wissenschaft  auf. 
Inder  Tat,  Schwächeres  kann  man  auf  diefem  Gebiete  kaum  leisten.  Wir  schätzen 
Herrn  Du  Bois-Reymond  auf  dem  Gebiete  der  höhern  Funktioncnlehre .  wo  er 
fehr  Tüchtiges  geleistet  hat.  Aber  in  den  elementaren  Zweigen,  in  Begründung 
der  Wissenschaft,  im  Auffinden  streng  wissenschaftlicher  Formen  und  Be weift* 
hat  er  fich  nicht  bewährt,  dies  ist  nicht  das  Gebiet  feiner  bedeutenden  Leistungen. 

1* 
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Erklärung.  Der  Buchstabe  ist  das  Zeichen  der  Grase.  Der- 
felbe  Buohstabe  bezeichnet  in  demfelben  Satze  der  Grösenlehre  stets 
eine  und  diefelbe  Gröse  und  hat  alfo  nur  einen  Wert.  Im  Uebrigen 
kann  jeder  Buchstabe  jede  beliebige  Gröse  bezeichnen. 

Jeder  Satz,  welcher  für  einen  Buchataben  bewiefen  ist,  gilt  mithin  für  alle 
Grösen,  welche  der  Buchstabe  bezeichnen  kann,  d.  h.  für  jede  beliebige  Gröse. 
Soll  ein  Buchstabe  nur  eine  bestimmte  Art  von  Grösen  bezeichnen,  fo  muss  dies 
in  dem  Satze  ausdrücklich  gefagt  und  genau  und  unzweifelhaft  festgestellt  werden, 
welche  Grösen  dadurch  bezeichnet  werden  Pollen,  fönst  würde  der  Satz  für  alle 
beliebigen  Grösen  gelten. 

Wenn  eine  Reihe  von  Grösen  (z.  B.  von  n  Grösen)  gegeben  ist,  fo  be- 
zeichnet man  die  Grösen  der  Reihe  gerne  durch  denfelben  Buchstaben  mit 
darunter  gefetztem  Zeiger,  z.  B. 

&b  &2i  **•>  a» a»»-li  »n- 

Dann  bezeichnet  a,  die  erste,  an  die  letzte  Gröse  der  Reihe,  aa  eine  beliebige, 
aa  + 1  die  nächstfolgende  Gröse  der  Reihe. 

Der  Buchstabe  ist  als  allgemeines  Zeichen  der  einwertigen  Gröse  bereits 
vqii  Aristoteles  384  bis  322  vor  Chr.  in  die  Wissenschaft  eingeführt  worden  und 
muss  beibehalten  werden.  Er  ist  einerseits  einwertig  (einem  andern  Buchstaben 
entweder  gleich  oder  ungleich)  und  ist  andrerfeits  ganz  all  gemein,  nicht  an  be- 
stimmte Begriffe  gebunden,  und  kann  alfo  jedes  bezeichnen,  was  Gegenstand  des 
Denkens  ist  oder  werden  kann. 

Erklärung.  Ein  Einfaches  (ein  elementum)  heist  eine  Gröse, 
wenn  fie  geknüpft  werden  foll,  ohne  dass  fie  felbst  durch  eine 
Knüpfung  von  Grösen  entstanden  ist  und  welche  alfo  ursprünglich 
gefetzt  ist. 

In  der  Grösenlehre  find  die  Zeichen  e,,  e2  •  •  •  die  Zeichen  der  Ein- 
fachen (der  Elemente),  die  Buchstaben  (a,  b,  c.  .  .)  die  Zeichen  be- 
liebiger Grösen. 

Das  Einfache,  das  Element,  kann  alfo  Jedes  fein,  was  Gegenstand  des 
Denkens  ist  oder  werden  kann.  Gleichgültig  ist  dabei,  ob  es  vorher  verknüpft 
gewefen,  oder  auch  durch  Verknüpfung  entstanden  ist,  wenn  es  nur  in  dem 
Denkakte,  um  den  es  lieh  handelt  als  Einfaches  gefetzt  wird,  d.  h.  noch  nicht 
verknüpft  ist.  Es  kann  mithin  anch  jede  beliebige  Gröse  als  Einfaches  gefetzt 
werden.  Jede  durch  Knüpfung  der  Einfachen  erzengte  Gröse  ist  im  Gegenfatze 
dazu  zufammengefetzt. 

Erklärung.  Die  Knüpfung  (die  nexio)  von  Grösen  heist  jede 
Zusammenstellung  oder  Verbindung  von  Grösen,  welche  dem  Geiste 
des  Menschen  möglich  ist,  fofera  das  Ergebniss  nur  einen  und  nioht 
mehre  Werte  hat. 

Das  Ergebniss  oder  das  Gefammt  der  Knüpfung  heist  das,  was 
durch  die  Knüpfung   zweier  Grösen  entsteht.     Das  Ergebniss  ist,   da 
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es  nur  einen  Wert  hat  und  Gegenstand  des  Denkens  ist,  wieder  eine 
Gröse  und  kann  von  neuem  geknüpft  werden.  Das  Zeichen  für  das 
öefammt  ist  Ge. 

Jede  Grösenknüpfung  findet  nur  zwischen  zwei  Grösen  statt, 
deren  Reihenfolge  nicht  geändert  wird;  denn  nur  diefe  Knüpfung 
hat  einen  und  nicht  mehre  Werte.  Sollen  mehre  Grösen  geknüpft 
werden,  fo  muss  genau  und  unzweifelhaft  festgestellt  werden,  welche 
zwei  Grösen  zuerst  geknüpft  werden  follen,  und  mit  welcher  weiteren 
Gröse  demnächst  jedesmal  das  Ergebniss  der  Knüpfung  geknüpft 
werden  folL 

Die  Knüpfung  kann  alfo  jede  beliebige  Verbindung  von  Grösen  im  Denken 
bezeichnen.  Beispiele  derfelben  find  die  Verbindungen  der  Begriffe  im  Gedanken, 
der  Gedanken  in  einem  Werke.  Beispiele  find  ferner  Addition,  Multiplikation, 
Zeichnungen  aller  Art,  Inhaltsverzeichnisse,  Lexika,  kurz  jedes,  was  der  Mensch 
im  Denken  verbinden  kann,  fofern  das  Ergebniss  nur  einen  und  nicht  mehre 
Werte  hat 

Wie  notwendig  die  letzte  Bestimmung  fei,  das  macht  uns  ein  Beispiel  aus 
der  Raumlehre  anschaulich.  Denken  wir  uns,  es  folle  mit  der  Strecke  AB, 
deren  Länge  und  Lage  bestimmt  fei,  eine  zweite  Strecke  BC  von  gegebener 
Länge  geknüpft  werden.  Wenn  hier  die  Richtung  diefer  zweiten  Strecke  be- 
liebig fein  kann,  fo  hat  ABoBC  unzählig  viele  Werte }  schlagen  wir  nämlich  mit 
BC  um  B  einen  Kreis,  fo  ist  jede  von  A  nach  dem  Umfange  des  Kreifes  gezogene 
Strecke  z.  B.  AC  und  AC"  gleich  ABoBC.  alfo  der  Wert  von  ABoBC  ganz 
unbestimmt  und  kann  nicht  einmal  ABoBG  =  ABoBC  gefetzt  werden.  Wenn 
dagegen  der  Winkel,  den  AB  und  BC  mit  einander  bilden  follen,  bestimmt  ist, 
dann  giebt  es  nur  eine  Strecke  AC.  welche  der  Forderung  gentigt  und  ist 
ABoBC  =  AC  eine  einwertige  Gröse. 

Erklärung.     Das  Zeichen  der  Knüpfung  kann  jedes  beliebige  6. 
Zeichen  werden.    Dasfelbe  Knüpfungszeichen  bezeichnet  in  demfelben 
Satze  der  Grösenlehre  stets  eine  nnd  diefelbe  Knüpfung.    Im  Uebrigen 
kann  jedes  Kntipfungszeichen  jede  beliebige  Knüpfung  bezeichnen. 

Jeder  Satz,  welcher  für  ein  Knüpfungszeichen  bewiefen  ist,  gilt  mithin  für 
alle  Knüpfungen,  welche  das  Knüpfungszeichen  bezeichnen  kann.  Soll  ein 
Knüpfungszeichen  nur  eine  bestimmte  Art  von  Knüpfungen  bezeichnen,  fo  muss 
dies  bei  feiner  Einführung  ausdrücklich  gefagt  und  genau  und  unzweifelhaft 
festgestellt  werden,  welche  Knüpfung  dadurch  bezeichnet  werden  foll. 

Das  allgemeine  Zeichen  der  Knüpfung,  welches  jede  beliebige 
Knüpfung  bezeichnen  kann,  ist  der  Kreis  o,  welcher  zwischen  die  zu 
knüpfenden  Grösen  gefetzt  wird  (z.  B.  aob,  gelefen  a  geknüpft  mit  b 
oder  kurz  a  mit  b). 

Erklärung.     Die   Klammer  ist  das  Zeichen,   dass  die  in  die  7. 
Hamtoer  eingeschlossenen  Grösen  zuvor  zu  einem  Gefammte  geknüpft 
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werden  f ollen,   ehe  dies  mit  der  Gröse  aaser  der  Klammer  geknüpft 
werden  foll. 

In  jeder  Klammer  dürfen  nur  zwei  Größen  stehen,  find  mehre 
Größen  in  derfelben  enthalten,  fo  müssen  alle  bis  auf  eine  in  eine 
andre  Klammer  geschlossen  fein,  und  müssen  dann  alle  Grösen  in 
diefer  andern  Klammer  zuvor  zu  einem  Gefammte  geknüpft  fein,  ehe 
das  Gefammt  diefer  Klammer  mit  der  einen  anser  diefer  Klammer 
stehenden  Gröse  geknüpft  werden  darf. 

Sind  demnach  n  Grösen  zu  knüpfen,  fo  find  in  dem  Ausdrucke  n  — 
2  Klammern  erforderlich,  fofern  kein  Zweifel  über  die  Reihenfolge  der 
Knüpfung  Statt  finden  foll  (•/..  15.  bei  5  Grösen  find  drei  Klammern  erforderlich 
(ao([boc]od))oe. 

Ein  Beispiel  wird  uns  die  Bedeutung  der  Klammer  klar  machen.  Es  ist 
z.  B.  (3 -(-4)  6. --7 -5  ^=35,  denn  nach  der  Regel  diefes  Satzes  muss  man  zu- 
nächst die  beiden  Grösen  in  der  Klammer  knüpfen,  alfo  3 -+-4 —  7  und  nun 
diefe  Gröse  mit  der  Gröse  auser  der  Klammer  knüpfen,  alfo  7  «5  =  35.  Dagegen 
ist  3  -|-  (4*5)  =  3  -(-20  =  23.  Man  rauss  demnach  die  Klammern  stets  genau 
beachten.  Die  Größenlehre  wird  die  Aufgabe  haben,  festzustellen,  in  welchen 
Fallen  eine  Klammer  ohne  Aenderung  des  Wertes  weggelassen  werden  darf. 

Wenn  mehre  Klammern  in  einem  Ausdrucke  vorkommen,  fo  muss  jede  ein 
andres  Zeichen  haben,  als  die  andern,  damit  Yerwechfelnngen  unmöglich  find. 
Man  wendet  demnach  folgende  Klammern  an,   zunächst  die  runde  Klammer 

I     V  dann  die  eckige  Klammer  I      I,  diefe  beiden  Arten  genügen  meist,  dann 

die  fassende  Klammer  ;     >.   endlich  die  gebogene  Klammer  \    t    Wenn  noch 

mehr  Klammern  gebraucht  werden,   giebt  man  ihnen  unten   eine  Ziffer  und 
unterscheidet  demnach 

(HU), ( > 
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Da  viele  Klammern  den  Ueberblick  außerordentlich  erschweren,  fo  fucht 
man  diefelben  möglichst  zu  vermeiden,  der  folgende  Satz  zeigt  uns,  wie  dies  zu 
erreichen  ist. 

Erklärung.  Fortschreitend  knüpfen  eine  Reihe  von  Grösen  heist 
in  der  Reihe  zuerst  die  erste  mit  der  zweiten  knttpfen;  das  Gelammt 
diefer  Knttpfung  mit  der  dritten  knttpfen,  und  fofort  jedesmal  das 
Gefammt  der  Knttpfung  aller  frtthern  Grösen  mit  der  nächstfolgenden 
knttpfen. 

Eine  Gröse,  in  welcher  nur  Einfache  (Elemente)  fortschreitend 
geknttpft  find,  heist  eine  einfache  Gröse. 

Soweit  mehre  Grösen  durch  diefelbe  Knttpfungsart  fortschreitend 
geknttpft  werden,  können  die  Klammem  fortgelassen  werden,  da  ttber 
die  Folge  der  Knttpfung  kein  Zweifel  Statt  finden  kann.    Die  Klammern 
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müssen  nur  dort  stehen,  wo  von  der  fortschreitenden  Knttpfang  abge- 
wichen wird,  können  aber  auch  in  der  fortschreitenden  Kntipfung  wieder 
eingeführt  werden,  z.  B.  a  +  b-f  c  =  (a  +  b)  +  c,  a+b+c+d^ 
[(a  +  b)  +  c]  +  d. 

Das  Gelammt  ans  der  fortschreitenden  Knüpfong  der  Grösen  a,, 
aj,  a3-    -an  beseichnen  wir  dnrch  Gea<t,  gelefen  Gelammt  von  1  bis  n 

von  aa,  wo  n  eine  ganze  Zahl  nnd  wo  a  alle  ganzen  Werte  von  1 
bis  n  erhält;  es  ist  demnach  Gead  =  a1c2aca3oa4o  •  •  -oan. 

l.n 

Es  ißt  von  größter  Wichtigkeit,  dass  jede  Klammer,  welche  irgend  entbehrt 
werden  kann,  ohne  zweideutig  zu  werden,  auch  wirklich  vermieden  werde,  und 
ist  daher  das  Weglassen  der  Klammern,  wenn  in  derfelben  Knüpf ungsart  fort- 
schreitend geknüpft  werden  fall,  ein  wichtiger  Fortschritt. 

Es  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  dies  Weglassen  bei  fortschreitender 
Knüpfung  nicht  erlaubt  ist,  wenn  bei  verschiedenen  Knüpfungsarten  fortschreitend 
geknüpft  werden  foll.  So  z.  B.  ist  (a  -f-  b)  -f-  c  =  a  +  b  +  c,  fo  auch  ist  (ab)c 
=  abc.  dagegen  ist  nicht  (a+b)c=ra+bc,  fondern  letzteres  ist  a-f-bc:r=a-f-(bc). 

Ebenfo  ist  (ab)C  =  a^C,  aber  nicht  (ab)c  -=  abc,  auch  nicht  (a  +  b)c  rr=  a  +  bc 
u.  f.  w.    Wir  werden  noch  wiederholt  auf  diefe  Regel  aufmerkfam  machen. 

Gegenwärtig  wird  das  Setzen  und  Weglassen  der  Klammern  in  fast  allen 
mathematischen  Werken  noch  fehr  mangelhaft  betrieben.  Man  fetzt  vielfach 
Klammern,  wo  fle  weggelassen  werden  können  und  follen,  und  lRsst  vielfach 
Klammern  fort,  wo  fie  gefetzt  werden  müssen.  Die  Darstellung  wird  dadurch 
häufig  undeutlich,  felbst  fehlerhaft.  Ich  werde  im  Laufe  des  Werkes,  namentlich 
in  der  Folgelehre,  mehrfach  auf  diefen  Punkt  zurückkommen  und  die  Regeln 
aufstellen,  nach  denen  hier  verfahren  werden  muss.  Es  können  darnach  in  ein- 
zelnen Zweigen  90  bis  99  Hundertel  der  jetzt  gebräuchlichen  Klammern  ent- 
behrt werden,  und  wird  dadurch  ein  wefentlicher  Fortschritt  erreicht. 

Erklärung.  Formel  heist  jede  Xnüpfung  von  Grösen,  die  Art 
der  Xnftpfung  bestimmt  die  Gestalt  der  Formel. 

Formel  von  a  heist  eine  Formel,  welche  die  Gröse  a  enthält. 
Das  Zeichen  derfelben  ist  Ra,  gelefen  „Formel  von  a".  Das  Zeichen 
Sa  beieichnet  in  demselben  Satze  der  Grösenlehre  eine  nnd  diefelbe 
Formel  von  a.  Im  XJebrigen  kann  fie  jede  beliebige  Formel  von  a 
beseichnen.  Soll  fie  nur  eine  Art  von  Formeln  bezeichnen,  fo  mnss 
dies  ausdrücklich  gefagt  werden. 

Gleichlautend  heisen  zwei  Formeln,  wenn  fie  beide  ganz  die- 
felben  Knüpfungen  ganz  derfelben  Grösen  enthatten. 

Verschieden  heisen  zwei  Formeln,  wenn  die  Knüpfdngen  oder 
die  Grösen  der  Formeln  von  einander  abweichen. 

Entsprechend   heisen   die   Formeln   zweier  Grösen,   wenn   die 
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Formeln  gleichlautend  werden,  fobald  man  in  der  zweiten  Formel  die 
erste  Gröse  statt  der  zweiten  einführt. 

Beispiele : 

Gleichlautend  find:  a  -|-  b  (e  -|-  »)  u"d  a  -|-  b  (c  -{-  a). 

Verschieden  find:  a  +  b  (e  +  a)  und  a  +  bc  -j-  ba. 

Entsprechend  find:  a  -|-  h  (c  +  an)  und  m  -\-  h  (c  -|-  mnJ. 
Die  Mathematiker  oder  Formenlehrer  wenden  zur  Bezeichnung  einer  Formel, 
bez.  spater  einer  Folge  oder  Funktion  die  Zeichen  f,  F,  y.j1/»  an  und  fetzen, 
wenn  noch  mehre  Arten  derfelben  unterschieden  werden,  Zeiger  an  das  Zeichen. 
z.  B.  f„  fa,  f3,«-«fo  oder  f.  f".  f",  fiv....  Diefem  Gebrauche  mnss  man  fich 
anschliesen*,  da  aber  die  Zeichen  f,  F,  y.  «/*  auch  häufig  zur  Bezeichnung  von 
Grösen  gebraucht  werden,  fo  wird  der  Ausdruck  fa  bez.  f(a)  zweideutig  und 
kann  ebenfo  das  Zeug  oder  Produkt  von  f  und  a,  als  die  Formel  von  a  be- 
zeichnen. Eine  folche  Zweideutigkeit  ist  in  streng  wissenschaftlichen  Werken 
unzulässig.  Viele  Mathematiker  fuchen  diefe  Zweideutigkeit  dadurch  zu  ver- 
meiden, dass  fie  Formel  von  a  als  f(a)  schreiben  *,  aber  dies  ist  fehlerhaft.  Denn 
einmal  hat  die  Klammer  um  eine  einzelne  Gröse  keinen  Sinn  und  dann  ist  f(ab) 
doch  wieder  zweideutig  und  kann  ebenfo  f  mal  ab.  als  Formel  von  ab  bezeichnen. 
Das  einzig  Richtige  ist,  dem  Formelzeichen  eine  etwas  andre  Form  zu  geben, 
ich  führe  dafür  die  Zeichen  tf>,  H>,  $,  <§>  ein.  welche  jede  Verwechselung  un- 
möglich machen. 

b.     Die  Beweiafornj  der  Grösenlehre. 

Nicht  minder  wichtig,  als  die  Erklärungen  der  Grösenlehre  find,  ist  auch 
die  Beweisform  der  Grösenlehre  für  die  Zahlenlehre  und  für  die  ganze  Mathe- 
matik. Da  wir  in  der  Zahlenlehre  keine  andre  Wissenschaft,  auch  nicht  einmal 
die  Logik  vorausfetzen,  fo  dürfen  wir  auch  nicht  für  die  Be weife  einen  logischen 
Schluss  und  Beweis  anwenden. 

Glücklicher  Weife  bedürfen  wir  aber  auch  des  begrifflichen  oder  logischen 
Schlusses  gar  nicht  für  unfre  Beweife  der  Grösenlehre.  In  dem  begrifflichen 
Schlüsse  wird  nämlich  nur  von  einem  Begriffe,  der  weiter  ist,  auf  einen  Begriff 
geschlossen,  der  ihm  untergeordnet  oder  enger  ist.  Bei  den  Be  weifen  der  Grösen- 
lehre dagegen  haben  wir  es  nicht  mit  untergeordneten,  fondem  allein  mit  gleichen 
und  ungleichen  Grösen  zu  tun.  Der  begriffliche  oder  logische  Schluss  findet 
alfo-in  der  Grösenlehre  gor  keine  Anwendung.  Dasfelbe  ergiebt  fich  auch  daraus, 
dass  alle  Beweife  der  Grösenlehre  in  Formeln  geführt  werden  können  und  müssen 
und  dass  die  Ueberfetzung  der  Beweife  iu  die  Sprache  nur  eine  üebertragung 
ist  in  das  Gebiet  des  gewöhnlichen  Denkens,  welches  der  Grösenlehre  und 
strengen  Denklehre  an  fich  fremd  ist. 

Die  Beweife  in  der  Grösenlehre  werden  nun  fo  geführt,  dass  eine 
Formel  einer  andern  gleichgefetzt  wird,  diefe  einer  dritten  und  fo  fort.  Dies 
führt  uns  zu  den  Sätzen  von  der  Gleichheit. 

Bei  den  Sätzen  von  der  Gleichung  der  Grösen  geht  die  Entwicklung 
von  der  Erklärung  aus.  dass  zwei  Grösen  nur  dann  gleich  genannt  werden,  wenn 
man  in  jeder  Knüpfung  der  Grösenlehre  die  eine  statt  der  andern  ohne  Aendrung 
des  Wertes  fet/.en  kann.     Bewiefen  wird.  dass.  wenn  in  einer  Reihe  von  Grösen 
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jede  vorhergehende  der  nächstfolgenden  gleich  ist  auch  die  erete  jeder  folgen- 
den gleich  ist.  indem  dann  die  erste  der  zweiten  gleich  ist,  statt  der  zweiten 
aber  die  gleiche  dritte,  statt  diefer  die  gleiche  nächstfolgende  nnd  fofort  jede 
folgende  gefetzt  werden  kann,  fo  dass  die  erete  jeder  folgenden  gleich  ist.  Es 
ist  dies  das  erste  Gefetz  der  Gleichheit  oder  der  Satz  des  geraden  oder 
direkten  Grösenbeweifes. 

Bewiefen  wird  ferner,  dnss.  wenn  in  einer  Reihe  von  Grttsen  eine  Glei- 
chung für  die  erste  Grnse  der  Reihe  gilt  und  wenn  fie  auserdem,  fobald  fie  für 
eine  beliebige  Gröse  der  Reihe  gilt  auch  für  die  nächstfolgende  Gröse  der  Reihe 
gilt,  dass  fie  dann  auch  allgemein  für  alle  Grösen  der  Reihe  gilt.  Es  ist  dies 
das  zweite  Gefetz  der  Gleichheit  oder  der  Satz  des  fortleitenden  oder  induk- 
torischen Grösenbeweifes.  Diefe  beiden  Arten  von  Beweifen  kommen  in 
der  Grösenlehre  allein  vor. 

In  der  Logik  werden  wir  später  noch  die  entsprechenden  Formen  des  be- 
grifflichen Beweifes  und  auserdem  noch  den  ungeraden  oder  indirekten  Beweis 
kennen  lernen,  welche  in  den  späteren  Zweigen  der  logischen  Wissenschaften 
und  der  Formenlehre  und  in  den  Anwendungen  diefer  Wissenschaften  häufig 
gebraucht  werden. 

Erklärung.     Gleich  heisen  zwei   Grösen,  wenn  man  in   den  10. 
Knüpfongen  der  Grösenlehre  die  eine  statt  der  andern  ohne  Aendrnng 
des  Wertes  fetzen  kann. 

Ungleich  heisen  zwei  Grösen,  wenn  man  in  den  Knüpfungen 
der  Grösenlehre  die  eine  nicht  statt  der  andern  ohne  Aendrnng  des 
Wertes  fetzen  kann. 

Eine  Gröse  kann  nie  einer  andern  Gröse  gleich  nnd  zugleich 
ungleich  fein,  fondern  fie  muss  der  andern  Gröse  entweder  gleich  oder 
ungleich  fein;  denn  jede  Gröse  darf  nur  einen  nnd  nicht  mehre 
Werte  haben. 

Erklärung.    Das  Gleichheitszeichen  =  ist  das  Zeichen  der  11. 
Gleichheit,   das  Ungleichheitszeichen  £  ist  das  Zeichen   der  Un- 
gleichheit.   Das  erstre  bezeichnet,  dass  die  geknüpften  Grösen  gleich 
find  (z.  B.  a  =  b,  gelefen  a  gleich  b),   das   zweite  bezeichnet,  dass 
die  geknüpften  Grösen  ungleich  find  (z.  B.  a  £  b,  gelefen  a  ungleich  b). 

Eine  Gleichung  heist  die  Knüpfung  zweier  Grösen  durch  das 
Gleichheitszeichen,  z.  B.  a  —  b.  Die  links  stehende  Gröse  a  heist 
ihre  linke  Seite,  die  rechtsstehende  b  ihre  rechte  Seite. 

Wenn  auf  einer  Seite  'der  Gleichung  zwei  oder  mehre  Grösen 
durch  Knüpfungszeichen  verbunden'  find,  fo  müssen  diefe  zuerst  unter 
fich  geknüpft  werden,  ehe  fie  der  andern  Seite  gleich  gefetzt  werden 
können,  oder  es  ist  a  —  b  cod  gleich  a  =  (bcc^d). 

Zwei  verschiedene  Formeln  find  einander  gleich,  wenn  die  eine 
ohne  Aendrnng  des  Wertes  in  die  andre  umgewandelt  werden  kann. 
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Herr  Professor  Paul  Du  Bois-Reymond  giebt  „Allg.  Funktioneulehre  I.. 
Metaphyiik  und  Theorie  der  mathematischen  Grundbegriffe",  Tübingen  1882. 
»S.  44  folgende  Erklärung  von  gleich.  „Die  mathematischen  Größen  find  ent- 
weder gleich  oder  ungleich.  Gleich  find  fie,  wenn  ihre  finnlichen  Erschei- 
nnungen unter  denfelben  Bedingungen  denfelben  Eindruck  hervorbringen." 
Hieraus  folgt  fie  find  ungleich,  wenn  die  finnlichen  Erscheinungen  unter  denfelben 
Bedingungen  nicht  denfelben  Eindruck  hervorbringen.  Aber  diefe  Erklärung 
ist  in  mehrfacher  Beziehung  fehlerhaft. 

Denn  einmal  find  die  Grösen  der  Formenlehre  oder  Mathematik,  wie  die 
der  Denklehre  vom  Geiste  gefetzte  oder  verknüpfte  Gebilde.,  welche  grosenteils 
gar  nicht  der  Sinnenwelt  angehören  und  daher  auch  keine  finnlichen  Eindrücke 
hervorbringen,  und  dann  brauchen  Re.  auch  wenn  fie  von  finnlichen  Erschei- 
nungen begleitet  find,  gar  nicht  denfelben  Eindruck  unter  denfelben  Bedingungen 
hervorzubringen.  So  ist  logisch:  der  Mensch  gleich  der  Mensch,  mag  er  schwarz 
oder  weis,  gros  oder  klein,  dick  oder  dünn,  kurz,  mag  feine  äusere  Erscheinung 
fein,  wie  Re  will.  So  find  mathematisch:  2  Menschen  =  2  Menschen,  2  Dreiecke 
=  2  Dreiecke,  mag  die  finnliche  Erscheinung  derfelben  fein,  welche  Re  wolle. 
Kurz,  die  Gröse  hat  mit  der  finnlichen  Erscheinung  gar  nichts  gemein*,  Gröse 
kann  jedes  fein,  was  Gegenstand  des  Denkens  ist,  ob  es  der  Sinnenwelt  an- 
gehört oder  nicht.  Ebenfo  als  gleich  können  jede  2  Grösen  gefetzt  werden, 
wenn  in  dem  Denkakte  die  eine  statt  der  andern  ohne  Aendrung  des  Wertes 
gefetzt  werden  kann,  mögen  Re  übrigens  in  andern  Beziehungen  fo  ungleich 
fein,  wie  fie  wollen.  Die  Erklärung  des  Herrn  Du  Bois-Reymond  ist  alfo  durch- 
aus fehlerhaft. 

Vor  allem  fehlt  bei  Herrn  D.  B.  wieder  die  Hauptbestimmung  in  der  Er- 
klärung, dass  eine  Gröse  einer  andern  Gröse  nie  gleich  und  zugleich  ungleich 
fein  darf.  Ohne  diefe  Bestimmung  ist  aber  jede  Erklärung  der  Gleichheit  un- 
brauchbar. 

12.  Satz.  a  =  a  oder  in  Worten: 
Jede  Gröse  ist  fich  felbst  gleich. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Erklärung  10.  oder  in  Worten: 

Nach  Erklärung  10  heisen  zwei  Grösen  einander  gleich,  wenn  man 
ohne  Aendrung  des  Wertes  die  eine  statt  der  andern  fetzen  kann. 
Jede  Gröse  kann  man,  da  fie  nach  Erklärung  2  nur  einen  Wert  befitzt, 
ohne  Aendrung  des  Wertes  für  fie  felbst  fetzen,  alfo  ist  jede  Größe 
fich  felbst  gleich. 

13.  Satz.  a^b  c  d  =  [(aob)oc]od  oder  in  Worten: 
In  jeder  fortschreitenden  Knüpfung  von  Grösen  in  derfelben  Knüpfhngs- 
art  kann  man  die  Klammern  beliebig  weglassen  oder  fortschreitend 
fetzen. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Erklärung  H  oder  in  Worten: 

Die  beiden  Seiten  der  Gleichung  find  verschieden  in  der  Form  der 
KuHpfun^.      Nun  kann  man  aber  nach   Krkläriing  8  in  d<*r  fortschivi- 
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tenden  Knüpfung  die  Klammern  fortlassen;  tut  man  dien  auf  der  rechten 
Seite,  fo  werden  fie  gleichlautend,  alfo  find  lie  gleich  nach   Vi. 

s»*z.  Gc  aa  =  /Gca«V  a  *  *• 

Das  Gefammt  aus  n  -f  1  Grösen  a,,  a2  •  -an ,  i  ist  gleich  dem  Gefammte 
aus  den  n  ersten  Grösen  geknüpft  mit  der  Gröse  ant_i. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Erklärung  8. 

Die  Sätze  12,  13  und  14  drücken  nur  in  Formeln,  bezüglich  in  Sätzen  aus, 
was  in  den  Erklärungen  gegeben  war-,  fie  find  nur  ein  andrer  Ausdruck  des  in 
den  Erklärungen  Gefetzten  und  bedürfen  daher  eines  Beweifes  nicht. 

Erklärung.     Bedingt  gleich   oder   gleich  in  Bezug  auf  15. 
eine  Bedingung  heisen  zwei  Grösen,  wenn  die  Grösen  gleich  find, 
fofern  die  Bedingung  eintritt. 

Das  Zeichen  der  bedingten  Gleichheit  ist  *,;  durch  den  Stern 
wird  die  Bedingung,  für  welche  die  Gleichheit  eintritt,  hinzugefügt. 
Bin  zweites  Zeichen  der  bedingten  Gleichheit  ist  die  Verbindung 
zweier  Gleichungen,  von  denen  die  eine  die  Annahme  oder  die  Be- 
dingung (die  hypöthesis),  die  andre  die  Folgerung  (die  thösis) 
heist. 

Satz.  Ba   -*-.-.  Rb  *  Bedingung  a  =  b  oder  16. 

Annahme:  a  =  b    Folgerung:  Ra  =  »b  oder  in  Worten: 

Wenn  zwei  Grösen  einander  gleich  find,  fo  ist  auch  jede  Formel  der 
ersten  Gröse  gleich  der  entsprechenden  der  zweiten  Gröse. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Erklärung  10  oder  in  Worten: 

Die  Formeln  zweier  Grösen  heisen  entsprechend,  wenn  fie  gleichlautend 
werden,  fobald  man  in  der  zweiten  Formel  die  erste  Gröse  statt  der 
zweiten  einführt.  Nun  ist  aber  a  =  b  nach  der  Annahme,  alfo  kann 
man  ohne  Aendrung  des  Wertes  die  eine  statt  der  andern  in  jede 
Kndpfung,  mithin  auch  in  die  Formel  Pa  fetzen,  dann  werden  beide 
Formeln  gleichlautend  oder  gleich,  alfo  ist  Pa  =  F«b. 

Bemerkt  möge  hier  werden,  dass,  wenn  P>  a  ~-  F>  b  ist.  daraus  noch  keines- 
wegs immer  folgt,  dass  a  —  b  ist.  So  ist  a-o  t=  b-tv,  daraus  folgt  aber  noch 
nicht  a  =  b",  fo  ist  (-(-  a)2  =  ( —  a)'J.  daraus  folgt  aber  nicht,  dass  -J-  a  ==  —  a  fei. 

Satz.  aob  -..-•=  aoc  *  Bedingung  b  =  c  oder  17. 

Annahme:  b  =  c    Folgerung  aob  =  aoc  oder  in  Worten: 

Eine  Gleichung  bleibt  richtig,  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung 
mit  gleichen  Grösen  auf  gleiche  Weife  knüpft. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Satz  16. 

Der  Sata  ist  von  groser  Wichtigkeit  für  die  ganze  Grusen-  und  Denk- 
lehre. Wenn  a  =  b  ist.  fo  folgt  daraus  a+c=rb-f  c  ferner  a*c  --=  b*c  und 
ac    .-.  hc.  und  zwar  folgt  dies  für  alle  Zweige  der  Denklehre,  für  Zahlenlehre  und 
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Ausdehnungslehre,    für    Logik   und   Bindelehre.     Aber  diefer  Satz    fetzt  auch 

voraus,  dass  jede  Verknüpfung  nur  ein  einwertige«  Gefammt  liefere,  lässt  man 

dies  auser  Acht,  fo  kann  gerade  diefer  Satz  zu  den  bedenklichsten  Trugschlüssen 

führen.    Es  tritt  dies  fofort  hervor,   wenn  man  die  Knnpfungen   mit  negativen 

Grösen  oder  mit  Brüchen  /.u  löset. 

1  1 

Sei  z.  B.   bei  der  Zahlenlehre   ft  zugelassen,    fo  wird,   da  a«-    =:  1.    auch 

a-n---0~h-0  ist.   nach   diefem  Sntzc,    wenn  auf  beiden   Seiten  mit  ä  mnlti- 

11  11 

plicirt  wird,  (a-0)  ^        (b-O)-»   und  (a-0)  ()     -  a-(Ö-Q)  —  a-l-=a  und  ebenfo 

(h-Oj-  -q  .---  b,  mithin  a    -  b,  d.  h.  jede  Gröse  jeder  andern  gleich. 

Sei  ferner  z.  B.    bei  der  Logik,    wo  a-f-a  —  a  ist,  die  Gröse  a  — a— -0 

zugelassen,  fo  wird  a  —  a  -|~  0  --  a  +  («  —  a)     :  (&  +  a)  —  a  —  a  —  a  =  0  und 

ebenfo  jede  andere  Gröse,   alfo  alle  Grösen  gleich  Null   und  einander  gleich. 

1 
Sei  bei  der  Logik,  wo  a«a    ~a  ist,  die  Gröse  a--  ~-l  zugelassen,  fo  wird 

a  —  a«l  —  a«(a«  -)~(a«a)-     =  a«     —  1,  und  ebenfo  jede  andere  Grose,  alfo 

alle  Grösen  gleich  Eins  und  einander  gleich. 

Man  muss  alfo  aufpassen  und  Ach  verfichern,  dass  jede  Knüpfung  nur  einen 
Wert  giebt,  wie  dies  bereits  die  Erklärung  5  fordert.  Ist  dies  erfüllt  dann  gilt 
der  Satz  felbst verständlich  ganz  allgemein. 

18.  Satz.     Annahme:  a  =  c,  b  =  c    Folgerung  a  =  b. 

Wenn  zwei  Grösen  einer  dritten  gleich  find,  fo  find  fie  unter  ein- 
ander gleich. 

Beweis:  In  Formeln:  Annahme  b  =  c  Folg. :  (a  ^=  e)  ==  (a  =  b) 
(nach  17)  oder  in  Worten: 

Die  Gleichung  c  =  b  bleibt  nach  Satz  17  richtig,  wenn  man  beide 
Seiten  der  Gleichung  mit  gleichen  Grösen  a  auf  gleiche  Weife  knüpft, 
alfo  ist  (a  =  c)  =  (a  =  b). 

In  dem  Satze  18  kommt  zuerst  die  Formel  vor  (a  — -  c)  ~  (a  — b),  wo  in 
einer  Gleichung  jede  Seite  der  Gleichung  wieder  eine  Gleichung  darstellt.  Da 
die  Grösen  auf  jeder  Seite  des  Gleichheitszeichens  unter  fich  geknüpft  werden 
müssen,  ehe  fie  gleichgefetzt  werden  können,  fo  muss  hier  jede  Seite  der  Haupt- 
gleichung in  eine  Klammer  geschlossen  werden,  wie  dies  im  Be weife  geschehen 
ist.    Dann  ist  der  Sinn  der  Bezeichnung  unzweifelhaft  und  einwertig. 

19.  Satz.  (a  =  b)  =  (b  =  a)  oder 
Annahme  a  =  b,  Folgerung  b  —  a  oder  in  Worten: 
Die  beiden  Seiten  einer  Gleichung  kann  man  vertauschen. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Erklärung  10. 

Zwei  Grösen  find  einander  gleich,  wenn  man  ohne  Aendrung 
des  Wertes  in  jeder  Knüpfum?  die  eine   statt  der  andern   fetzen   kann, 
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alfo  kann  man  statt  der  ersten  die  zweite  und  statt  der  zweiten  die 
erste  fetzen. 

Satz.    Annahme:  a  =  b,  b  =  c  Folgerung:  a  =  c  oder  in  Worten:  20. 
Wenn  die  erste  Gröse  der  zweiten  und  die  zweite  der  dritten  gleich 
ist,  fo  ist  anch  die  erste  der  dritten  gleich. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  17.  Annahme:  I>  —  e  Folgerung: 
(a  =  b)  sä  (a  =  c)  oder  in  Worten: 

Die  Gleichung  b  =  e  bleibt  nach  17  richtig,  wenn  man  beide  Seiten 
der  Gleichung  mit  gleichen  Grösen  a  auf  gleiche  Weife  knüpft,  alfo 
igt  (a  =  b)  s  (a  =  c). 

Satz,     [a  =  (bocodo . .)]  s—  [a  =  bocodo  .  -].     oder  in  Worten:  21. 
Wenn  die  eine  Seite  einer  Gleichung  in  eine  Kammer  geschlossen  ist, 
fo  kann  man  die  Klammer  weglassen. 

Beweis*:  Unmittelbar  aus  der  Erklärung  10. 

Satz  des  geraden  (direkten)  Grösenbeweifes.    Annahme:  22. 
a,  =  aa,  a.2  =  a3  •  •  an-!  =  au  oder  aa  =  ad  f  t     Folgerung:  a,  =  an 
oder  in  Worten:  Wenn  in  einer  Reihe  von  Grösen  jede  vorhergehende 
der  nächstfolgenden  gleich  ist,  fo  ist  anch  die  erste  der  letzten  gleich. 

Beweis  in  Formeln:  Annahme:  U|  =  a2,  a2  =  a:{  Folgerung:    . 

af  =  a3  (nach  20) 

Annahme:  &|  —  a3,  a3  =  n4     Folgerung:  at  =  a4  (nach  20) 

u.  f.  w. 
Annahme:  al=an_i,  an_.l  =  an  Folgerung:  a1  =  an  (nach  20) 

Beweis  in  Worten:  Nach  der  Voraussetzung  ist  die  erste  Gröse 
gleich  der  zweiten.  Da  aber  nach  der  Vorausfetzung  ferner  jede  nächst- 
vorhergehende der  nächstfolgenden  gleich  ist,  fo  kann  ich  in  jeder 
Gleichung  statt  der  nächst  vorhergehenden  Gruse  die  nächstfolgende 
fetzen;  alfo  kann  ich  in  der  rechten  Seito  der  ersten  Gleichung  statt 
der  zweiten  die  dritte,  statt  der  dritten  die  vierte  und  fofort  bis  zu 
der  letzten  Gröse  der  Reihe  fetzen,  alfo  ist.  auch  die  erste  Gröse  der 
letzten  Gröse  gleich. 

Satz  des  fortleitenden  (induktorischen)  Grösenbeweifes.  23! 

Annahme:    E»ai  =  <ßat,     [P»aa  =  #aj  =  Ö&a«^  =  <&aa+i] 
Folgerung:  E>an  =  <&an  oder  in  Worten: 

Jede  Gleichung  der  Formenlehre,  welche  fiür  die  erste  Gröse  einer 
Reihe  gilt  und  welche,  wen*  Ae  für  eine  beliebige  Gröse  der  Reihe 
gilt,  dann  auch  Ar  die  nächstfolgende  Gröse  der  Reihe  Geltung  hat, 
gilt  auch  für  alle  folgenden  Grösen  der  Reihe. 


24.  Denklehre.  j  i 

Beweis  in  Formeln: 

Es  ist  Ra/  =  <$a,   und  [F>Ht  =  <Jai  =.  [Fa^  =  #a^]  Folgerung: 

Paj  =  <flsu  (nach  10) 

Es  ist  l*a2  =  #84  und  [F>a2  =  <#a2]  =  [Pa3  =  <&a3]  Folgerung: 

Fa3  =  <Ja3  (nach   10) 
u.  f.  ^Y. 
Es  ist  F>an_i  =  #an_t  und  |jF«ii-i  =  <ftan_  H  =  [Fan  =  #an] 

Folgerung:  F>au  =  <ftan  (nach    10) 

In  Worten:  Nach  der  Annahme  gilt  die  Gleichung  Fat  =  <$af 
für  die  erste  Gröse  der  Reihe.  Ferner  gilt  diefe  Gleichung,  fobald 
ße  für  eine  beliebige  Gröse  der  Reihe  art  gilt,  auch  für  die  nächst- 
folgende Gröse  der  Reihe  aafi;  man  kann  mithin  in  diefer  Gleichung 
aa+i  statt  aa  fetzen,  oder  es  ist  in  Bezug  auf  diefe  Gleichung  a«  ~z  aa+i. 
mithin  ist  auch  in  Bezug  auf  diefe  Gleichung  a,  -*  an  nach  Satz  22, 
d.  h.  man  kann  in  diefer  Gleichung  auch  statt  der  ersten  Gröse  der 
Reihe  at  die  letzte  Gröse  der  Reihe  an  fetzen,  oder  die  Gleichung 
gilt,  da  ße  tfflr  die  erste  Gröse  gilt,  auch  für  die  letzte  Gröse  der 
Reihe. 

24.  Satz    des    einfachen    Grösenbeweifes    (des    elementaren 

Beweifes). 

Jede  Gleichung  der  Grösenlehre,  welche  für  ein  Einfaches  oder 
für  ein  Element  gilt,  und  welche,  fobald  fie  für  eine  beliebige  Gröse 
gilt,  auch  für  jede  Gröse  gilt,  welche  ein  Einfaches  mehr  enthält,  gilt 
auch  für  alle  durch  fortschreitende  Knüpfung  von  Einfachen  erzeugten 
Grösen. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Satz  23,  wenn  man  das  erste  Einfache 
als  erste  Gröse  und  jedesmal  die  ein  Einfaches  mehr  enthaltende  Grüne 
auch  jedesmal  als  nächstfolgende  Gröse  in  der  Reihe  letzt. 

Alle  die  Sfitze  über  die  Gleichung  der  Grösen  gehen  aus  der  Erkläruu« 
der  gleichen  Gröse  hervor,  dass  man  statt  jeder  Gröse  die  gleiche  letzen  kann. 
Die  ersten  Sätze  ergeben  ficli  daraus  unmittelbar,  die  letzten  ergeben  lieh  durch 
wiederholte  Anwendung  der  Erklärung  und  wiederholte  Einstellung  der  gleichen 
Gröse. 

Es  hat  uns  diefe  Nummer  namentlich  in  den  letzten  Sätzen  22.  23  und  24 
die  Form  der  Beweife  gelehrt,  welche  in  der  Grösenlehre,  wie  in  allen  Zweigen 
der  Denklehre:  in  allen  Zweigen  der  Formenlehre  oder  Mathematik,  wie 
in  allen  Zweigen  der  logischen  Wissenschaften  die  allein  gültige  und  stets 
wiederkehrende  ist  und  daher  die  gröste  Wichtigkeit  für  die  strenge  Wissen- 
schaft befitzt. 
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2.     Die  drei   Arten  der  Grösenknüpfung. 

Nachdem  wir  die  Erklärungen  und  die  Beweisfonn  der  Grosenlehre  kennen 
gelernt  haben,  könnten  wir  nunmehr  zu  den  GrÖsen  und  Knüpfungen  der  Zahlen- 
lehre übergehen,  dann  aber  mftssten  wir  das  Gefetz  der  Einigung  etwa  fechsmal 
heweifen  und  ebenfo  oft  das  Gefetz  der  Vertauschung  und  ebenfo  viermal  die 
Gefetze  der  Trennung  einer  Knüpfung.  Viel  kürzer,  einfacher  und  auch  für  die 
Schüler  leichter  ist  es,  diefe  Gefetze  einmal  in  der  Grosenlehre  zu  beweifen 
und  dann  diefe  Gefetze  einfach  in  den  verschiedenen  Ordnungen  der  Zahlenlehre 
anzuwenden.  Ich  ziehe  daher  diefen  Weg  vor  und  entwickle  alfo  aus  der 
Grosenlehre  noch  die  Sätze  über  die  Arten  der  Knüpf ung  und  demnächst  auch 
die  über  die  Gattungen  der  Knüpf  ung. 

Erklärung.     Unter  der  Gröse  ao(ob)   verstehen   wir   die  Gröse  25. 
ab.    Die  Gröse  (ob),  gelefen  „Mit  b",  heist  eine  Knttpfgröse. 

Satz.  ao(ob)  =  aob.  2fi. 

Statt  eine  Knttpfgröse   zu  knüpfen,   kann  man  die  Gröse  ohne  Vor- 
zeichen knüpfen. 

Erklärung.     Satz.     Bei  der  Grosenlehre  unterscheiden  wir  drei  27. 
Arten  der  Kröpfung:  Die  Anreihung,  die  Einigung  und  die  Vertau- 
schung der  Grösen. 

a.  Die  Anreihung  der  UröscMi. 

Erklärung.     Die  Anreihung  heist  eine  Knüpfung  von  Grösen,  28. 
fofern  die  Klammer  nicht  weggelassen,  die  Stellung  der  Grösen  nicht 
geändert   werden    darf,    ohne   dass   fich    der  Wert   des    Gefammtes 
ändert. 

Die  Anreihung  der  Grösen  ist  die  einzige  Form  der  Knüpfung,  bei  welcher 
jede  Knüpfungsforni  von  jeder  andern  Knüpfungsform  verschieden  und  nur  fich 
felbst  gleich  ist.  .So  ist  für  die  Anreihung  nicht  nur  aob^bca.  fondern  auch 
aeboe  £  aofbec). 

Für  die  Anreihung,  wo  alfo  weder  Einigung,  noch  Vertauschung  gilt,  giebt 
uns  jedes  wissenschaftliche  System,  jedes  Buch,  namentlich  jedes  Wörterbuch  ein 
Beispiel.    Ein  andres  Beispiel  bietet  die  Erhöhung  oder  Potenxirung,  denn  auch 

bei  cliefer  ist  weder  a    —  l>a.  noch  ist  (ahT  —  a^. 

b.  Die  Einigung  der  Grösen. 

Erklärung.    Die  Einigung  (die  connexio)  heist  eine  Kniipfung  29. 
von  Grösen,  fofern  man,  statt  mit  der  zweiten  Gröse  ein  Einfaches  (ein 
Element)  su  knüpfen,   dies  auch  mit  dem  Gefammte  der  Knüpfung 
4er  beiden  Grösen   knüpfen  kann,   ohne   dass  lieh  der  Wert  des  Ge- 
tarntes ändert. 
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30.  Grnndformel  der  Einigung.    ao(b  e)  =  a  b  e  oder  in  Worten 

Statt  mit  der  zweiten  Gröse  ein  Einfaches  (ein  Element)  zu  einigen, 
kann  man  es  mit  dem  Gefammte  der  beiden  Grösen  einigen,  und  — 
Statt  mit  dem  Gefammte  zweier  Grösen  ein  Einfaches  zu  einigen, 
kann  man  es  mit  der  zweiten  Gröse  einigen. 

Die  Erklärung  der  Einigung  muss  fo  gefasst  werden,  dass  das  Ergebnis« 
der  Einigung  wieder  einwertig  ist.  Daraus  ergiebt  (ich  die  obige  Erklärung 
mit  Notwendigkeit.  Denn  gegeben  lind  uns  die  Einfachen  (die  Elemente),  welche 
noch  nicht  geknüpft  find.  Festgeletzt  ist  bereit«,  dass  wir  in  der  fortschreitenden 
Knüpfung  der  Einfachen  die  Klammern  fortlassen  können,  allb  dass  (acej)cea 
rzi  acejoej  ist.  Festgefetzt  muss  noch  werden,  was  gelten  foll,  wenn  mit  einer 
Gröse  a  das  Gefammt  einer  Gröse  1)  und  eines  Einfachen  geknüpft  werden  foll. 
z.  B.  ao(boe).  Darf  hier  die  Klammer  nicht  weggelassen  werden,  fo  ist  eine 
Weglassung  der  Klammem  auserhalh  der  fortschreitenden  Knüpfung  überhaupt 
nicht  möglich:  darf  üe  dagegen  hier  weggelassen  werden,  ist  alle»  a.fbce)— acb.:e. 
fo  lüsst  fich  daraus  das  ganze  Gefetz  der  Einigung  ableiten.  Zunächst  gilt  dann 
nämlich  aefe,  e2)  —  a  cr  Oj.  Ferner  gilt  a  (epe^C;,)  —  a  Ove^ie,-,  -a:ej  e2^ea 
u.  f.  w. 

Die  Erklärung:  Eine  Knüpfung  heist  Kiniguiig.  wenn  ac(bce) -- aoboe  ist 
genügt  alfo  für  die  ganze  Klammerlöfung.  Andrerfeits  enthält  fie  auch  nicht 
zuviel",  denn  angenommen,  üe  follte  nur  gelten  bis  zu  10  Einfachen  (Elementen), 
weiter  aber  nicht,  fo  fetzen  wir.  dass  b  10  Einfache  enthalte,  dann  gilt  alfo 
nicht  ac(bce)  -  aoboe,  alfo  auch  von  da  ab  keine  einzige  Art  der  Klammer- 
löfung (auserhalb  der  fortschreitenden  Knüpfung).  Aus  der  Erklärung,  das> 
ao(boe) —- aoboe  fei.  wird  in  den  Sätzen  über  die  Einigung  das  Gefetz  der 
Einigung  oder  das  Klammergcfetz  abgeleitet,  dass.  fuferu  jene  Grund- 
formel gelte,  auch  jede  Klammer  beliebig  gefetzt  oder  weggelassen  werden  könne 
und  dass  das  Ergebniss  wieder  eine  Gröse  fei.  deren  Einfache  (Elemente)  fort- 
schreitend geknüpft  lind. 

Man  hat  von  anderer  Seife  die  Erklärung  fo  gefasst.  dass  man  a;(l>  a) 
=  aoboe  erklärt  hat.  wo  a.  1).  c  beliebige  Grösen  find.  Aber  wollten  wir  die 
Erklärung  in  diefer  Weife  fassen,  fo  wäre  in  der  Erklärung  bereits  das  ganze 
Gefetz  der  Einigung  vorausgesetzt.  Denn,  wenn  mau  alle  Klammern  herstellt, 
fo  enthält  jede  Klammer  nur  zwei  Grösen  und  kann  man  demnach  von  der 
äusersten .  Klammer  anfangend  nach  diefer  Erklärung  jede  Klammer  weglassen. 
Die  Erklärung  könnte  dann  alfo  auch  lauten:  Die  Einigung  ist  die  Knüpfung 
der  Grösen,  bei  welcher  man  jede  Klammer  beliebig  fetzen  oder  weglassen  kann. 
In  diefer  Erklärung  wäre  dann  aber  als  Erklärung  ausgesprochen,  was  fich  aus 
einer  viel  engeren  Erklärung  ableiten  lässt.  Es  würde  daher  auch  gar  nicht 
erkannt  werden, r [welche  Voraussetzung  notwendig  ist.  damit  das  ganze  Gefetz 
der  Einigung  stattfinde.  Eine  gute  Erklärung  aber  darf  nichts  weiter  festfetzen, 
als  diefe  für  die  Sache  unumgänglich  notwendige  Voraussetzung. 

Andrerfeits  kann  dann  aber  auch  jede  mehrfach  zu fammen gefetzte  Gröse 
auf  mehrfache  Weife  entstanden  fein,  und  könnte  daher  auch  lehr  wohl  mehr- 
fache Werte  haben:  jedenfalls  müsste  doch  erst  bewiefen  werden,  dass  alle  diefe 
Werte  gleich  find,  wenn  mau  wissenschaftlich  fein  und  Trugschlüsse  vermeiden 
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will  Die  gegebene  Erklärung  ist  alfo  die  allein  mögliche,  wenn  man  streng 
wissenschaftlich  fein  will. 

Es  ist  diefe  strenge  Form  der  Erklärung  zuerst  1847  von  den  Gebrüdern 
Grassmann  bei  ihrer  gemeinfamen  Arbeit  in  der  Arithmetik  eingeführt  worden. 
Sie  erkannten  bereits  damals,  dass  bei  allen  Grösen,  welche  aus  mehren  Ein- 
fachen zufammengefetzt  Und,  genau  die  Reihenfolge  der  Knüpfung  bestimmt 
werden  müsse,  in  welcher  die  Einfachen  verbunden  werden  Tollen.  Eine  ver- 
schiedene Art  der  Knüpfung  kann  auch  einen  verschiedenen  Wert  der  geknüpften 
Grösen  erzeugen,  fo  z.  B.  ist  für  Geänder  (Variationen)  ab  %  ba,  fo  ist  für  Höhen 

(Potenzen)  a  £  a^  K  Die  Gebrüder  Grassmann  liesen  es  für  den  ersten  Unter- 
richt im  Rechnen  gelten,  wenn  der  Lehrer  fagt:  „Seht  Kinder,  es  giebt  ganz 
daafelbe.  ob  ich  fage  6  -\-  1  ist  7,  oder  4  -+-  3  ist  7,  die  Reihenfolge  im  Zufammen- 
zählen  ist  alfo  ganz  gleichgültig";  dagegen  erklärten  fie  es  für  schlechthin  un- 
wissenschaftlich, in  der  Wissenschaft  eine  folche  Annahme  zu  machen,  ohne  h*e 
zu  beweifen. 

Jede  einwertige  Gruse,  fo  schlössen  die  Gebrüder  Grassmann,  darf  nur  in 
einer  einzigen  bestimmten  Reihenfolge  durch  Knüpfung  der  Einfachen  erzeugt 
werden,  und  fie  fetzten  als  die  einfachste  Reihenfolge  der  Knüpfung  die  fort- 
schreitende Knüpfung  fest  bei  welcher  das  jedesmalige  Ergebniss  der  Knüpfung 
nur  mit  einem,  und  zwar  dem  nächstfolgenden  Einfachen  geknüpft  wird.  Sie 
gaben  demnach  auch  bereits  1847  und  demnächst  in  ihren  Werken  H.  Grassmann, 
Arithmetik  1861,  R.  Grassmann,  Formenlehre  1872,  der  auf  a  folgenden  Gröse 
die  Form  aoe  und  fo  fort  und  erklärten  jede  Gröse  aus  der  nächstvorhergehenden 
durch  Knüpfung  mit  einem  Einfachen.  Auch  Schroeder,  Lehrbuch  der  Arith- 
metik und  Algebra  für  Lehrer  und  Studirende»  Erster  Band  1872  ist,  ohne  damals 
diefe  Arbeiten  zu  kennen,  ganz  zu  derfelben  Erklärung  gekommen  und  erklärt 
jede  Zahl  durch  Zufügung  von  Eins  zu  der  nächstvorhergehenden. 

Auch  der  Beweis  für  die  fortschreitend  aus  Einfachen  erzeugten  Grösen 
und  für  ihre  Knüpfungen  muss,  dies  erkannten  die  Gebrüder  Grassmann  gleich- 
falls schon  damals,  wenn  er  streng  wissenschaftlich  fein  foll,  fortleitend  (von  a 
zu  aoe  vorgehend)  geführt  werden. 

Satz.      Bas  Gefammt  der  Einigung  zweier  einfachen  Grösen  a  31. 
und  b  ist  wieder  eine  einfache  Gröse,  d.  h.  eine  Gröse,  deren  Einfache 
(Elemente)  fortschreitend  geknüpft  find. 

Formelbeweis:  Nach  Einfachen  d.  h.  einfach  (elementar)  in  Bezug 
auf  b. 

1.  Der  Satz  gilt,  wenn  b  nur  ein  Einfaches  e  enthält,  denn  es  ist 
a,  alfo  auch  aoe  nach  8  eine  einfache  Gröse,  in  welcher  die 
Einfachen  fortschreitend  geknüpft  find. 

2.  Wenn  der  Satz  für  eine  Gröse  acb  gilt,  fo  dass  aob  eine  Gröse 
ist,  deren  Einfache  fortschreitend  geknüpft  find  (Annahme),  fo 
gilt  er  auch  für  die  Gröse  ao(boe),  wo  b  ein  Einfaches  e  mehr 
enthält,  fo  dass  auch  ao(boe)  wieder  eine  Gröse  ist,  in  welcher 

H»  OraMmann,  Zahlenlelirc.  2 
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die  Einfachen  fortschreitend  geknüpft  find  (Folgerung);  denn  es  ist 
ao(boe)  =  aoboe  (nach  30) 

d.  h.  da  aob  nach  der  Annahme  eine  Größe  ist,  deren  Einfache 
fortschreitend  geknüpft  find,  fo  ist  auch  aoboe,  alfo  auch  ao(boe) 
eine  Gröse,  deren  Einfache  fortschreitend  geknüpft  find. 
3.  Mithin  gilt  der  Satz  nach  24  allgemein  für  alle  Grösen  b. 

Der  fortleitende  und  namentlich  der  nach  Einfachen  (Elementen)  fortleitende  ! 
oder  elementare  Beweis  erscheint  zur  Zeit  Vielen,  welche  an  das  unwissen- 
schaftliche Geschwätz  gewöhnlicher  Bewerfe  in  der  Logik  und  Arithmetik  ge- 
wöhnt find,  ermüdend,  abschreckend  und  namentlich  für  Schulen  unpraktisch 
und  unpassend.  Diefe  werden  vorausfichtlick  auch  über  den  vorliegenden  streng 
wissenschaftlichen  Weg  die  Nafe  rümpfen  und  vornehm  aburteilen.  Diefen  daher 
noch  ein  Wort.  Ich  lege  diefen  Gegnern  des  fortleitenden  Beweifes  die  folgenden 
Fragen  vor: 

1.  Wollen  &e  mit  bereits  geknüpften  Grösen  anfangen,  ohne  die  Gefetze  der 
Knüpfung  zu  bestimmen  und  ohne  Einfache  oder  Elemente  zu  fetzen, 
welche  üe  knüpfen? 

Ich  für  meinen  Teil  halte  es  allein  für  wissenschaftlich  und  für  Schüler 
einfach  (elementar),  erst  nach  einander  eine  Reihe  ungeknüpfter  Einfacher  oder 
Elemente  zu  fetzen  und  diefe  demnächst  zu  andern  Grösen  nach  bestimmten 
Gefetzen  zu  knüpfen. 

2.  Wollen  fie  aus  den  Einfachen  alle  Grösen,  welche  lieh  aus  denfelbeo 
durch  Knüpfung  erzeugen  lassen,  gleichzeitig  ableiten,  ohne  allmählich 
von  der  jedesmal  erzeugten  Gröse  zu  der  nächstfolgenden  durch  Knüpfung 
eines  neuen  Einfachen  überzugehen? 

Ich  für  meinen  Teil  erzeuge  erst  allmählich  jede  folgende  Gröse  aus  der 
vorhergehenden  durch  Knüpfung  eines  neuen  Einfachen  oder  Elementes,  und 
jeder  Elementarlehrer  wird  mir  bestätigen,  dass  man  nur  auf  diefem  Wege  iu 
der  Zahlenlehre  die  Zahlen  erzeugen  könne.  Auch  die  Gegner  des  fortleitenden 
Weges  haben  fo  in  der  Kindheit  zählen  gelernt,  indem  iie  lernten:  Eins  und 
eins  ist  zwei;  zwei  und  eins  ist  drei;  drei  und  eins  ist  vier  u.  f.  w.  Der  fort- 
leitende (induktorische)  Weg  ist  alfo  bei  dem  Setzen  der  Einfachen  (der  Ele- 
mente) und  bei  der  fortschreitenden  Knüpfung  der  Einfachen  zu  Grösen  der 
gebotne,  allein  richtige  und  allein  einfache  (elementare). 

3.  Wollen  fie  bei  der  Knüpfung  mehrer  Grösen  fofort  beliebig  viele  und 
zwar  beliebig  zufammengefetzte  knüpfen,  oder  wollen  fie  erst  zwei  Grösen 
knüpfen  und  zwar  zunächst  fo,  dass  die  zweite  nur  zwei  Einfache  (Ele- 
mente), demnächst  dass  fie  drei  Einfache  und  fortschreitend  immer  ein 
Einfaches  mehr  enthält? 

Ich  für  meinen  Teil  wähle  wieder  den  letztern  Weg  als  den  allein  wissen- 
schaftlichen und  einfachen  (elementaren).  Nachdem  nämlich  die  Kinder  die 
Zahlen  erzeugt  haben,  fo  beginnt  nun  in  der  Schule  das  Zufügen  der  Zahlen 
oder  Addiren.  Der  Lehrer  zeigt  den  Kindern,  dass  statt  2  zuzufügen,  fie  erst 
eins  und  dann  noch  eins  zufügen  können  und  übt  dann  ein  „eins  und  zwei 
giebt  drei,   zwei  und  zwei  giebt  vier  u.  f.  w."    Ist  dies  bis  zu  voller  Sicherheil 
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eingeübt,  Co  zeigt  der  Lehrer,  dose  ßtatt  drei  zuzufügen,  man  zwei  und  eins  zu- 
fügen könne  und  übt  dann  das  Zufügen  von  drei  bis  zu  voller  Sicherheit  ein 
und  ebenfo  bei  jeder  folgenden  Zahl  zeigt  der  Lehrer,  dass  statt  die  folgende 
zuzufügen,  man  die  vorhergehende  und  eins  zufügen  könne  und  übt  jede  fol- 
gende Reihe,  ehe  er  weiter  fortschreitet,  bis  zu  voller  Sicherheit  ein. 

Es  giebt  alfo  nur  einen  einfachen  (elementaren)  Weg  des  Unterrichtes  in 
der  Formenlehre,  das  ist  der  fortleitende  (induktorische),  und  ebenfo  giebt  es 
nur  einen  wissenschaftlichen  Weg  der  Entwicklung  und  des  Beweifes  in  den 
Anfangsgründen  der  Grösenlehre,  das  ist  wiederum  der  fortleitende  (induk- 
toriache). 

Das  Werk  des  ausgezeichneten  Mathematikers  E.  Schroeder,  Lehrbuch  der 
Arithmetik  und  Algebra,  Leipzig  1872,  gehört  zu  den  besten  Werken  diefes 
Zweiges.  Er  hat  bereits  die  fortschreitende  Erklärung  der  Zahlen  a-f-1,  wo 
jede  folgende  von  allen  früheren  verschieden  ist,  dagegen  hat  er  nicht  den  fort- 
leitenden Beweis.  Wenn  der  Satz  für  a  gilt,  gilt  er  auch  für  a-[-l,  obwohl 
dies  der  einzig  wissenschaftliche  ist,  hier  kommen  wieder  Trugschlüsse,  oder 
es  werden  Yorausfetzungen  gemacht,  welche  bewiefen  werden  können.  Dagegen 
ist  das  Werk  von  H.  Grassmann,  Arithmetik,  Berlin  1861,  das  erste,  in  welchem 
einer  der  Zweige  der  Formenlehre  namentlich  die  Arithmetik  in  streng  wissen- 
schaftlicher Weife  dargestellt  ist. 

Satz.  ao(boc)  =  aobcc  oder  in  Worten  32. 

In  der  Einigung  dreier  Grösen  kann  man  die  Klammern  beliebig  weg- 
lassen oder  fetzen. 

Formelbeweis:  Nach  Einfachen,  d.  h.  einfach  (elementar)  in  Bezug 
auf  c. 

1.  Die  Gleichung  gilt,  wenn  c  nur  ein  Einfaches  enthält  (nach  30) 

2.  Wenn  die  Gleichung  für  eine  Gröse  c  gilt  (Annahme),  fo  gilt 
fie  auch  für  die  Größe  coe,  welche  ein  Einfaches  mehr  enthält 
(Folgerung);  denn 

ao[bo(coe)]  =  aofbocoe]  (nach  30) 

=  ao(boc)oe  (nach  30) 

=  aobocoe  (nach  Annahme) 

=  aobo(coe)  (nach  30) 

3.  Alfo  gilt  der  Satz  nach  24  auch  allgemein  für  alle  Grösen. 
Beweis   in   Worten:    Wenn   man    nach   Satz   31    in   der   dritten 

Größe  c  alle  Klammern  herstellt  und  die  Einfachen  nach  30  rück- 
schreitend aus  der  Klammer  entfernt,  fo  kann  man  die  fömmtlichen 
Einfachen  von  c  aus  der  Klammer  entfernen  und  die  Klammer  alfo 
weglassen. 

Satz.    Gefetz  der  Einigung  oder  Klammergefetz.  33. 

In  jeder  Xnüpfung  beliebiger  Grösen,  für  welche  Einigung  gilt, 
kann  man  jede  Knttpfklammer  diefer  Knttpfting  beliebig  weglassen 

2* 
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oder  fetzen,  und  das  Oefiunmt  der  Knüpfung  ist  eine  Gröse,  deren 
Einfache  (Elemente)  fortschreitend  geknüpft  find. 

Beweis  in  Formeln,  fortleitend  (induktorisch)  in  Bezug  auf  (Tbl. 

Es    fei   gegeben   ao((?  b*)  =  ao(biob2-  •  -obn),     zu  beweifen   ist 

ao(bioba  •  •  •  obn)  =  aobioba  •  •  •  obn. 

1.  Die  Gleichung  gilt,   wenn  Gfbt   nur   zwei  Größen  biob2  enthalt 

(nach  32). 

2.  Wenn  die  Gleichung  für  irgend  ein  Gefammt  (?  b*  gilt  (Annahme), 

fo  gilt  fie  auch  für  das  Gefammt  G°  b*,  welches  eine  Gröse  btt+i 

l,n+l 

mehr  enthält  (Folgerung),  .denn 

ao(GBbb)  =  ao(GttbBobn4-1)  (nach  14) 

=  (ao  GbOobÄ+i  (nach  32) 

3.  Mithin  gilt  die  Gleichung  nach  23  allgemein. 

Beweis  in  Worten:  Man  stelle  zunächst  alle  Klammern  wieder 
her.  Dann  find  in  jeder  Klammer  nach  7  nur  zwei  Grösen  enthalten, 
und  ist  das  Gefammt  der  Klammer  nur  mit  einer  dritten  Gröse  auser 
der  Klammer  zu  knüpfen.  Man  kann  alfo  nach  32  jedesmal  die 
äuserste  Klammer  weglassen,  und  fo  nach  der  Reihe  fömmtliehe 
Klammern  weglassen,  die  Formel  wird  dabei  eine  Gröse,  in  welcher 
alle  Einfache  fortschreitend  geknüpft  find. 
34.  Satz.     In  jeder  Knüpfung  von  Grösen,  für  welche  Einigung  gilt, 

kann  man  statt  der  Einfachen  (Elemente)  auch  beliebige  ans  diefen 
ersengte  Grösen,  welche  ungleich  der  nichtigen  Gröse  diefer  Knttpfung 
find,  als  Einfache  (Elemente)  fetzen  und  daraus  neue  Grösen  ableiten, 
und  gelten  auch  für  diefe  alle  Gefetze  der  Einigung. 

Beweis:  Die  Grundformel  der  Einigung  ist  ao(boe)  =  aoboe, 
aus  diefer  find  alle  Gefetze  der  Einigung  abgeleitet.  Diefe  Formel 
gilt  aber  nach  32  auch,  wenn  wir  statt  des  Einfachen  e  eine  beliebige 
Gröse  c  einfuhren  u.  f.  w. 

Das  Gefetz  der  Einigung  der  Grösen  findet  in  den  Zweigen  der  Denklehre 
oder  Grösenlehre,  wie  der  Formenlehre  nnd  der  logischen  Wissenschaften  eine 
überaus  reiche  Anwendung.  In  der  Grösenlehre  wird  es  bei  der  Addition,  bei 
der  Multiplikation  und  auch  bei  der  Potenzirung  angewandt.  In  der  Zahlenlehre 
wird  es  bei  der  Addition  und  bei  der  Subtraktion,  bei  der  Multiplikation  und 
bei  der  Divifion,  bei  der  Potenzirung  ff.  angewandt.  In  der  Logik  wird  es  bei 
der  Addition  und  Multiplikation ,  in  der  Bindelehre  wird  es  bei  der  Addition 
und  bei  der  Multiplikation,  und  zwar  bei  den  Kombinationen,  wie  Variationen 
und  ferner  bei  den  Potenzen  gebraucht.    Es  wäre  wenig  wissenschaftlich,  wollte 
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man  dasfelbe  Gefetz  18  bis  20  mal  an  verschiedenen  Stellen  ableiten  und  be- 
weifen,  statt  es  einmal  in  der  Grösenlehre  abzuleiten  und  dann  nur  anzuwenden. 
Ganz  unwissenschaftlich  aber  ist  es,  wenn  man  es  gar  nicht  ableitet,  fondern 
ohne  Ableitung  und  ohne  Beweis  als  felbstverständlich  vorausfetzt,  oder  auch 
statt  des  Beweifes  einige  nichts  beweifende  Phrafen  giebt,  hinter  denen  man 
Unwissenschaftlichkeit  verstecken  will,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht.  Für  die 
Einübung  empfiehlt  es  /ich.  dies  Gefetz  für  verschiedene  Knüpmngszeichen,  z.  B. 
a  +  (b  +  c)=:a-|-b-}-c  und  a(bc)  =  abc  zu  beweifen  und  an  Zahlenbeispielen 
'  zu  erläutern,  z.  B.  dass  8  +  (3  + 10)  =  (8  +  3)  + 10,  dass  4.(5-7)  =  (4-5).7  ist. 
Es  wird  dadurch  das  Gefetz  anschaulich  und  tritt  lebendiger  ins  Bewusstfein. 
8ehr  zweckmftsig  ist   es.    bei    Geübteren   die   Grenzen   diefes  Gefetzes   aufzu- 

stellen,  dass  z.  B.  in  der  Zahlenlehre  zwar  a^   *c'==(a  )c  gilt,  dass  aber  nicht 

(a  )  =  a^  '  ist  Ein  Beispiel  für  Einigung  ohne  Vertauschung  bieten  uns  die 
Geänder  oder  Variationen  in  der  Bindelehre  (Kombinationslehre)',  denn  bei  den 
Geändern  ist  a(bc)  =  abc,  aber  nicht  ab  =  ba*,  es  gilt  alfo  Einigung  ohne  Ver- 
tauschung. 

c.     Die  Vertauschung  der  Grösen. 

Erklärung.      Die    Vertauschnng    (die    mutatio)    heilt    eine  35. 
Xnupfung   von   Grösen,    fofern   außer   der  Einigung   auch    die  Ver- 
tuschung zweier  Einfachen  (Elemente)  gilt. 

Grundformel  der  Vertauschung.         e^e*  =  ejoet  36. 

Zwei  Einfache  (Elemente)  kann  man,  wenn  Vertauschnng  gilt,  mit 
einander  vertauschen. 

Für  die  Vertauschung  der  Grösen  muss  zunächst  bemerkt  werden, 
da«  Vertauschung  ohne  Einigung  nichts  Neues  giebt.  Sollte  z.  B.  die  Vertäu- 
schung  zweier  Einfachen  eioa2  =  eaoei  gelten,  aber  nicht  Einigung:  fo  könnte 
man  in  ejo^oea,  wohl  eioej  vertauschen,  aber  nicht  e^oe^  denn  stellt  man  die 
Klammern  her,  fo  ist  ejoe^oe^  =  (e1oeQ)oe3,  alfo  wird  e^  und  e^  durch  eine 
Klammer  getrennt  und  kann,  fofern  nicht  Einigung  gilt,  auch  nicht  vertauscht 
werden,  gilt  dagegen  Einigung,  fo  kann  man  die  Klammern  beliebig  fetzen,  alfo 
ist  dann  6j  0^063  =  et  0(^0  es).  Hier  kann  man  e,  und  e3  vertauschen  und  er- 
hält alfo  et  o  (ea  o  ea)  =  et  o  es  o  e^.  Die  Erklärung  der  Vertauschung  wird  alfo  die 
fein  müssen,  dass  nicht  nur  Einigung,  fondern  auch  auserdem  die  Vertauschung 
zweier  benachbarter  Einfacher  (Elemente)  gilt.  Bewiefen  wird  dann  das  Gefetz 
der  Vertauschung,  dass  man  die  Klammer  beliebig  fetzen  und  weglassen  und 
die  Ordnung  der  Grösen  beliebig  ändern  kann  ohne  Aendrung  des  Werts  des 
Ergebnisses. 

Lehrfatz.    Gefetz  der  Vertauschnng.  37. 

In  jeder  Knüpfung  beliebiger  Grösen,  für  welche  Vertauschnng 
gilt,  kann  man  die  Klammern  beliebig  fetzen  oder  weglassen  und  die 
Ordnung  der  zu  verknüpfenden  Grösen  beliebig  ändern,  ohne  dass  Ach 
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der  Wert  des  Gerammtes  ändert,  und  das  Gefammt  der  Kntipfong  ist 
eine  Größe,   deren  Einfache  (Elemente)  fortschreitend  verknüpft  find. 
Beweis  in  Formeln :  Der  Formelbeweis  zerfällt  in  drei  Teile,  man 
mues  nämlich  beweifen, 

a.  dass  man  eine  Gröse  und  ein  Einfaches  vertauschen  kann,  oder 
da8ß  aoe  =  eoa, 

b.  dass  man  zwei  Größen  unter  einander  vertauschen  kann,  oder 
dass  aob  =  boa  und 

c.  dass  bei  mehren  Grösen  jede  Gröse  eine  beliebige  Stelle  erhalten 
kann,  oder  dase  aobocod  =  aodocob. 

a.  Beweis  nach  Einfachen,  d.  h.  einfach  (elementar)  in  Bezug 
auf  a. 

1.  Die  Gleichung  aoei  =ejoa  gilt,  wenn  a  nur  ein  Einfaches  e^  ent- 
hält, denn  e^oet  =  etoe2  (nach  36). 

2.  Wenn  die  Gleichung  für  eine  beliebige  Gröse  a  gilt  (Annahme), 
fo  gilt  fie  auch  für  die  Gröse  aoe2,  welche  ein  Einfaches  e^  mehr 
enthält  (Folgerung);  denn 

(aoe^oet  =  aofooei)  (nach  30) 

=  ao(eioe2)  (nach  36) 

=  (aoei)oe5  (nach  30) 

=  (eioa)oe2  (nach  Annahme) 

=  etofcoej)  (nach  30) 

3.  Alfo  gilt  die  Gleichung  nach  24  allgemein. 

b.  Beweis  nach  Einfachen,  d.  h.  einfach  (elementar)  in  Bezug 
auf  b. 

1.  Die  Gleichung  aob  =  boa  gilt,  wenn  b  nur  ein  Einfaches  e  ent- 
hält (nach  37a). 

2.  Wenn  die  Gleichung  für  eine  beliebige  Gröse  b  gilt  (Annahme), 
fo  gilt  lie  auch  für  jede  Gröse  boe,  welche  ein  Einfaches  mehr 
enthält  (Folgerung);  denn 

ao(boe)  =  (aob)oe  (nach  30) 

=  (boa)oe  (nach  Annahme) 

=  bo(aoe)  (nach  30) 

=  bo(eoa)  (nach  37a) 

=  (boe)oa  (nach  32) 

3.  Alfo  gilt  der  Satz  nach  24  allgemein. 

c.  Da  Einigung  gilt,  fo  kann  man  die  Grösen  zwischen  der  zu 
verfetzenden  Gröse  d  und  der  Stelle,  wohin  fie  verfetzt  werden  foll, 
in  eine  Klammer  schliesen,  dann  ist 
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acbcecd  =  ao[(boc)od]  (nach  33) 

=  ao[(cob)od]  (nach  37b) 

=  ac[do(cob)]  (nach  37b) 

=  aodocob  (nach  33) 

Beweis  in  Worten:  a.  Da  Vertausehung  gilt,  fo  gilt  nach  35  auch 
Einigung,  alfo  kann  man  nach  34  auch  die  Klammern  beliebig  fetzen 
oder  weglassen,  ohne  dass  (ich  der  Wert  des  Gefammtes  ändert. 

b.  Man  kann  aber  auch  jedes  Einfache  in  jede  beliebige  Stelle 
bringen.  Denn  nach  dem  Gefetze  der  Einigung  (33)  kann  man  ein 
beliebiges  Einfaches  mit  feinem  benachbarten,  z.  B.  dem  vorhergehenden, 
in  eine  Klammer  schliesen,  dann  die  Einfachen  (nach  36)  vertauschen 
und  demnächst  die  Klammer  wieder  löfen.  Auf  gleiche  Weife  kann 
man  dasfelbe  Einfache  wieder  mit  dem  nunmehr  benachbarten,  z.  B. 
vorhergehenden,  in  eine  Klammer  schliesen,  wieder  die  Einfachen  ver- 
tauschen und  dann  die  Klammer  löfen  und  fofort.  Man  kann  alfo 
jedes  beliebige  Einfache  in  jede  beliebige  vorhergehende  oder  nach- 
folgende Stelle  bringen  ohne  Aendrung  des  Wertes. 

e.  Ebenfo  kann  man  jede  Gröse  in  jede  beliebige  Stelle  bringen, 
indem  man  nach  der  Reihe  jedes  Einfache  der  Gröse  ohne  Aendrung 
des  Wertes  an  jene  Stelle  bringt.  Mithin  kann  man  die  Ordnung  der 
zu  knüpfenden  Grösen  beliebig  ändern,  ohne  dass  fieh  der  Wert  des 
Gefammtes  ändert.  Das  Gefammt  ist  nach  34  wieder  eine  Gröse,  deren 
Einfache  fortschreitend  geknüpft  find. 

Satz.  In  jeder  Knttpfhng  von  Größen,  für  welche  Vertausehung  38. 
gilt,  kann  man  statt  der  Einfachen  (der  Elemente)  auch  beliebige, 
au  diefen  erzengte  Größen,  welche  ungleich  der  nichtigen  Gröse 
diefer  Knüpfang  find,  als  Einfache  (Elemente)  fetzen  und  daraus  nene 
Größen  ableiten,  und  gelten  auch  für  diefe  alle  Gefetze  der  Ver- 
taufdrang. 

Beweis:  Die  Gefetze  der  Vertauschung  find  fämmtlich  aus  den 
beiden  Grundformeln  ao(boe)  =  aoboe  und  eioe»  =  e^oe,  abgeleitet, 
diefe  gelten  aber  nach  37  auch  für  beliebige  Grösen,  alfo  u.  f.  w. 

Aach  der  Beweis  für  das  Gefetz  der  Vertausehung  kann  felbstredend,  wenn 
er  streng  wissenschaftlich  fein  foll,  wieder  nur  fortleitend  nach  Einfachen  oder 
Elementen,  d.  h.  elementar  geführt  werden. 

Das  Gefetz  der  Vertauschung  der  Grösen  findet  wieder  in  den  Zweigen  der 
Grösenlehre,  wie  der  Formenlehre  und  der  Denklehre  eine  überaus  reiche  An- 
wendung. In  der  Grösenlehre  wird  es  bei  der  Addition,  bei  der  Multiplikation 
und  bei  der  Potenzirung  angewandt.    In  der  Zahlenlehre  wird  es  bei  der  Addition 
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und  Subtraktion,  Multiplikation  und  Divifion,  Potenzirung  ff.  gebraucht.  In  der 
Logik  wird  es  bei  der  Addition  und  Multiplikation,  in  der  Bindelehre  bei  der 
Addition,  der  Multiplikation  und  Potenzirung  der  Kombinationen  gebraucht.  Es 
wäre  wenig  wissenschaftlich,  wollte  man  auch  hier  den  Beweis  12  bis  20  mal 
wiederholen  oder  gar  ihn  überschlagen  und  durch  unwissenschaftliche  bemän- 
telnde Phrafen  erfetzen,  wie  dies  meistenteils  geschieht.  Die  strenge  Wissen- 
schaft fordert  den  Beweis  hier  an  diefer  Stelle  vor  den  einzelnen  Zweigen  und 
findet  die  Darstellung  hierin  ihre  Begründung  und  Rechtfertigung.  Für  die 
Einübung  empfiehlt  es  fich,  dies  Gefetz  wieder  für  verschiedene  Knüpfungs- 
zeichen,  z.  B.  a -[- b  =  b -|- &^  ab  =  ba  zu  be weifen  und  an  Zahlenbeispielen  zu 
erläutern,  alfo  dass  7+9  =  9  +  7,  dass  7.9  =  9-7  ist.  Es  wird  dadurch  das 
Gefetz  anschaulich   und  tritt  lebendiger  ins  Bewusstfein.     Für  die  Geübteren 

empfiehlt  es  lieh,  die  Formeln  (a-b)c  =  (b-a)c,  ab  +  c  =  ac  +  b, (ab)  =  (ac) 
zu  üben  und  nachzuweifen,  dass  nicht  ab  —  ba  ist. 

3.    Die  beiden  Gattungen  der  Knüpfung  und  der  Zerlegung. 

Bei  der  Knüpfung  giebt  es  nun  zwei  grose  Gattungen  mit  überaus  ab- 
weichenden Gefetzen,  fie  unterscheiden  lieh  dadurch,  dass  bei  der  einen  das 
Gefammt  wieder  in  feine  geknüpften  Grösen  zerlegt  oder  getrennt  werden  kann, 
und  die  durch  diefe  Trennung  erzeugte  Gröse  nur  einen  und  nicht  mehre  Werte 
hat,  dass  bei  der  andern  dagegen  es  mehre  Grösen  giebt,  welche  der  Löfung 
der  Knüpfung  entsprechen,  ja  dass  es  wohl  felbst  ein  ganzes  Gebiet  fo Icher 
Grösen  giebt.  Wir  nennen  die  erstre  Gattung  die  trennbare  Knüpfung., 
die  zweite  die  untrennbare  Knüpfung.  Die  beiden  Gattungen  der  Knüpfung 
find  es,  welche  das  Denken  des  Menschen  mannigfach  und  reich  gestalten. 

Der  ersten  diefer  beiden  Gattungen  der  trennbaren  Knüpfung  entspricht 
die  Trennung,  wo  die  übrig  bleibende  Gröse  nur  einen  Wert  hat.  Der  mir 
trennbaren  Knüpf ung  entspricht  die  Löfung,  wo  die  übrig  bleibende  Gröse 
mehre  Werte  hat. 

Beiden  Gattungen  der  Knüpfung  find  gemein fam  einerfeits  die  nicht 
ändernde  Gröse  einer  Knüpfung,  welche  mit  jeder  Gröse  in  diefer  Knüpfung 
geknüpft  werden  kann,  ohne  den  Wert  derfelben  zu  ändern.  Als  Beispiele 
haben  wir  für  diefelbe  bei  der  Addition  die  NuU,  denn  a  +  0  =  a,  bei  der 
Multiplikation  die  Eins,  denn  a«l  =  a  und  bei  dem  Exponenten  auch  die  1, 
denn  a1  =  a. 

Andrerfeits  find  beiden  Gattungen  gemeinfam  die  unveränderliche 
Gröse  einer  Knüpf  ung,  welche  mit  jeder  Gröse  in  diefer  Knüpfung  geknüpft 
werden  kann,  ohne  dass  fich  ihr  Wert  ändert.  Als  Beispiele  haben  wir  für 
diefelbe  bei  der  Multiplikation  die  Null,  denn  0»a  =  0,  bei  der  Bafe  die  Eins, 
denn  1»  =  1. 

Wir  werden  zuerst  diefe  beiden  Grösen  behandeln  und  dann  zu  den  beiden 
Gattungen  der  Knüpfung  und  zu  den  beiden  Gattungen  der  Zerlegung  übergehen. 

39.  Erklärung.    Die  nicht  ändernde  Gröse  einer  Kntpfung 

heut  die  Gröse,  welche  mit  jeder  Gröse  a  durch  diefe  Knüpfong  ver- 


25  Grösenlehre.  40  —  44. 

fanden  werden  kann,  ohne  dass  der  Wert  (tiefer  Gröse  a  geändert 
wird. 

Bas  Zeichen  der  nicht  ändernden  Gröse  ftr  die  allgemeine 
Kntipfung  ist  ju,  gelefen  my. 

Es  ist  höchst  wichtig,  dass  man  lieh  für  jede  Knüpfung  die  nicht 
ändernde  Gröse  merke.  Für  die  Addition  oder  Fügung  ist  0  die  nicht 
ändernde  Gröse,  denn  für  jede  Gröse  a  ist  a-|-0-  -a-,  für  die  Multiplikation  ist 
1  die  nicht  ändernde  Gröse.  denn  für  jede  Gröse  a  ist  a-1  — a,  für  das  Poten- 
riren  ist  im  Exponenten  die  1  die  nicht  ändernde  Gröse  \  denn  für  jede  Gröse 
a  ist  a1  =  a. 

Satz.  acjtt  =  a  /loa  =  a  40. 

Die  nicht  ändernde  Gröse  einer  Kntipfung  mit  jeder  beliebigen  Gröse  a 
in  diefer  Knüpfung  geknüpft,  ändert  diefe  Gröse  a  nicht. 

Unmittelbar  aus  der  Erklärung  39. 

Erklärung.     Die  unveränderliche  Gröse  einer  Knüpfung  41. 
heist  die  Gröse,  welche  mit  jeder  Gröse  a  durch  diefe  Kntipfung  ver- 
bunden werden  kann,  ohne  dass  ihr  eigner  Wert  verändert  wird. 

Das  Zeichen  der  unveränderlichen  Gröse  für  die  allgemeine 
Knüpfung  ist  v,  gelefen  ypsilön. 

Es  ist  auch  hier  wieder  höchst  wichtig,  dass  man  für  jede  Knüpfung  die 
unveränderliche  Gröse  merke.  Für  die  Addition  ist  Unendlich  oder oo die 
unveränderliche,  denn  für  jede  Gröse  a  ist  oo  +  a  =  co ;  für  die  Multiplikation 
ist  0  die  unveränderliche,  denn  es  ist  0-a  =  0;  für  die  Potenzirung  ist  1  in  der 
Bafe  die  unveränderliche,  denn  es  ist  la  —  1,  auserdem  ist  für  pofitiven  Expo- 
nenten auch  0  in  der  Bafe  eine  unveränderliche,  denn  dann  ist  0a  =  0. 

Satz.  slov  =  v  voq,  =  v  42. 

Die  unveränderliche  Gröse  einer  Knüpfung  bleibt  auch,  wenn  man 
eine  beliebige  Gröse  a  in  diefer  Kntipfung  mit  ihr  knüpft,  ganz  un- 
verändert. 

Unmittelbar  aus  der  Erklärung  41. 

Erklärung.    Bei   der  Knüpfung  unterscheiden  wir  zwei   Gat-  43. 
tungen:  eine  trennbare  und  eine  untrennbare. 

Man  kann  darüber,  ob  die  beiden  Gattungen  der  Knüpfung  in  die  Grösen- 
lehre gehören,  verschiedener  Anficht  fein.  Ich  felbst  habe  in  meiner  Grösen- 
lehre von  1872  die  Betrachtung  der  beiden  Gattungen  von  der  Grösenlehre 
ausgeschlossen.  Als  ich  jedoch  die  Bearbeitung  der  zeichnenden  Raumlehre 
vornahm,  welche  eine  Anwendung  der  Grösenlehre  auf  den  Raum  darstellt,  er- 
kannte ich,  dass  die  Unterscheidung  der  beiden  Gattungen  der  Knüpfung  bereits 
in  der  Grösenlehre  vorgenommen  werden  muss,  und  erweiterte  demnach  die 
Gröaenlehre  zunächst  nach  diefer  Richtung. 

Erklärung.    Die  Zerlegung  der  Knüpfung  heist  die  Verbindung  44. 


44.  Zahlenlehre.  26 

zweier  Grösen,  durch  welche  das  geknüpfte  Gefammt  wieder  in  feine 
geknüpften  Grösen  zerlegt  wird. 

Es  giebt  zwei  Gattungen  von  Zerlegung  der  Knüpfung:  die 
Trennung  und  die  Löfung,  erstre  entspricht  der  trennbaren,  letztre 
der  untrennbaren  Knüpfung. 

Jeder  Gattung  und  Art  der  Knüpfung  entspricht  auch  eine  Gattung  und 
Art  der  Zerlegung.  Wenn  zwei  oder  mehre  Grösen  zu  einem  Gefammte  geknüpft 
lind,  fo  kann  man  diefe  Knüpfung  wieder  zerlegen,  indem  man  von  dem  Gefammte 
die  eine  Gröse  wieder  wegnimmt.  In  diefem  Falle  ist  alfo  das  Gefammt  und 
eine  wegzunehmende  Gröse  gegeben  und  wird  die  dann  übrig  bleibende  Gröse 
geflieht. 

Sei  z.  B.  7 -(-8— 15  die  Knüpfung,  fo  ist  15  —  8  =  7  die  Zerlegung,  fei 
3  »5  ■=  15  die  Knüpfung,  fo  ist  15  :  5  =  3  die  Zerlegung,  fei  43  =  64:  die  Knüpfung. 
fo  ist  64*  =  4  die  Zerlegung. 

Bei  der  Zerlegung  ist  nun  aber  grose  Vorficht  geboten,  wenn  noch  ferner 
die  Gefetze  der  Grösenlehre  gelten  follen.  In  der  Grösenlehre  darf  nämlich,  wie 
wir  oben  feststellten,  jede  Grose  nur  einen  und  nicht  mehre  Werte  haben,  be- 
achtet man  dies  nicht,  fo  gerät  man  in  die  bedenklichsten  Trugschlüsse.  Dies 
mussten  wir  schon  bei  der  Erklärung  der  Knüpfung  ins  Auge  fassen.  Wir  er- 
klärten daher  die  Knüpfung  fo:  Die  Knüpfung  von  Grösen  heist  jede  Zufammen- 
stellung  oder  Verbindung  von  Grösen,  welche  dem  Geiste  des  Menschen  möglich 
ist,  fofern  das  Ergebniss  nur  einen- und  nicht  mehre  Werte  hat. 

Ganz  entsprechend  werden  wir  nun  auch  bei  der  Zerlegung  verfahren 
müssen.  Wir  nennen  die  Zerlegung  eine  Trennung,  wenn  es  nur  eine  Gröse  a 
giebt,  welche  mit  derfelben  Gröse  b  geknüpft,  das  Gefammt  c  liefert.  Nimmt 
man  dann  b  aus  c  fort,  oder  trennt  man  b  von  c,  fo  bleibt  nur  eine  Gröse  a 
übrig;  das  Ergebniss  der  Trennung  hat  dann  nur  einen  und  nicht  mehre  Werte 
und  gelten  dann  für  die  Trennung  alle  Gefetze  der  Knüpfung.  Namentlich  ist 
dann  (aob)^b  =  a.    Diefe  Trennung  entspricht  der  trennbaren  Knüpfung. 

Wenn  es  dagegen  zwei  oder  mehre  Grösen  a^—an  giebt,  welche  mit  b 
geknüpft,  das  Gefammt  c  geben,  fo  bleiben,  wenn  man  b  wieder  aus  c  fortnimmt 
oder  wenn  man  c  =  aob  zerlegt,  n  Grösen  a,---an  übrig,  von  denen  jede  der 
Forderung  genügt,  fei  nun  *s  das  Zeichen  diefer  Gattung  der  Zerlegung,  fo  hat 
c^b  alfo  n  verschiedene  Werte  und  darf  dann  nicht  mehr  a  =  (aob)  ^  b  gefetzt 
werden,  fondern  (aob)^b  hat  dann  n  Werte  ai-**an  und  wollte  man  alfoa  = 
(aob)  +r  b  fetzen,  fo  würde  es  gleich  aA  •  •  .an  fein  und  alfo  nicht  mehr  eine  Gröse 
fein,  da  diefe  nur  einen  und  nicht  mehre  Werte  hat  bez.  haben  darf.  Tut  man  es 
dennoch,  fo  kommt  man  in  die  gröbsten  Trugschlüsse.  So  ist  in  der  Logik  für 
jede  Gröse  a  stets  a  +  a  =  a,  alfo  darf  man  in  der  Logik  nicht  a  —  a  =  0  ein- 
führen, da  man  fönst  zu  groben  Trugschlüssen  gelangt',  es  ergiebt  fich  dann 
beispielsweife,  da  auch  Einigung  gilt,  a  —  a-|-0  =  a-|-(a  —  a)=ra-(-a  —  a  = 
a  —  a  =  0,  d.  h.  jede  Gröse  der  Logik  gleich  Null*,  ebenfo  darf  man  in  der  Logik, 
da  in  derfelben  für  jede  Gröse  a  auch  a»a  =  a  ist,  nicht  a:a  =  l  einführen,  da 
man  hier  wieder  zu  Trugschlüssen  gelangt',  es  ergiebt  fich  dann  beispielsweife, 
da  auch  wieder  Einigung  gilt,  a  =  a-1  —  a«(a :  a)  —  a-a :  a  =  a :  a  =  1,  d.  h. 
jede  Gröse  der  Logik  gleich  Eins. 
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So  ist  in  der  Zahlenlehre  a«0  =  0,  alfo  darf  man  in  der  Zahlenlehre  nicht 
1  =  0:0  einfuhren,  denn  es  ist  dann  a  =  a-1  =  a-(ü : 0)  =  (a-0) :  0  =  0 : 0  =  1. 
alfo  jede  Zahl  gleich  eins. 

So  ist  in  der  Zahlenlehre  (+  a)2  =  ( —  a)a  =  a3,  alfo  darf  man  hier  nicht 

die  zweite   yo?  als  Gröse  fetzen;  denn  es  wäre  dann+a  —  y&2  — —  a. 

Es  werden  diefe  Beispiele  hinreichen,  um  zu  zeigen,  dass  man,  wenn  es 
bei  der  Zerlegung  der  Knüpfung  mehre  Grösen  giebt,  welche  der  Zerlegungs- 
aufgabe geniigen,  die  übrig  bleibenden  Grösen  nicht  einander  gleich  fetzen  darf. 
In  diefem  Falle  ist  es  aber  wünschenswert,  dass  festgestellt  werde,  welche  Grösen 
der  Aufgabe  genügen,  und  dass  diefe  Feststellung  ein  einfaches  Zeichen  habe. 
Ich  führe  dafür  das  Zeichen  s  ein,    gelefen  entsprechend  gleich,    es  ist  alfo 

raaS+a.     Die  Zerlegung  nenne  ich  in  diefem  Falle  eine  Löfung,  das  Er- 
gebniss  das  Gelöfe. 

Die  ersten,  welche  eine  streng  wissenschaftliche  Unterfuchung  über  die 
möglichen  Zerlegungen  in  den  einzelnen  Ordnungen  der  Arithmetik  und  der 
Aiisdehnungslehre  vorgenommen  haben,  find  meines  Wissens  die  Gebrüder  Grass- 
mann gewefen.  Diefelben  haben  bereits  1847  die  Gefetze  ganz  in  der  Form 
dargestellt,  wie  fie  in  H.  Grassmann.  Arithmetik,  Berlin  1861,  erschienen  find. 
Hier  ist  zuerst  in  der  Wissenschaft  bei  jeder  Art  der  Trennung  zunächst  der 
Beweis  geführt,  dass  es  nur  eine  Gröse  giebt,  welche  der  Aufgabe  genügt,  und 
ist  zuerst  bewiefen,  dass  man  nie  durch  Null  teilen  darf. 

In  R.  Grassmann,  Formenlehre,  Stettin  1872,  ist  ferner  die  Subtraktion  und 
die  Divifion  für  die  Logik  und  für  die  Kombinationslehre  verworfen,  welche 
von  andern  Gelehrten  auch  noch  nach  1872  angewandt  ist,  ohne  dass  diefe  Ge- 
lehrten die  Trugschlüsse  bemerkt  haben,  denen  iie  dadurch  verfallen  find  und 
dass  hienach  alle  Grösen  der  Logik  einerfeits  gleich  Null  und  andrerfeits  gleich 
Eins  fein  müssen,  dass  alfo  dann  kein  Gefetz  der  Logik  gilt. 

A.    Die  trennbare  Knüpfung  und  die  Trennung  der  Grösen. 

Erklärung.     Die  trennbare  Knüpfung  der  Grösen  heist  die  45. 
Knüpfong,  wenn  es  nur  eine  Gröse  a  giebt,  welche  mit  der  gegebenen 
Gröse  b  durch  diefe  Knüpfung  verbunden  dasfelbe  Geflammt  aob,  bez. 
dasfelbe  Gelammt  boa  giebt,   fofern  die   gegebene  Gröse  b  ungleich 
der  unveränderlichen  Gröse  diefer  Knüpfung  ist. 

Man  nennt  die  unveränderliche  Gröse  der  Knüpfung  daher  auch 
die  untrennbare  Gröse  der  Knüpfung,  die  andern  Grösen  heisen 
bei  der  trennbaren  Knüpfung  trennbare  Grösen. 

Es  ist  die  Bedingung,  dass  die  gegebene  Gröse  b  ungleich  der  unver- 
änderlichen Gröse  der  Knüpfung  fein  müsse,  eine  ganz  notwendige;  denn  nach 
42ist»oa  =  r  =  i;oc,  woa  und  c  ganz  beliebige  Grösen  fein  können.  Würde 
man  hier  alfo  auch  die  Trennung  zulassen,  fo  würde  folgen  a  =  c,  d.  h.  jede 
teliebige  Gröse  jeder  andern  beliebigen  Gröse  gleich. 
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Bei  der  Addition  ist  die  unendliche  Gröse  co  die  unveränderliche,  hier  ist 
alfo  co  +  *  =  c>c  =*  co  -f-  c,  bei  der  Multiplikation  ist  Null  die  unveränderliche, 
hier  ist  alfo  0.a  =  0  =  0-b,  in  der  Bafe  ist  die  Eins  die  unveränderliche,  hier 
ist  1*  =  1  rrr  lb.  ebenfo  ist  im  Exponenten  die  Null  die  unveränderliche,  denn 

es  ist  a°  —  1°  =-  b°. 

46-  Satz.    Bei  trennbarer  Knüpfung  ist, 

wenn  ach  =  aoc  oder  wenn  boa  —  cca,  wo  a^  (Annahme) 
auch  b  =  c  (Folgerung)  oder 

Je  zwei  Grösen  (b  und  c),  welche  mit  derfelben  Gröse  a  durch  trenn- 
bare Knüpfung  verbanden  gleiche  Gefammte  liefern,  find  einander 
gleich,  fofern  die  Größe  a  der  unveränderlichen  Gröse  der  Knüpfung 
ungleich  ist. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  45. 

47.  Erklärung.  Die  Trennung  (die  seoretio)  zweier  Grösen  heizt 
die  Verbindung  zweier  Grösen,  wenn  zu  dem  gegebenen  GeAunmte  a 
und  einer  gegebenen  trennbaren  Gröse  b  (d.  h.  einer  Gröse,  welche 
ungleich  der  unveränderlichen  Gröse  diefer  Knüpfung  ist)  die  andre 
Gröse  c  gefacht  wird,  welche  mit  der  gegebenen  Gröse  b  in  ent- 
sprechender Weife  geknüpft,  das  Geflammt  a  giebt  und  es  zugleich 
nur  eine  Gröse  o  giebt,  welche  mit  b  in  diefer  Weife  geknüpft,  das 
Gefttmmt  a  liefert. 

Im  Folgenden  wird  stets  bei  der  Trennung  vorausgefetzt,  dass 
die  zu  trennende  Gröse  ungleich  der  unveränderlichen  Gröse  diefer 
Knüpfung  ist. 

48.  Erklärung.  Das  Zeichen  der  Trennung  ist  *• ,  gelefen 
,,trenn".  Vor  dem  Zeichen  steht  das  Gefammt  a,  nach  demfelben  die 
zu  trennende  Gröse  b.  Die  zu  trennende  Gröse  heist  der  Trenner, 
die  übrig  bleibende  Gröse  heist  das  Bleib  fei. 

49.  Grundformel  der  Trennung.    a^=aob^b,  a  =  a^bob. 
Eine  Gröse  fortschreitend  trennbar  knüpfen  und   trennen  oder  fort- 
schreitend  trennen   und   trennbar   knüpfen,    ändert    den   Wert    der 
Gröse  nicht. 

Nach  der  Erklärung  48  ist  das  Gefammt  a  =  cob,  und  ist  auch  avb  =  c, 
mithin  ist,  wenn  wir  den  Wert  von  a  einfetzen,  cobwb  — c.  Nach  der  Er- 
klärung 48  ist  ebenfo  a  v  b  =  c  und  cob  =  a,  alfo,  wenn  wir  den  Wert  von  c 
einfetzen,  a^bob  =  a.  Die  Grundformel  enthält  alfo  genau  das,  was  in  der 
Erklärung  gegeben  ist. 

50.  Erklärung.  Die  Trenngröse  heist  die  Gröse,  welche  mit  a 
trennbar  geknüpft  avb  giebt. 

Das  Zeichen  der  Trenngröse  ist  (^b),  gelefen  „Trenn b". 
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Satz.  ao(v/b)  =  as/(ob)  =  a^b  und  av/(^b)  =  ao(ob)  =  aob.  51. 
Eine  Trenngröße  knüpft  man,  indem  man  die  entsprechende  Knüpf- 
große  trennt  und  eine  Trenngröße  trennt  man,  indem  man  die  ent- 
sprechende Knüpfgröse  knüpft  nnd  statt  eine  Knüpfgröse  zu  knüpfen 
bez.  zu  trennen,  kann  man  die  Gröse  ohne  Vorzeichen  knüpfen  bez. 
trennen. 

Beweis.     1.    Es  ist  ao(v'b)  =  a^b.     Unmittelbar  aus  50. 

2.  Es  ist  a^(ob)  =  a^(ob)ob^b  (nach  49) 

=  av/ (ob)o(ob) v> b  (nach  26) 

=  a  yy  b  (nach  49) 

3.  Es  ist  a^(^b)  =  a^(^b)vbob  (nach  49) 

=  a^(^b)o(^b)ob  (nach  51.1) 

=  aob  (nach  49) 

Satz.     Es  giebt  den  drei  Arten  der  Knüpfung  entsprechend  drei  52. 
Arten  des  Trennens:  das  Antrennen,  das  Eintrennen  nnd  das  Ab- 
trennen. 

Die  drei  Arten  der  Knüpfung,  welche  wir  im  zweiten  Abschnitt  kennen 
gelernt  haben,  waren  die  Anreihung,  für  welche  weder  Einigung,  noch  Ver- 
tanachung  gilt,  die  Einigung,  für  welche  zwar  Einigung,  aber  keine  Vcrtau- 
achung  gilt,  und  die  Vertauschung.  für  welche  fowohl  Einigung  als  auch 
Vertauschung  gilt. 

Von  den  drei  Arten  der  Trennung  entspricht  nun  das  Antrennen  der 
Anreihung,  dos  Eintrennen  der  Einigung  und  das  Abtrennen  der  Ver- 
tauschung. 

a.    Das  Antrennen   der  Grösen. 

Erklärung.     Das  Antrennen   (die   dejunetio)  heißt  die  Tren-  53. 
znmg,  wenn  für  die  entsprechende  Knüpfung  nur  das  Gefetz  der  An- 
regung gilt. 

Gefetz  des  Antrennens.    Für  das  Antrennen   gelten  nur  die  54. 
allgemeinen  Gefetze   der  Trennung;   dagegen   darf  man  weder  eine 
Klammer  auflöten,  noch  die  Eeihenfolge  der  Grösen  ändern. 

Beweis:  Da  daß  Antrennen  nach  53  eine  Trennung  ist,  fo  gelten 
für  diefelbe  auch  die  allgemeinen  Gefetze  der  Trennung,  d.  h.  die 
Sätze  47  bis  51.  Da  ferner  für  die  entsprechende  Knüpfung  nach  53 
weder  Einigung,  noch  Vertauschung  gilt,  fo  darf  man  keine  Klammer  auf- 
löfen,  und  darf  auch  nicht  einmal  innerhalb  einer  Klammer  die  Reihen- 
folge der  Grösen  ändern,  noch  weniger  darf  man  eine  Gröse  in  einer 
Klammer  mit  einer  Gröse  auser  der  Klammer  vertauschen. 
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b.    Das  Eintrennen  der  Größen. 

55.  Erklärung.  Bas  Eintrennen  (die  sejunctio)  heist  die  Trennung, 
wenn  für  die  entsprechende  Knüpfung  die  Einigung  gilt. 

56.  Satz.  In  jeder  Knüpfnng  beliebiger  Größen,  für  welche  fowohl 
Einigung,  als  auch  Trennung  gilt,  kann  man  jede  Knüpfklammer 
diefer  Knupfhng  beliebig  weglassen  oder  fetzen  ohne  Aendrung  der 
Vorzeichen  und  ohne  Aendrung  des  Wertes.  Die  Ordnung  der  Grösen 
bleibt  dabei  unverändert. 

Beweis:  1.  Es  fei  die  erste  Gröse  in  der  Klammer  eine  Gröse 
ohne  Vorzeichen  oder  eine  Knüpfgröse,  fo  kann  man  nach  51  für  jede 
Gröse,  welche  in  der  Klammer  zu  trennen  ist,  die  entsprechende  Trenn- 
gröse  knüpfen,  alfo  z.B.  statt  ao(b^c)  fetzen  ao(bo(^c)).  dann  find 
alle  Grösen  in  der  Klammer  nur  zu  knüpfen  und  kann  man  alfo  die 
Klammer  nach  33  weglassen  und  dann  auser  der  Klammer  wieder 
statt  o(ob)  nur  ob,  statt  o(^b)  nur   ^b  fetzen  nach  51. 

2.  Es  fei  die  erste  Gröse  in  der  Klammer  eine  Trenngröse,  fo 
kann  man  nach  56.1  alle  folgenden  Glieder  in  der  Klammer  in  eine 
zweite  Klammer  schliesen,  welche  zu  knüpfen  ist.  Die  Formel  hat 
dann  die  Form  ao(^boc).     Setzen  wir  hier  (^b)  =  d,  fo  ist 

ao(^boc)  =  ao(doc)  (nach  Annahme) 

=  ao(doc)^coc  (nach  49) 

=  ao(doc)o(^c)oc  (nach  51) 

=  ao(doco(^  c))cc  (nach  33) 

=  ao(doc^c)oc  (nach   51) 

=  aodoc  (nach   49) 

=  ao(^b)oc  (nach  Annahme) 

=  a*/boc  (nach   51) 

57.  Satz.  bw/b  =  ^bob  =  ju  oder 
Das  Oefammt  aus  der  Knüpfgröse  und  der  entsprechenden  Trenngrtoe 
und  ebenfo  das  Oefammt  aus  der  Trenngröse  und  der  entsprechenden 
Knüpfgröse  ist  in  der  Eintrennung  gleich  der  nicht  ändernden  Gröse. 

Beweis:  Nach  40  ist  a  =  ao/i.  Nach  49  und  nach  56  ist  aber 
auch  a  =  aob^b  =  ao(b^b),  und  a  =  a^bob  =  ao(^bob).  Mithin 
ist  nach  18  auch  ao^u  =  ao(bvb)  =  ao(^bob)  Bei  der  Trennung 
giebt  es  aber  nur  eine  Gröse,  welche  mit  a  geknüpft  das  gleiche  Ge- 
fammt  giebt,  mithin  ist  auch  fi  =  b^b  =  ^bob,  was  zu  beweifen  war. 

58.  Satz.  Statt  eine  Klammer,  welche  mehre  Knüpf-  bez.  Trenn« 
grösen  enthält,  einzubrennen,  kann  man  die  Torzeichen  der  Grösen 
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entgegengefetzt  nehmen  und  die  fo  erhaltenen  Grösen  in  umgekehrter 
Beihenfolge  fortschreitend  knüpfen,  oder 

Eine  Trennklammer  kann  man,  wenn  Einigung  gilt,  nach  Ent- 
gegensetzung der  Vorzeichen  aller  Grösen  in  der  Klammer  und,  nach- 
dem man  die  Beihenfolge  diefer  Grösen  umgekehrt  hat,  weglassen 
oder  fetzen. 

Beweis:  1.  Der  Satz  gilt,  wenn  in  der  Klammer  nur  zwei 
Grösen  find;  denn  es  ist 

a^C^b^e)  =  a  ,•  (o(  3.  b)c(  &  e))  =  a  *•  ((  3-  b)o  &  e))    (nach  52) 
=  a^(doe)         wo  d  ~  (^b)  und  e  =  (^e) 
=  a^(doe)od w'd  (naeh  49) 

=  a  w  (doe)odoe  %•  e  ^  d  (nach  49) 

=  a  ss  (doe)c(doe)  v/  e  w  d  (nach  56) 

=  a  v/  e  s/  d  (nach  49) 

=  av'(*c)*/(^b)     da  e  =  (^c)  und  d  =  (  3-  b) 
•=  avcyb  (nach  51) 

2.  Wenn  der  Satz  für  n  Grösen  in  der  Klammer  gilt,  fo  gilt  er 
auch  für   n  +  1    Grösen  in  der  Klammer.      Angenommen    nun,    dass 

a^  (cloC2oe3  '  "  '  oC'n)  =  a^Cn*/  Cn_i  *•  •  •  ■  %/  C3  *s  C2  v/  Ct  Und  Ca  =  (  &  ba) 

gefetzt  ist,  dann  fetze  c1oc2oe3-  •  -ocn  =.  C,  fo  ist 

^^Ccloe2c(#3'  '  'OCfnOfB+i)  =  a^((Cioe2oC3'  •  -oCjoCa+i) 

•    _=  a^/(Cocn+i) 

=  a^cnfl^C  (nach  58,1) 

=  aw/CllHv'(c1oc20c3'-oen) 

=  a  y  Cn  f  i  sS  Ca  •  *  •  •  *s  C3  v/  C2  *s  C'i 

(nach  Annahme) 

Setzen  wir  hierin  wieder  ca  =  (^ba),  fo  wird  jede  Gröse 
»•(a-ba)  =  Vba  nach  32,  d.  h.  das  Vorzeichen  entgegengefetzt  ge- 
nommen. 

Gefetz  der  Einigung  und  Eintrennung.  In  jeder  Ver-  59. 
bindung  von  Grösen  durch  Knüpfen  mit  Einigung  oder  durch  Ein- 
trennung kann  man  ohne  Aendrung  des  Wertes  jede  Knüpfklammer 
unter  Beibehaltung  der  Ordnung  ohne  Weitres,  jede  Trennklammer 
aber  erst  nach  Entgegensetzung  der  Vorzeichen  und  nach  Umkehr 
der  Beihenfolge  aller  Grösen  in  der  Klammer  beliebig  weglassen  oder 
fetzen. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  56  und  58. 

Satz.    In  jeder  Knüpfung  und  Trennung  von  Grösen,  für  welche  60. 
Einigung  gilt,  kann  man  statt  der  Einfachen  (Elemente)  auch  belie- 
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bige  ans  dielen  durch  Knüpfung  oder  Trennung  erzengte  Größen, 
welche  ungleich  der  nicht  ändernden  Oröse  diefer  Knüpfung  find,  als 
Einfache  (Elemente)  fetzen  und  daraus  neue  Orösen  ableiten  und 
gelten  auch  für  diele  alle  Gefetze  der  Einigung  und  der  Trennung. 
Beweis:  Für  die  Knüpfung  ist  der  Satz  bereits  in  Nummer  34 
bewiefen.  Die  Gefetze  der  Trennung  gelten  aber  auch  nach  55,  wie 
in  den  Nummern  56  bis  59  bewiefen,  wenn  für  die  Knüpfung  die  Ge- 
fetze der  Einigung  gelten,  alfo  gelten  fie  auch  hier. 

c.    Das   Abtrennen   der   Grö6en. 

61.  Erklärung.  Die  Abtrennung  (die  disjunctio)  heist  die  Tren- 
nung, wenn  für  die  entsprechende  Knüpfung  die  Vertauschung  gilt. 

62.  Gefetz  der  Vertauschung  und  Abtrennung.  In  jeder  Ver- 
bindung von  Größen  durch  Knüpfen  mit  Vertauschung  oder  durch 
Abtrennung  kann  man  ohne  Aendrung  des  Wertes  jede  Knüpfklammer 
ohne  Weitres,  jede  Trennklammer  nach  Entgegensetzung  der  Vorzeichen 
aller  Größen  in  der  Klammer  beliebig  weglassen  oder  fetzen,  und  die 
Ordnung  der  verknüpften  Grösen  beliebig  ändern. 

Beweis:  Die  Klammern  kann  man  (amtlich  nach  59  weg- 
schaffen, wenn  man  die  richtige  Reihenfolge  beobachtet.  Giebt  man 
dann  jeder  Gröse  ^e,  welche  ein  Trennzeichen  hat,  nach  51  die  Form 
o(w/e),  fo  find  dann  alle  Grösen  nur  zu  knüpfen  und  kann  man  alfo 
nach  37  auch  die  Ordnung  der  verknüpften  Grösen  beliebig  ändern 
und  der  Gröse  o(^e)  dann  wieder  die  Form    ^e  geben. 

63.  Satz.  In  jeder  Knüpfung  und  Trennung  von  Grösen,  für  welche 
Vertauschung  gilt,  kann  man  statt  der  Einfachen  (Elemente)  auch 
beliebige  aus  diefen  durch  Knüpfung  oder  Trennung  erzeugte  Grösen 
als  Einfache  (Elemente)  fetzen  und  daraus  neue  Grösen  ableiten  und 
gelten  auch  für  diefe  alle  Gefetze  der  Vertauschung  und  der  Trennung. 

Beweis:  Für  die  Knüpfung  ist  der  Satz  bereits  in  38  bewiefen. 
Wenn  aber  die  Gefetze  der  Vertauschung  iür  die  Knüpfung  gelten,  fo 
gelten  nach  61  auch  die  Gefetze  der  Abtrennung,  alfo  auch  hier. 

64.  Erklärung.  Die  untrennbare  Knüpfung  der  Grösen  heist 
die  Knüpfung,  wenn  es  mehre  Grösen  a^,  a2-  •  giebt,  welche  mit 
der  gegebenen  Gröse  b  durch  diefe  Knüpfung  verbunden  dasfelbe 
Gefammt  atob,  bezüglich  dasfelbe  Gefammt  bcat  geben,  fofern  die  ge- 
gebene Größe  b  ungleich  der  unveränderlichen  Gröse  diefer  Knüpfung  ist. 

Auch  hier  muss  die  Bedingung  hinzugefügt  werden,  wenn  h^v  ist,  denn 
wenn  b  ~  v  ist,  fo  lässt  /ich  gar  nicht  erkennen,  ob  die  Knüpfung  trennbar  oder 
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untrennbar  ist^  da;  in  beiden  Fällen  für  je  zwei  beliebige  Grösen  a  und  b  nach  42 
auch  roa  =  f~rob  ist. 

Erklärung.  Die  Löfung  (die  lysig)  zweier  Grösen  heist  die  65. 
Verbindung  iweier  Grösen,  wenn  zn  dem  gegebenen  Gefammte  a  und 
einer  gegebenen  Gröse  b  alle  die  Grösen  cu  c2-  •  Cn  gefacht  werden, 
welche  mit  der  gegebenen  Gröse  b  in  entsprechender  Weife  geknüpft, 
dai  Gefammt  a  geben  nnd  es  zugleich  mehr  als  eine  folche  Gröse  cx 
giebt,  welche  diefer  Forderung  genügt. 

Erklärung.    Das  Zeichen  der  Löfung  ist   */,   gelefen  „los".  66. 
Vor  dem  Zeichen  steht  das  Gefammt  a,  nach  demfelben  die  zu  löfende 
Grtae  b.    Die.  zu  löfende  Gröse  heist  der  Löfer;  die  Gefammtheit  der 
Griten,  welche  der  Aufgabe  genügen,  heist  das  Gelös,  jede  einzelne 
diefer  Grösen  heist  eine  Wurzel. 

Beispiel  aus  der  Zahlenlehre:  (a4)*  hat  die  vier  Werte  -|-a>  — a,  -fai,  — ai, 
die  Gröse  aO :  0  hat  die  unendlich  vielen  Werte  von  Null  bis  -[-Unendlich. 

Beispiel  aus  der  Logik:  Die  Gröse,  welche  mitb  gefügt  a-f-b  giebt,  hat 

die  Werte  a -f- x  (a -)- b),  die  Gröse,   welche  mit  b  multiplizirt  a-b  giebt,  hat 

die  Werte  a+ x  (a-fb). 

Der  Name  die  Wurzel  (die  radix)  ist  für  die  einzelnen  Werte,  welche  der 
j_ 

Löfungsaufgabe  (an)n  entsprechen,  bereits  allgemein  in  Gebrauch.    Diefen  Namen 

nehme  ich  hier  auf  und  erweitere  die  Bedeutung  auf  jeden  Wert  eines  Gelöfes. 

Erklärung.     Das  Gelös  kann  dem  Gefammte  nach  Löfung   des  67. 
Löfen  nur  -entsprechend   gleich  gefetzt  werden.     Das  Zeichen  hiefar 
ist  s,  gelefen  „entsprechend  gleich".    Beim   Gelös  werden   die   ent- 
tpreehenden  Werte  in  scharfe  Klammer  gefetzt. 

Beispiele:  (a*)*  s  [4a,  +  ai]  a-ü:0  a*  Med.[+co,  —  eo]. 

Satz,    Für  die  Löfung  gilt  kein  Gefetz  der  Größenlehre,  da  das  68. 
Gelte  niett  einen,  fondern  mehre  Werte  .hat.    Die  Löfung  kann  erst 
dann  angewandt  werden,  wenn  die  Löfung  fo  bestimmt  ist,  dass  jedem 
Werte   der    löfung    auch    nur    ein    bestimmter    Wert    des    Gelöfes 
entspricht. 

n 

Beispiel:  Va»  hat  bekanntlich  n  Werte,  und  es  ist 

n 

V&  =  a  (cos  ?*?+  i  sin  ?^V    Ebenfo  hat  das  Integral 

I  ax*  bekanntlich   eine    ganz   willkürliche  Konstante  w    und   es    ist    1  ax2 

=  w  +  4ax*     H>er  muss  in  jedem  einte  Inen  Falle  der  Wert  der  willkürlichen 
Konstante  w    bestimmt  werden    und    hat    dann    das   Intregal  einen    ganz  be- 

«tamten  Wert ..... 

S  Grtusuuui,  Zahlenlehre.  3 
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Da  man  mit  dem  GelÖfe  nicht  weiter  knüpfen  kann,  fo  scheint  es,  als  habe 

das  Gelös   für  die  strenge  Denklchre   oder  für  die  Formenlehre  und  für  die 

logischen  Wissenschaften  keinen  Wert;  dem  ist  aber  nicht  fo.    Es  ist  in  vielen 

Fällen  fehr  wichtig  zu  wissen,   welcher  Grösenkreis  einer  bestimmten  Aufgabe 

Genüge  leistet  und  dies  ermittelt  gerade  die  LöTung.    Wir  werden  die  Löfung 

in  vielen  Fällen  auftreten  fehen  und  die  Wichtigkeit  kennen  lernen,  welche  die- 

felbe  für  die  Wissenschaft  hat.     Dagegen  giebt  es  auch  andre  GelÖfe.,   welche 

1 
stets  ganz  unbestimmt  bleiben,  fo  z.  B.  -v*-*,  mit  (liefen  Gelöfen  darf  man  dann 

gar  nicht  rechnen. 

4.     Die  Beziehung  zweier  Knüpfungen. 

Wir  haben  bisher  immer  nur  eine  einzelne  Knüpfung  für  ßch  betrachtet. 
ohne  in  einer  Formel  die  eine  Knüpfung  mit  einer  andern  Knüpfung  in  Beziehung 
va\  fetzen.  In  diefer  Nummer  werden  wir  nun  die  Beziehung  zweier  Knüpfungen 
kennen  lernen  und  dadurch  die  niedrigste  und  die  nächsthöhere  Ordnung  der 
Grösenknüpfung  gewinnen. 

Eine  Beziehung  nennen  wir  es,  wenn  bei  einer  Knüpfung  von  Grösen 
jedes  Einfache  der  einen  Gröse  mit  der  andern  Gröse  zu  knüpfen  ist,  z.  B. 

3. 8  =  (1  +  1  +  1). 8  =  1-8 +  1-8 +  1-8. 
Wir  haben  hier  zwei  Knüpfungen:  eine  niedere  1  +  1  +  1  und  eine  höhere  3-8. 

69.  Erklärung  der  Fügung.  Die  Fügung  oder  Addition  (gr. 
die  prösthesis,  lat.  die  additio)  heist  die  niedrigste  Knüpfung  der 
Grösen,  für  welche  es  keine  Beziehung  zu  einer  noch  niederen 
Knüpfung  giebt. 

Das  Stück  (der  snmmandus)  heist  die  zu  fügende  Gröse. 

Die  Summe  (die  summa)  heist  das  Gefammt  der  Fügung. 

Die  Einfachgrösen  (die  Elementargrösen)  heisen  die  Einfachen 
(die  Elemente)  und  die  durch  fortschreitende  Fügung  derfelben  er- 
zeugten  Grösen. 

70,  Erklärung.  Das  Zeichen  der  Fügung  ist  ein  stehendes 
Kreuz  +,  gelefen  „plus"  oder  „zu".  Eine  Gröse  mit  einem  Kreuz 
als  Vorzeichen  heist  eine  Plusgröse.  Eine  Gröse  ohne  Vorzeichen 
ist  gleich  der  Plusgröse  oder  a  =  +  a.  Eine  Klammer,  vor  welcher 
das  Kreuz  +  steht,  heist  eine  Plusklammer.  Das  Zeichen  der  Summe 
von  n  Grösen  a^  a*  •    -a0  ist  S  aa  =  at  +a.2 H |-ftn- 

l,n 

Wenn  kein  Anfangszeichen  unter  dem  Summenzeichen  steht,  fo 
beginnt  die  Eeihe  mit  a0  oder  Sa*  ä  a0+ai  +^-] |-an. 

Die  Fügung  (die  additio)  ist  alfo  die  niedrigste  Ordnung  der  Grösenlehre, . 
wie  des  Denkens  überhaupt.    In  ihr  werden  die  vom  Geiste  gefetzten  Einfachem 
(die  Elemente)  an  einander  geknüpft  daraus  die  Grösen  gebildet  unddiefe -weitere 
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mit  einander  geknüpft,  aber  fo,   dam  keine  Beziehung  zu  einer  noch  niederen 
Ordnung  der  Knüpfung  gilt. 

Erklärung.     Die  nicht  ändernde  Gröse  der  Fügung  heist  Null.  71. 
Bas  Zeichen  der  Hüll  ist  0. 

Die  Hüll  ißt  alfo  diejenige  Gröse,  welche  zu  jeder  Gröse  gefügt 
werden  kann,  ohne  den  Wert  derfelben  zu  ändern;  oder 

Die  Kntipfung,  für  welche  Hüll  die  nicht  ändernde  Gröse  ist,  ist 
die  Fügung  oder  die  Addition. 

Eine  unveränderliche  Gröse  für  die  allgemeine  Fügung  giebt  es  nicht,  fofern 
man  nicht  die  unendliche  Gröse,  deren  Zeichen  oo  ist,  in  die  Fügung  ein- 
fahren will. 

Sats.  a  +  0  =  a  0  +  »  =  a  72. 

■all  au  jeder  Gröse  gefügt,  ändert  die  Gröse  nicht. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  71. 

Satz.    Sa  giebt  drei  Arten  der  Fügung:  1.  die  Anfügung,  73. 
ftr  welche  weder  Einigung  noch  Vertausohung  der  Stücke  gilt,  2.  die 
Einfügung,  Ar  welche  zwar  Einigung,  aber  keine  Vertausohung  der 
Stücke  gilt  und  3.  die  Zufügung,  für  welche  fowohl  Einigung,  als 
auch  Tertauachung  der  Stücke  gilt. 

Man  könnte  hier  für  die  verschiedenen  Gattungen  der  Fügung  verschiedene 

Nomen  einführen  und  würden  fleh  in  dem  Falle  die  folgenden  Kamen  empfehlen : 

Allgemeines  Fügen.    Aeuseres  Fügen.    Inneres  Fügen. 


Füre  Fügen: 

Reihen. 

Fügen. 

Stellen. 

Anfügen: 

Anreihen. 

Anfügen. 

Anstellen. 

Einfügen: 

Einreihen 

Einfügen. 

Einstellen. 

Zulagen: 

Zureihen. 

Zufügen. 

Zustellen. 

Ich  halte 

dies  aber  für  überflüssig. 

Der  Name  Fügen 

ist  ganz  allgei 

and  kann  für  alle  Zweige  verwandt  werden.  Welche  Gattung  der  P'ügung  ge- 
meint ist,  das  ergiebt  fleh  leicht  aus  den  Sätzen,  wenn  gefugt  wird,  was  gefügt 
werden  foll.  In  der  Logik  und  in  der  Kombinationslehre  nennt  man  übrigens 
bereits  das  Fügen  allgemein  ein  Aufstellen  und  redet  vom  Aufstellen  der  Gebinde 
oder  Kombinationen,  vom  Aufstellen  der  Geander  oder  Variationen  u.  f.  w. 
Di«  kann  man  zur  Unterscheidung  beibehalten. 

Erklärung  der  Anfügung.     Die   Anfügung  (die  additio  im  74. 
weiten  Sinne)    heist    die  Fügung,    fofern  für   die   Grösen  derfelben 
weder  Einigung  noch  Vertausohung  gilt. 

Die  Anfügung  ist  die  einzige  Form  der  Fügung,  bei  welcher  jede  einzelne 
Ordnung  und  Klammerfeteung  von  jeder  andern  verschieden  und  nur  fleh  felbst 
gleich  ist.  Bei  der  Anfügung  ist  nicht  nur  a  +  b^b-j-a,  fondern  auch 
Ä  +  b  +  c2i  +  (b  +  c). 

Jedes  wissenschaftliche  System,  felbst  jedes  Wörterbuch  giebt  uns  ein 
Beispiel  der  Anfügung;  ebenfo  jedes  Buch,  wo  die  Folge  und  die  Zufaminen- 
ordnnng  der  Gedanken  eine  feste  ist.  für  welche  weder  Vertauschung  noch  auch 
nur  Einigung  gilt. 

3* 
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75.  Gefetz  der  Anfügung.  In  jeder  Knüpfung  durch  Anfügung 
darf  man  weder  eine  Klammer  löfen,  noch  die  Reihenfolge  der  Grösen 
ändern;  auch  giebt  es  für  diefe  Art  der  Knüpfung  keine  höhere 
Ordnung  der  Knüpfung. 

Beweis:  Da  nicht  Einigung  gilt,  Ib  darf  man  keine  Klammer 
löfen;  da  nicht  Vertauschung  gilt,  fo  darf  man  auch  innerhalb  einer 
Klammer  nicht  einmal  die  Reihenfolge  der  Grösen  ändern;  noch 
weuiger  darf  man  eine  Gröse  in  einer  Klammer  mit  einer  Gröse  aueer 
der  Klammer  vertauschen.  Endlich  giebt  es  auch  für  das  Anfügen 
nicht  eine  Knüpfung  höherer  Ordnung;  denn  für  jede  Knüpfung  höherer 
Ordnung  muss  das  Beziehungsgefetz  zur  niederen  Knüpfung  gelten; 
dies  aber  erfordert,  wie  wir  demnächst  fehen  werden,  die  Einigung  iilr 
die  niedere  Knüpfung.  Da  nun  für  die  Anfügung  keine  Einigung 
gilt,  l'o  giebt  es  auch  für  die  Anfügung  keine  höhere  Ordnung  der 
Knüpf ung. 

76.  Erklärung  der  Einfügung.  Die  Einfügung  (die  additio 
im  mittlem  Sinne)  heist  die  Fügung,  fofern  für  diefelbe  die  Grund- 
formel  der  Einigung  gilt. 

77.  Grundformel  der  Einfügung  (der  additio  im  mittlem  Sinne). 

a  +  (b-fe)  =  a  +  b  +  e  oder  in  Worten 

Statt  zu  dem  zweiten  Stücke  ein  Einfaches  (ein  Element)  zu  fügen, 
kann  man  es  zur  Summe  fügen  und:  Statt  zu  der  Summe  ein  Ein- 
faches zu  fügen,  kann  man  es  zu  dem  zweiten  Stücke  fügen. 

78.  Gefetz  der  Einfügung  (der  additio  im  mittlem  Sinne).  In 
jeder  Knüpfung  der  Grösen  durch  Einfügung  kann  man  ohne  Aendrnng 
des  Wertes  die  Plusklammem  beliebig  fetzen  oder  weglassen.  Die 
Summe  ist  wieder  eine  Einfaehgröse  (eine  Elementargröse). 

Beweis:  Nach  77  gilt  die  Grundformel  der  Einigung,  alfo  nach 
30  bis  34  auch  das  Gefetz  der  Einigung,  d.  h.  man  kann  die  Klammern 
beliebig  fetzen  oder  weglassen,  und  das  Ergebniss  ist  wieder  eine  Gröse, 
deren  Einfache  fortschreitend  gefügt  find,  d.  h.  nach  69  eine  Einfaeh- 
gröse (eine  Elementargröse). 

79.  Erklärung  der  Zufügung.  Die  Zufügung  (die  additio  im 
engen  Sinne)  heist  die  Fügung,  fofern  für  diefelbe  auser  der  Grund- 
formel der  Einigung  auch  die  Grundformel  der  Vertauschung  gilt. 

80.  Grundformel  der  Zufügung  (der  peradditio  oder  der  additio 
im  engen  Sinne).  et  +  e2  =  e2  +  et 
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Bei  der  Zuftgnng  kann  man  zwei  Einfache   (zwei  Elemente)   ver- 
tauschen. 

Gefetz  der  Zufügung  (der  additio  im  engen  Sinne).     In  jeder  81. 
Knttpfong  der  Grösen  durch  Zufbgnng  kann  man  ohne  Aendrung  des 
Wertes  die   Pinsklammern  beliebig  fetzen   oder  weglassen  nnd   die 
Ordnung  der  Stücke  beliebig  ändern,  die  Summe  ist  wieder  eine  Ein« 
fachgröse  (eine  Elementargröse). 

Beweis:  Nach  77  und  78  gilt  für  jede  Zufügung  zunächst  das 
(lefetz  der  Einfügung  oder  der  Einigung,  d.  h.  man  kann  ohne  Aend- 
rong  des  Werte«  die  Plusklammern  beliebig  fetzen  oder  weglassen, 
und  die  Summe  ist  wieder  eine  Einfachgröse.  Nach  79  und  80  gilt 
ferner  die  Grundformel  der  Vertauschung,  alfo  gilt  nach  36  bis  38 
auch  das  Gefetz  der  Vertauschung,  d.  h.  man  kann  ohne  Aendrung 
de«  Wertes  die  Ordnung  der  Stücke  beliebig  ändern.  Mithin  gilt  das 
ganze  Gefetz  der  Zufügung. 

Erklärung  des  Webens.  Das  Weben  (die  multiplicatio)  heist  82. 
die  mittlere  Ordnung  der  Grösenknüpfung,  fllr  welche  das  Gefetz  der 
einfachen  Besiehung  zur  Fügung  gilt,  d.  h.  statt  die  Summe  einer 
Grtte  und  eines  Einfachen  mit  einer  andern  Größe  zu  weben,  kann 
man  die  beiden  Grösen  mit  einander  weben  und  ebenfo  das  Einfache 
mit  der  andern  Gröse  weben  und  die  Ergebnisse  fugen. 

Die  Bedingung  ist,  dass  für  das  Fügen  wenigstens  Einfügen  gilt 
und  dass  ein  Einfaches  (Element)  mit  einem  Einfachen  gewebt  wieder 
ein  Einfitches  giebt. 

Was  die  beiden  Bedingungen  betrifft,  fo  muss  zunächst  festgestellt  werden, 
w«  ea.e&  fein  folln  wo  ein  Einfaches  mit  einem  Einfachen  gewebt  ist.  Ist  dies 
wieder  eine  Gröse  und  zwar  ein  Einfaches,  welches  nur  einen  Wert  hat,  fo 
kann  man  weiter  damit  knüpfen,  ist  es  nicht  ein  Einfaches,  fondern  hat  es  mehre 
Werte,  fo  gilt  für  die  Webung  kein  Gefetz  der  Grösenknüpfung. 

Ebenfo  wenn  für  die  niedere  Knüpfung  Einigung  gilt,  fo  dass  a+b  +  e  — 
a  +  0>  +  e)  ist,  dann  gilt,  wie  in  Satz  86  ff.  bewiefen  wird,  das  ganze  Gefetz  der 
Beziehung,  gilt  dagegen  für  die  niedere  Knüpfung  keine  Einigung,  fo  gilt  auch 
nicht  Satz  86,  noch  irgend  ein  andrer  Satz  der  Beziehung. 

Für  das  Weben  empfiehlt  es  fich.  diefe  Erklärung  zunächst  an  einigen 
Beispielen  klar  zu  machen,  z.  B. 

(7  +  1)5  =  7.5  +  1.5  oder  8.5  =  7.5  +  1-5. 
7  (8  +  1)  =  7-8 +  7-1  oder  7.9  =  7-8  +  7.,L 
(a  +  1)  m  tr-  am  +  Im  und  a  (m  +  1)  =  am  +  al. 
Es  wird  zweckmäßig  fein,   dies  bis  zur  vollsten  Anschaulichkeit  der  Erklärung 
am  kleinen  Einmaleins  einzuüben,  z.  B. 
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2-3  =  1-3 +  1-3  =  3  + 3  =  6^  3-3  =  2.3  +  1.3  =  6+3  =  9; 
4.3  =  3.3  +  1.3  =  9  +  3  =  12  u.  f.  w. 
Und  ebenfo 

2-3  =  2-2 +  21  =  4  +  2  =  6-,  2.4  =  2-3  +  2.1  =  6  +  2  =  8  n.  f.  w. 
Die  Erklärung  bietet  dann  keine  Schwierigkeiten  mehr. 

Die  fo  eben  gegebene  Erklärung  ist  die  allein  scharfe  und  streng  wissen- 
schaftliche und  zugleich  die  einfachste  (die  elementarste).  Ans  ihr  läast  fich 
das  ganze  Beziehungsgefetz  ableiten.  A  ndrer  fei  ts  enthält  diefe  Erklärung  aber 
auch  nicht  mehr,  als  unumgänglich  nötig  ist,  um  das  Beziehungsgefetz  daraus 
ableiten  zu  können. 

Endlich  ist  diefe  Erklärung  auch  allein  einfach  (elementar).  Der  Lehrer, 
welcher  im  Rechenunterrichte  die  Kinder  das  Gefetz  der  Beziehung  beim  Ver- 
vielfachen (beim  Multipliziren)  lehrt,  wo  bekanntlich  die  1  das  Einlache  ist 
zeigt  den  Kindern,  dass  einmal  zwei  zwei  ist,  und  fährt  dann  fort:  Zweimal 
zwei  ist  einmal  zwei  und  einmal  zwei,  einmal  zwei  ist  zwei  und  noch  einmal 
zwei  ist  wieder  zwei,  zwei  und  zwei  ist  vier,  alfo  ist  zweimal  zwei  auch  vier. 
Dreimal  zwei  ist  zweimal  zwei  und  einmal  zwei,  zweimal  zwei  ist  vier,  einmal 
zwei  ist  zwei,  vier  und  zwei  ist  fechs,  alfo  ist  dreimal  zwei  auch  fechs.  Vier- 
mal zwei  ist  dreimal  zwei  und  einmal  zwei,  dreimal  zwei  ist  fechs,  einmal  zwei 
ist  zwei,  fechs  und  zwei  ist  acht,  alfo  ist  viermal  zwei  auch  acht  u.  f.  w.  Die 
Erklärung  ist  alfo  ganz  einfach  (elementar). 

Das  Weben  (die  multiplicaüo)  ist  die  mittlere  Ordnung  der  Gröaen- 
knüpfung.  Sie  fetzt  die  Knüpfung  der  Einfügung,,  bez.  der  Zufügung  und  die 
in  diefer  Knüpfung  erzeugten  Grösen  bereits  voraus,  und  erzeugt  die  Grösen  der 
mittleren  Ordnung  durch  Beziehung  nach  den  Formeln  (a  +  b)  c  =  ac  +  bc  und 
a  (b  +  c)  =  ab  +  ac. 

Das  Weben  oder  die  mittlere  Ordnung  der  Knüpfung,  für  welche  das  Gefet* 
der  einfachen  Beziehung  zur  Knüpfung  erster  Ordnung,  der  Fügung  oder  additia. 
gilt,  wird  in  der  Zahlenlehre  das  Multipliziren  oder  Vervielfachen  genannt 
Für  die  Zahlenlehre  behalte  ich  diefen  Ausdruck,  da  er  für  die  Zahlen  fehr  gut 
passt,  bei.  Dagegen  passt  diefer  Ausdruck  gar  nicht  für  die  andern  Zweige  der 
Grösenknüpfung.  So  z.  B.  ist  es  ganz  unpassend,  vom  Vervielfachen  der  Begriffe 
in  der  Logik  oder  vom  Vervielfachen  der  Aufstellungen  in  der  Kombinations- 
lehre, oder  auch  nur  vom  Vervielfachen  der  Grösen  in  der  Ausdehnungslehre 
zu  sprechen.  Man  würde  durch  folche  Ausdrücke  die  gefährlichsten  Miss- 
verständnisse herbeiführen.  Der  Ausdruck  m  vervielfachen  eignet,  wie  gefegt»  nur 
der  Zahlenlehre;  für  die  Grösenlehre  und  für  die  andern  Zweige  der  Grösen- 
knüpfung bedarf  man  demnach  neuer  Ausdrücke. 

In  der  Grösenlehre  von  1872  habe  ich  für  diefe  mittlere  Ordnung  der 
Knüpfung  den  Kamen  „Weben"  in  die  Wissenschaft  eingeführt  der  die  Eigen- 
tümlichkeit diefer  Knüpfungsart  fehr  passend  bezeichnet-,  denn  wie  beim  Weben 
der  Fäden  jeder  Faden  des  Aufzugs  mit  jedem  Faden  des  Einschlags  verbunden 
oder  geknüpft  wird,  fo  wird  bei  der  mittlem  Ordnung  der  Knüpfung  jedes 
Stück  des  einen  Faches  oder  Faktors  mit  jedem  des  andern  geknüpft.  Das 
folgende  Beispiel  giebt  uns  ein  klare«  Bild  der  Sache. 


39 


Grösenlehre. 


83. 


a  b  c  d  e  fghik  1 

er      aa         ab         ac         ad         ae         af         ag         ah         ai         ak         al 


/»    i» 


O  ß 


»      y 


<f      rfa        <fb        <f 


b        /J 


b        y 


c        j* 


c         y 


C|»        £b        fc        fd 


d        ß 


e        /J 


d        j 


c      erd      <r 


e       <r 


ie 


f 

ß 

g 

£ 

h 

ß 

i 

ß 

k 

ß 

1 

f 

y 

g 

?' 

h 

V 

i 

y 

k 

V 

1 

f 

ef 

g 

h 

<fi 

tf 

k 

cfl 

f 

£ 

h 

* 

i 

t 

k 

e 

1 

f 

c 

g 

s 

h 

i 

c 

k 

C 

1 

Um  aber  auch  auszudrücken,  dass  daß  Weben  hier  dasfelbe  bezeichnet,  was 
man  gewöhnlich  ein  Multipliziren  nennt,  fo  füge  ich  den  lateinischen  Namen 
multiplicare  hinzu.  Zwar  passt  diefer  Name  eigentlich  auch  nur  für  die  Zahlen- 
lehre; aber  man*  ist  gewöhnt,  die  lateinischen  Namen  vieldeutig  zu  gebrauchen 
and  bald  dies,  bald  jenes  darunter  zu  verstehen •,  es  ist  alfo  auch  erlaubt,  den 
Namen  multiplicare  fo  zu  behandeln.  Der  deutsche  Name  „weben"  ist  dann 
der  eindeutige,  streng  wissenschaftliche,  der  lateinische  der  erläuternde,  auf  die 
Knäpfungsart  der  Zahlenlehre  hindeutende. 

Von  dem  Weben  giebt  es  nun  übrigens  in  den  verschiedenen  Zweigen  fehr 
verschiedene  Gattungen:  in  der  Zahlenlehre  das  Vervielfachen,  für  welches 
1-1  =  1  ist,  in  der  Ausdehnungslehre  das  Flachen,  für  welches  ee  =  0  und 
e^e*  =  —  e$eft  ist,  und  das  innre  Weben,  für  welches  eae$  =  0  und  ee  =  1  ist,  in 
der  Logik  das  Bestimmen,  für  welches  ee  =  e  und  eae*  =  0  ist,  und  in  der  Kom- 
binationslehre das  Binden  der  Geschiede  (der  Komplexionen),  für  welches 
eae§  =  e$ea  ist,  wobei  entweder  aa  =  0,  oder  aa  £  0  gefetzt  wird  und  das 
Binden  der  Geander  (der  Variationen),  für  weiches  eae*  £  e$ea  ist,  wobei  wieder 
entweder  aa  =  0,  oder  aa  £  0  gefetzt  wird. 

Hier  ist  es  alfo  unerlasslich,  die  verschiedenen  Arten  des  Webens  zu  unter- 
scheiden und  verschiedene  unterscheidende  Namen  für  die  einzelnen  Gattungen 
einzuführen. 

Erklärung.     Das  Zeichen  des  Webens  ist   ein  Punkt  oder  83. 
das  Hose  Hebeneinanderschreiben  der  zu  webenden  Größen,  z.  B.  ab 
oder  ab  gelefen  a  mal  b  oder  ab. 

Die  zu  webende  Oröse  heist  der  Fach  (der  factor),  das  Gefammt* 
des  Webens  heist  das  Zeug  (das  produetum).  Eine  Oröse,  vor  der  ein 
Malzeichen  steht,  heist  eine  Kalgröse. 

Der  Name  der  Fach  stammt  vom  Urverb  pak.  sskr.  pay.  lat.  pac.  goth. 
fahan.  nhd.  fahen,  fangen  in  der  Bedeutung  fange,  binde,  dann  fange  an,  mache. 
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Der  Fach  ist  alfo  ein  Gerät  zum  Fangen,  zuni  Aufnehmen;  dann  in  den  Zufam- 
men fetzungen  „einfach,  zehnfach,  hundertfach,  das  Vierfache"  etc.  zur  Bezeich- 
nung der  Faktoren  allgemein  üblich,  mithin  echt  deutsch. 

Der  Name  das  Zeug  stammt  vom  Urverb  tagh,  tangh,  sskr.  takßh,  gr.  teiichö 
tyn-chanü,  e*tych-on  erzeuge,  wirke,  te*ch-ne  Kunst,  lat.  texo  webe,  ahd.  ziugan. 
nhd.  zeugen,  erzeugen,  weben,  davon  Zeug.  ahd.  ziuc,  schwd.  tyg,  das  Gewebte, 
das  Gerät. 

84.  Erklärung.  Die  Klammer  heist  eine  Malklammer,  wenn 
die  Größen  in  und  auser  der  Klammer  durch  Weben  geknüpft  find; 
fie  heist  eine  Beziehungsklammer,  wenn  die  Grösen  in  der  Klammer 
durch  Fügen,  diefe  Klammer  aber  mit  der  Gröse  auser  der  Klammer 
durch  Weben  geknüpft  find. 

Beispiele:  Malklammer  a(bc);  Beziehungsklammer  a(b-|-c),  (a-f-c)b, 
(a+b)(c+d). 

Beim  Weben  oder  Multipliziren  ist  es  wichtig,  auf  das  Gefetz  zu  achten, 
welche  Klammer  ohne  Aendrung  des  Wertes  fortgelassen  werden  kann.  In 
jeder  einfachen  Knüpfungsart  können  die  Klammern  fortgelassen  werden,  wenn 
fortschreitend  geknüpft  wird:  fo  ist  (a  +  b)  +  c  =  a  +  b  -|-  c  und  (ab)c  =  abc. 
Wenn  dagegen  zwei  Knüpfungsarten  gemengt  find,  fo  muss,  fofern  keine  Klammer 
steht,  zunächst  erst  die  höhere  Knüpfung  ausgeführt  werden,  ehe  die  niedere 
Knüpfung  ausgeführt  wird,  fo  ist  a  +  bc  =  a  -f-  0>c),  ab  -f-  c  =  (ab)  -f-  c, 
ac  +  bd  =  (ac)  -f  (bd). 

85.  Erklärung.  Jedes  Formelzeichen  (Punktionszeichen),  welches 
fich  auf  die  folgenden  Grösen  bezieht,  muss,  fofern  keine  Klammer 
steht,  auf  alle  folgenden  Grösen  desfelben  Gliedes  bezogen  werden. 
Soll  das  Formelzeichen  fich  nicht  auf  alle  diefe  Grösen  beziehen,  fo 
muss  es  mit  den  Grösen,  auf  welche  es  fich  beziehen  foll,  in  eine 
Klammer  geschlossen  werden. 

Es  ist  diefe  Regel  von  allergröster  Wichtigkeit  zur  Vermeidung  unnützer 
Klammern  j  man  kann  durch  Beobachten  derfelben  etwa  90  %  der  fönst  erforder- 
lichen Klammern  ersparen.  Wir  werden  gleich  in  den  folgenden  Sätzen  87 
bis  89  die  Anwendung  diefer  Regel  kennen  lernen. 

86.  Grundformel  des  Webens  (der  Multiplikation). 

(a  +  e)b  =  ab  +  eb,  a(b  -f  ©)  =  *b  +  ae  imd  eie2  =  • 

Statt  zu  dem  einen  Pache  (dem  einen  Paktor)  ein  Einfaches  zu  fogen, 
kann  man  zu  dem  Zeuge  der  beiden  Pache  das  Zeug  des  Einfachen 
mit  dem  andern  Pache  fugen  und 

Das  Zeng  oder  Produkt  zweier  Einfachen  ist  wieder  ein  Einfaches, 
Aus  diefer  Grundformel  folgen  nun  die  Gefetze  der  einfachen  Beziehung 
oder  des  Webens  durch  fortleitende  (induktorische)  Beweife. 

87.  Satz.  Das  Zeug  oder  Produkt  ae  und  eb  eines  Einfachen  (eiaes 
Elementes)  und  einer  Einfachgröse  ist  wieder  eine  Einfachgröse,  d.  h. 
eine  Gröse,  deren  Einfache  fortschreitend  geknüpft  find. 
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Beweis  nach  Einfachen  (elementar)  in  Bezug  auf  a. 

1.  Der  Satz  gilt,  wenn  a  nur  ein  Einfaches  enthält;  denn  e|e2  ist 
ein  Einfaches  (nach  86). 

2.  Wenn  der  Satz  für  a  gilt  (Annahme),  fo  gilt  er  auch  für  die 
Gröse  a  -f  et,  welche  ein  Einfaches  mehr  enthält  (Folgerung); 
denn  es  ist  (a  +  et)e  =  ae  -f  ^e  (nach  86).  Nun  ist  ae  eine 
Gröse,  deren  Einfache  fortschreitend  geknüpft  find  nach  der 
Annahme,  eie  ist  ein  Einlaches  (nach  86)  und  fortschreitend 
geknüpft,  alfo  ist  auch  ae  +  ete  eine  Gröse,  deren  Einfache  fort- 
schreitend geknüpft  find. 

3.  Alfo  gilt  der  Satz  nach  24  auch  allgemein. 

Und  ebenfo  folgt,  dass  eb.  eine  -Gröse,  deren  Einfache  fortschrei- 
tend geknüpft  find. 

Satz.     Das  Zeug  oder  Produkt  ab  zweier  Einfaohgrösen  ist  wieder  88. 
eine  Einftchgröse,  <L  h.  eine  Gröse,  deren  Einfache  fortschreitend  ge- 
knüpft find  und  gelten  für  die  Zeuge  alle  Gefetze  der  Einfügung. 

Beweis  nach  Einfachen  (elementar)  in  Bezug  auf  b. 

1.  Der  Satz  gilt,  wenn  b  nur  ein  Einfaches  enthält  (nach  87). 

2.  Wenn  der  Satz  für  eine  beliebige  Gröse  b  gilt  (Annahme),  fo 
gilt  er  auch  für  die  Gröse  b  +  e,  welche  ein  Einfaches  mehr 
enthält  (Folgerung);  denn  nach  86  ist 

a(b  +  e)  =  ab  +  ae. 
Hier  aber  ist  ab  eine  Gröse,  deren  Einfache  fortschreitend  ge- 
knüpft find  (nach  Annahme)  und  ae  eine  ebenfolche  Gröse 
(nach  87);  die  Summe  zweier  Grösen,  deren  Einfache  fort- 
schreitend geknüpft  find,  ist  aber  nach  78,  wenn  Einfügung  gilt, 
wieder  eine  Gröse,  deren  Einfache  fortschreitend  geknüpft  find, 
alfo  ist  auch  a  (b  +  e)  eine  Gröse,  deren  Einfache  fortschreitend 
geknüpft  find. 

3.  Alfo  gilt  der  Satz  nach  24  allgemein. 

Satz.  (a  +  b)c  =  ac  -f-  bc  89. 

c(a  +  b)  =  ca  +  ob  oder  in  Worten 

Das  Zeug  oder  Produkt  einer  Gröse  mit  einer  Summe  aus  2  Grösen 
ist  gleich  der  Summe  aus  den  Zeugen  jener  Gröse  mit  den  beiden 
Grösen. 

Formelbeweis:  Nach  Einfachen  (elementar)  in  Bezug  auf  b. 
1.-  Die-  Gleichung  gilt,  wenn  b  nur  ein  Einfaches  enthält  (nach  86). 
2.  Wenn  die  Gleichung  für  eine  beliebige  Gröse  1>  gilt  (Annahme), 
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fo  gilt   fie  auch   für  die  Gröse  b  +  e,   welche  ein  Einfache«  e 
mehr  enthält;  denn 

[a  +  (b  +  e)]  c  =  [(a  +  b)  +  e]  c  (nach   77) 

=  (a  +  b)  c  +  ec  (nach  86) 

=  ac  +  bc  +  ec   (nach  Annahme) 
=  ae  -f-  (bc  +  ec)  (nach   77) 

=  ac  +  (b  +  e)c  (nach  86) 

3.  Alfo  gilt  der  Satz  nach  24  allgemein. 
Und  ebenfo  folgt  c  (a  +  b)  =  ca  +  cb. 
90.  Satz. 

(8a«)b  =  8aab    oder    (ai  +a*H h*n)b  =  atb  +  »iH h*«b 

1,11  i.n 

b(8aa)  =  8baa    oder    b(ai+a2  +  •  •  +an)  =  bäi  4-baj  H —  +  ban 

l,n  l,n 

Das  Zeug  oder  Produkt  einer  Gröse  mit  einer  Summe  aus  beliebig 
vielen  Orösen  ist  gleich  der  entsprechenden  Summe  aus  den  Zeugen 
jeher  Gröse  mit  diefen  einseinen  Orösen  oder  — 
Eine  Beziehungsklammer  löst  man,  indem  man  jede  Gröse  in  der 
Klammer  mit  der  Oröse  auser  der  Klammer  webt  und  die  entstandenen 
Zeuge  einfügt. 

Bewei6  in  Formeln   fortleitend    (induktorisch)   in  Bezug  auf   8  a«. 

1.  Der    Satz   gilt,   wenn   die    Summe    Saa    nur   2  Größen  ai  -f-  *s 

l,n 

enthält,  nach  89. 

2.  Wenn  der  Satz  für  eine  Summe  S  aa  aus    n   Grösen    gilt   (An- 

l.n 

nähme),    fo  gilt   er  auch  für  die  Summe     S    aa,    welche    eine 

°  l,m+l 

Gröee  a„+i  mehr  enthält  (Folgerung);  denn 

[  S   aa]b  =  [(Saa)  +  an+1]b  (nach   14) 

l,o-f-l  1,11 

=  (  8ao)b  +  an+1b  •  (nach  89) 

l,n 

=  (Saab)  +  &nfib  (nach  Annahme) 

l,n 

=     S   a«b  (nach  14) 

1,114-1 

3.  Alfo  gilt  der  Satz  nach  23  allgemein. 
Und  ebenfo  folgt,  dass  b[Saa]  =  Sbaa  ist. 

l,n  lfn 

Beweis  in  Worten:  Man  stelle  in  der  Summe  nach  78,  da  Ein- 
fügung gilt,  alle  Klammern  her,  fo  ist  jede  Summe  eine  Summe  aus 
2  Grusen.  Das  Zeug  einer  Gröse  b  mit  diefer  Summe  ist  gleich  der 
Summe  aus  den  beiden  Zeugen  jener  Gröse  b  mit  den  beiden  einzelnen 
Grusen.     Ist  nup  eine   der  beiden  Grusen    noch  eine  Summe,    fo  ver- 
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wandelt  fich  ganz  auf  diefelbe  Weife  das  Zeug  jener  Gröse  b  mit 
diefer  Summe  wieder  in  die  Summe  zweier  Zeuge  jener  Gröse  b  mit 
den  einzelnen  Grösen  und  fofort,  bis  keine  der  Grösen  mehr  eine  Summe 
andrer  Grösen  ist  und  alfo  das  Ganze  in  eine  Summe  aus  den  Zeugen 
der  Gröse  b  und  der  einzelnen  Grösen  umgewandelt  ist. 

Satz.     ( Sa«)(  8  be)  =     s    a*b*  oder  91. 

l.n  l,m  l,nl,m 

(at+a,+  • .  +an)  (b,  +b2+  •  •  +bm)  =  a,b,  +  aib,+  -  •  +a,bm 

+a2b1+a2b2+--+a2bm 


+anb,  +anb2H f-anbm 

Dai  Zeug  (das  Produkt)  zweier  Summen  erhält  man,  indem  man  jede 
Grtae  der  einen  Summe   mit  jeder  der  andern  Summe  webt  und  die 
erhaltenen  Zeuge  einfügt.    Die  erhaltene  Summe  ist  wieder  eine  Gröse, 
deren  Einfache  (deren  Elemente)  fortschreitend  geknüpft  find. 
Beweis  in  Formeln :   Wir  fetzen   S  b*  =  B,  dann  ist 
( Sa«)  (  8  b*)  =  (  Saa)B  =  S  a«B  (nach  90) 

l,n  l,m  l,n  l,n 

=  Saa(Sbb)  (nach  Setzung) 

1,n        l,m 
=      S     aabb 

Da  aa(  S  bb)  =  S  a«b*  ist  nach  90,  wo  i  m  lieh  auf  b  bezieht. 

l,m  i,m 

Beweis  in  Worten:  Man  betrachte  zuerst  die  zweite  Summe  als 
eiue  Gröse,  fo  ist  das  Zeug  der  beiden  Summen  gleich  der  Summe 
aus  den  Zeugen,  welche  man  erhält,  wenn  man  jede  Gröse  der  ersten 
Summe  mit  der  ganzen  zweiten  Summe  webt  (nach  90).  Und  jedes 
folche  Zeug  ist  gleich  der  Summe  der  Zeuge,  welche  man  erhält,  wenn 
man  die  betreffende  Gröse  der  ersten  Summe  mit  jeder  Gröse  der 
zweiten  Summe  webt.  Die  erhaltene  Summe  aber  ist  nach  88  wieder 
eine  Gröse,  deren  Einfache  (deren  Elemente)  fortschreitend  geknüpft  find. 

Satz.     (S  a«)  (  S  bt)  (S  cc)-    -  =        S      a«btcc-  ■  •  92. 

l,n  l.m  l,p  l,n.  l,m.  l,p. 

Das  Zeug  (das  Produkt)  mehrer  Summen  erhält  man,  indem  man  jede 
Gröse  der  ersten  Summe  mit  jeder  der  zweiten  Summe  webt,  jedes 
erhaltene  Zeug  mit  jeder  Gröse  der  dritten  Summe  webt  n.  f.  w.  und 
die  erhaltenen  Zeuge  einfugt.  Die  erhaltene  Summe  ist  wieder  eine 
Gröse,  deren  Einfache  (deren  Elemente)  fortschreitend  geknüpft  find. 
Beweis:  Man  schließe  zuerst  die  ersten  beiden  Fache  in  eine 
Klammer 
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(8  «u)  (8  bs)  (  6  cc)  •  •  •  =  [(8  a.)  (8  bt)]  (8  cc)  •  •  • 

1,11  1,111  l,p  l,n  1,m  l,p 

=  ([     S    a*b*]  (  S  cc) )  •  •  •  (nach  9 1 ) 

l,n.l.m.  l,p 

=  (       S       aabbcc)---  (nach  91) 

l,n.l,m.  l,p. 
II.    f.     W. 

Es  empfiehlt  /ich,  bei  jedem  der  Sätze  eine  Uebung  der  Beziehung  nament- 
lich bei  der  Multiplikation  voran  nehmen,  um  die  Anschauung  an  Zahlenbeispielen 
zu  gewinnen. 

93.  Gefetz  des  Webens  (der  Multiplikation).  In  jeder  Gröaen- 
knüpfung  durch  Weben  (durch  Multiplikation)  kann  man  ohne  Aendrang 
des  Wertes  jede  Pinsklammer  beliebig  fetzen  oder  weglassen  und  jede 
Beiiehungsklammer  auflöten, 

indem  man  jedes  Stück  des  einen  Fachs  (des  einen  Paktors) 

mit  jedem  des  andern  webt  nnd  die  Zeuge  einfügt;  das  Er- 

gebniss  ist  wieder  eine  Einfachgröse  (eine  Elementargrtoe). 

Beweis:  Nach  92  gilt  das  Gefetz  der  Beziehung,  wie  es  in  dem 

Satze  ausgesprochen  ist,  und  da  auserdem  Einfügung  gilt,  fo  kann  man 

nach  78  auch  die  Plusklammer  beliebig  fetzen  oder  weglassen. 

Für  das  Weben  empfiehlt  fich  zunächst  und  vor  allem  die  Einübung  des 
Bezielmngsgefetzes  an  einer  Reihe  von  Beispielen.  Hier  ist  schon  eine  grösere 
Mannigfaltigkeit  der  Uebung  möglich.    Man  entwickle  nur  z.  B. 

(a+b)(b  +  c)=ab+ac+bb-|-bc    (a-f-b)(a-f b)=aa+ab+ba+bb. 
(a4-b  +  c)(d+e-r-f)=ad+ae+af+bd+be+bf+cd+ce-f-cf. 
(a+b)  (b  +  c)  (c+d)==abc+abd+acc+acd-|-bbc-f-bbd+bcc+bcd. 

94.  Satz.  0a  =  0  a   0^0 

nnd  wenn  ab^O,  fo  ist  fowohl  a£0,  als  auch  b£0. 
Null  ist  die  unveränderliche  Gröse  des  Webens  oder 

Hüll  giebt  mit  jeder  Größe  gewebt  Null  nnd  wenn  ein  Zeug  oder 
Produkt  zweier  Grösen  ungleich  Null  ist,  fo  ist  jede  der  beiden  Grösen 
ungleich  Null  nnd  umgekehrt 

Beweis:  ab  =  a(b  +  0)  (nach  72) 

=  ab  +  aO  (nach  93) 

Mithin  ist  aü  eine  Gröse,  welche  zu  ab  gefügt,  dies  nicht  ändert,  d.  h. 
es  ist  Null  (nach  71).  Wenn  ferner  ab£0,  fo  muss  fowohl  a^O  als 
b  £  0  fein,  denn  wäre  eine  Gröse  z.  B.  a  =  0,  fo  wäre  ab  =  0  •  b  =  0, 
was  gegen  die  Annahme  ist. 

95.  Erklärung.  Die  Eins  heist  dasjenige  Einfache  (das  Element), 
welches  mit  jedem  Einfachen  ohne  Aendrang  des  Wertes  gewebt 
werden  kann.     Das  Zeichen  der  Eins  ist  1. 
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Satz.  cl=-e  l.e==e  96. 

Eins  ändert,  mit  einem  beliebigen  Einfachen  gewebt  (multipliiirt),  den 
Wert  detfelben  nicht. 

Satz.     .  1-1-1  97. 

Eins  ist  diejenige  Gröse,  welche  mit  fich  felbst  gewebt  (oder  multi* 
plisirt)  fich  nicht  ändert. 

Satz.  al  =  a  la  =  a  98. 

Eins  ist  die  nicht  ändernde  Gröse  des  Webens  oder 

Eins  ändert,   mit  einer  beliebigen  Gröse  gewebt  (mnltiplizirt),  den 
Wert  derfelben  nicht. 

Beweis:  Nach  Einfachen,  d.  li.  einfach  (elementar)  in  Bezug 
auf  a. 

1.  Der  Satz  gilt,  wenn  a  nur  ein  Einfaches  enthält  (nach  96) 

2.  Wenn  der  Satz  für  eine  beliebige  Gröse  a  gilt  (Annahme),  fo 
gilt  er  auch  für  a  -f  <'•  welche  ein  Einfaches  mehr  enthält 
(Folgerung);  denn 

(a  +  e)  •  1  =  u  - 1  +  e  •  1  (nach  93) 

=  a  -j=  e     (nach  Annahme  und  nach  96) 

3.  Alfo  gilt  der  Satz  nach  24  allgemein. 

Wenn  für  das  Fügen  trennbares  Einfügen,  alfo  auch  Einziehen,  gilt,  fo 
kann  bei  der  Beziehung  der  Fall  eintreten,  dass  eine  Beziehungsklammer  Strich - 
{*rösen  enthält.  Wir  müssen  alfo  noch  dos  Weben  von  Plusgrüsen  und  von 
Strichgrösen  behandeln. 

Sats.  Es  giebt  drei  Arten  der  Webung:  L  Die  Anwebung,  99. 
ftr  welche  weder  Einigung,  noch  Vertanschnng  der  Fache  oder 
Faktoren  gilt,  2.  die  Einwebung,  für  welche  zwar  Einigung, 
aber  keine  Vertanschnng  der  Fache  gilt  und  3.  die  Ver- 
webung, fltr  welche  fowohl  Einigung,  als  auch  Vertauschung  der 
Faehe  gilt 

Bei  der  Webung  ist  das  GefeU  der  Beziehung  des  Webens  zum  Fügen  für 
alle  Arten  der  Webung  das  gleiche*,  ein  Unterschied  der  Arten  der  Webung 
kann  alfo  nur  dadurch  erzeugt  werden,  dass  für  die  zu  webenden  Fache  oder 
Faktoren  verschiedene  Gefetze  der  Einigung  und  der  Vertauschung  gelten. 
Darnach  kann  man  beim  Weben  entsprechend  wie  beim  Fügen  drei  Arten  der 
Webung  unterscheiden:  Das  An  weben,  für  welches  weder  Einigung  noch  Ver- 
taoschung  der  Fache  oder  Faktoren  gilt,  das  Einweben,  für  welches  zwar  Eini- 
gung, aber  keine  Vertauschung  der  Fache  oder  Faktoren  gilt  und  das  Verweben, 
fttr  welches  fowohl  Einigung,  als  auch  Vertauschung  der  Fache  oder  Fak- 
toren g/lt. 
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b.  Das  An  weben. 

100.  Erklärung  des  Anwebens.  Das  An  weben  (die  Multiplikation 
im  weiten  Sinne)  heist  die  Webung,  wenn  nnr  das  Gefetz  der  Be- 
ziehung, nicht  aber  Einigung,  auch  nicht  Vertauschung  der  Fache 
(der  Paktoren)  gilt. 

Ein  Beispiel  für  diefe  Rechnungsart  findet  lieh  weder  in  den  Zweigen  der 
mathematischen,  noch  in  den  Zweigen  der  logischen  Wissenschaften.  Dennoch 
durfte  diefe  Knüpfungsart  an  diefer  Stelle  in  der  Grosenlehre  nicht  übergangen 
werden,  da  es  dem  Menschen  möglich  ist,  eine  folche  Knüpfungsart  im  Denken 
auszuführen  und  die  Grosenlehre  alle  Knüpfungen  behandeln  foll,  welche  im 
Denken  vorkommen  oder  doch  möglicher  Weife  vorkommen  können,  fofera  ihr 
Ergebniss  nur  einen  und  nicht  mehre  Werte  hat. 

101.  Gefetz  des  Anwebens.  Pur  das  Anwehen  gilt  nnr  das  Gefetz 
des  allgemeinen  Webens  oder  da«  Gefetz  der  Beziehung,  auch  giebt 
et  für  diefe  Art  des  Webens  keine  Knupfung  dritter  Ordnung. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  100.  Eine  Knüpfung  dritter  Ordnung 
kann  es  nur  geben,  wenn  es  eine  Beziehung  zum  Weben  giebt,  dann 
aber  muss  mindestens  Einigung  der  Fache  oder  Faktoren  gelten. .  Da 
diefe  für  da«  Anweben  nicht  gilt,  giebt  es  für  diefe  Art  der  Webung 
keine  Knüpfung  dritter  Ordnung. 

c.  Das  Einweben. 

102.  Erklärung  des  Einwebens.  Das  Einweben  (die  Multipli- 
kation im  mittlem  Sinne)  heist  das  Weben,  wenn  auser  der  Besiehung 
Einigung  dreier  Einfachen  (Elemente)  als  Fache  (als  Paktoren),  nicht 
aber  Vertauschung  derflelben  gilt. 

103.  Grundformel  des  Einwebens  (der  Multiplikation  im 
mittlem  Sinne). 

e1(e2e3)  =  e1e2e3 
Im  Zeuge  dreier  Einfachen  (im  Produkte  dreier  Elemente)  kann  man 
bei  dem  Einweben  die  Malklammer  fetten  oder  weglassen. 

104.  Satz.  a(ele2)  =  ae,e2 

Im  Zeuge  oder  Produkte  einer  Gröse  und  zweier  Einfachen  kann 
man  beim  Einweben  die  Malklammer  fetzen  oder  weglassen,  oder: 
Statt  eine  Gröse  mit  dem  Zeuge  zweier  Einfachen  (mit  dem  Produkte 
zweier  Elemente)  einzuweben,  kann  man  fie  mit  den  Einfachen  fort- 
schreitend einweben. 

Formelbeweis:  Nach  Einlachen,  d.  h»  einfach,  (elementar)  in 
Bezug  auf  a. 
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1.  Die  Gleichung  gilt,  wenn  a  nur  eiu  Einfaches  enthält  (uach  103). 

2.  Wenn  die  Gleichung  für  eine  beliebige  Gröse  a  gilt  (Annahme), 
fo  gilt  fie  auch  für  die  Gröse  a  -j~  e3,  welche  ein  Einfaches  mehr 
enthält  (Folgerung);  denn 

(»  f  e3)  (e,e2)  =  a(etej)  +  esfoe*)  (nach  93) 

=  »eie2  +  e^ete*  (nach  Annahme 

und  nach  103) 

=  O  a  fc3)ei«a  (n*ch  93) 

3.  Alfo  gilt  die  Gleichung  nach  21  allgemein. 

Beweis  in  Worten:  Die  Gröse  a  ist  eine  Summe  von  Einfachen, 
das  Zeug  (etea)  ist  ein  Einfaches  nach  83.  Dann  wird  nach  93  das 
Zeug  a(ete2)  eine  Summe,  deren  Stücke  (ammtlich  Zeuge  dreier  Ein- 
fachen fiud.  In  diefen  lammt  lieh  können  nach  103  die  Malklammern 
gefetzt  oder  weggelassen  werden;  wir  lassen  fie  daher  weg.  Endlich 
können,  da  in  allen  diefen  Zeugen  die  beiden  letzten  Einfachen  ex  e2 
diefelben  find,  die  ersten  Einfachen  nach  90  wieder  in  eine  Summe 
gefugt  werden  und  geben  dann  wieder  die  erste  Gröse  a.  Es  ist  dann 
aber  diefe  Gröse   fortschreitend    mit   den   beiden  Einfachen  eingewebt. 

Satz.    '  a(be)=*=abe  105. 

Im  Zeuge  (im  Produkte)  zweier  Grasen  und  eines  Einfachen  (eines 
Elementes)  kann  man  beim  Einweben  die  Malklammer  fetten  oder 
weglassen,  oder: 

Statt  eine  Gröse  mit  dem  Zeuge  (dem  Produkte)  ans  einer  Gröse  und 
einem  Einfachen  eimu weben,  kann  man  fie  fortschreitend  mit  der 
Ortae  und  mit  dem  Einfachen  einweben. 

Formelbeweis:  Nach  Einfachen,  d.  h.  einfach  (elementar)"  in 
Bezug  auf  b. 

1.  Die  Gleichung  gilt,  wenn  b  nur  eiu  Einfaches  enthält  (nach  104). 

2.  Wenn  die  Gleichung  für  eine  beliebige  Gröse  b  gut  (Annahme), 
fo  gilt  fie  auch  lür  die  Gröse  b  +  et,  welche  ein  Einfaches 
mehr  enthält  (Folgerung);  denn 

»K>  +  e,)e]  =  a[be  +  t^e]  (nach  93) 

=  a(be)  +  a(e,e)  .  (nach  93) 

=**  abe  -f-  aeje  (nach  Annahme  und 

nach  104) 
=  (ab  +  aet)e  (nach,  93) 

=  a(b  +  et)e  (nach  9Ä) 

3.  Alfo- gilt  die  Gleichung  nach  24  allgemein.  •  ■.. 
Beweis  in  Worten:  Ganz  entsprechend  wie  au  1Ü4.-                ♦•  - 
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106.  ...  Gefet*  des  Einwebens  (der  Multiplikation  im  mittlem 
Sinne). 

In  jeder  Orösenknupfung  durch  Einweben  kann  man  die  Plus- 
klammern  und  die  Malklammern  ohne  Weitres  fetsen  öder  weglassen, 
und  die  BeziehungsUainmern  auflöten,  indem  man  jedes  Stück  des 
einen  Pacht  (des  einen  Faktors)  mit  jedem  Stücke  des  andern  einwebt 
ujid  die  Zeuge,  fugt.    Das  Zeug  ist  wieder  eine  Einfaohgröse. 

Beweis:  Nach  105  gilt  die  Grundformel  der  Einigung  für  Fache 
(für  Faktoren),  alfo  gilt  nach  30  bis  34  auch  das  Gefetz  der  Einigung 
für  Fache  (für  Faktoren).  Die  übrigen  TeiM  des  Satf.es  gelten  aber 
nach  dem  Gefetze  des  Webens  (nach  93)/      *   ; 

d.     Das  Verwebert. :  ; 

107.  Erklärung  des  Verwebens.  Das  Verweben  (die  Multipli- 
kation im  engen  Sinne)  heist  das  Weben,  /wenn  für  die  Fache  (für 
die  Faktoren)  auser  der  Orundforinel  der  Einigung  auch  die  Grund- 
formel der  Vertauschung  gilt. 

108.  Grundformel  des  Verwebens  (dej,  Multiplikation  im 
engen  Sinne).  .  ■ . ,- .  _    . 

Beim  Verweben  lassen  fich  zwei  Einfache  (zwei  Elemente)  vertauschen. 

109.  Gefetz  des  Verwebens  (der  Multiplikation  im  engen 
Sinne). 

In  jeder  Orösenknupfung  durch  Verweben  kann  man  ohne  Aende* 
rung  des  Wertes  die  Plusklammern  und  die  Malkammern  beliebig 
fetzen  oder  weglassen,  die  Ordnung  der  Fache  (der  Faktoren)  beliebig 
ändern  und  die  Beziehungsklammern  auflöfen,  indem  man  jedes  Stück 
des  einen  Fachs  (des  einen  Faktors)  mit  jedem  des  andern  verwebt 
und  die  Zeuge  zufügt.    Das  Zeug  ist  wieder  eine  Einfachgrdse. 

Beweis:  Nach  108  gilt  die  Grundformel  der  Vertauschung,  alfo 
nach  36  bis  38  auch  das  Gefetz  der  Vertauschung.  Der  übrige  Teil 
des  Satzes  gilt  nach  dem  Gefetze  des  Einwebens  (106). 

Für  die  Verwebung  empfehlen  fich  zur  Uebung  wieder  einige  Beispiele,  wie: 
abc  (a  -(-  b  -|-  c)  =  aabc  -f-  abbe  -f-  abec 
(a+b)(a-|-b)(a-f  b)  =  aaa+3aab+3abb-f  bbb  u.  f.  w. 

Bis  hieher  mussten  wir  die  Grösenlehre  entwickeln,  ehe  wir  zur  Zahlen- 
lehre Übergehen  konnten.  Alle  Zahlen  find  nämlich  durch  Zufügen  der  Eins 
gewonnen;  wir  mussten  demnach  erst  den  Begriff  der  Eins  haben v  ehe- wir  zur 
Zahlenlehre  übergehen  konnten.  ...  v .  - 
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Erklärung.     Die   Formenlehre   oder  Mathematik  ist  der-  110. 
jenige  Zweigstamm  der  Grösenknüpfung,  für  den  äusere  Fügung  gilt, 
d.  h.   für   den  fämmtliche   durch   fortschreitendes  Zufügen   desfelben 
Einfachen  entstandene  Orösen  einander  ungleich  find,  fofern  das  Ein- 
fache ungleich  Hüll  ist. 

Erklärung.     In   der   Formenlehre    oder   Mathematik,    zu  111. 
der  wir  jetzt  übergehen,  heist  das  Einfache  oder  Element  eine  Einheit 
(die  henötes,  die  monas). 

Erklärung.     Die  Formenlehre  oder  Mathematik  zerfallt  in  zwei  112. 
Hauptzweige:    die    Rechenlehre    oder    die    Analyfis    und    die 
Dehnlehre  oder  die  Synthefis. 

Jeder  diefer  beiden  Hauptzweige  der  Mathematik  entwickelt  zwei 
Zweige,  einen  niedern  und  einen  höhern. 

Die  Formenlehre  oder  Mathematik  zerfällt  demnach  im  Ganzen 
in  vier  Zweige:  die  Zahlenlehre  (Arithmetik)  oder  die  niedere 
Analyfis,  die  Folgelehre  (Funktionenlehre)  oder  die  höhere  Analyfisf 
die  Ausdehnungslehre  oder  die  niedere  Synthefis  und  die  Erwei- 
terungslehre oder  die  höhere  Synthefis. 

Wir  behandeln  im  Folgenden  zunächst  die  Zahlenlehre. 


X.  ürMMMnn,  Zahlenlahm. 


113.  50 


Erster  Abschnitt  der  Zahlenlehre:  Die  niedere 

Zahlenlehre    oder   die   elementare   Zahlenlehre 

enthaltend  die  Lehre  von  den  Rechnungen  mit 

den  ganzen  Zahlen  und  den  Brüchen. 


113.  Erklärung.      Die    Zahlenlehre    oder   die   Arithmetik    (die 

arithmetikf)  heist  der  Zweig  der  Grösenknüpfhng,  in  welchem  nur 
eine  Einheit,  die  Eins,  und  die  durch  fortschreitendes  Eugen  der 
Eins  entstandenen  Grösen,  die  Zahlen,  fowie  die  durch  Knüpfung  von 
Zahlen  erzengten  Grösen  behandelt  werden. 

Die  Zahlenlehrc  zerfällt  wie  die  Formenlehre  in  vier  Abschnitte:  die 
niedere  Zahlenlehre,  welche  die  Lehre  von  den  vier  elementaren  Rech« 
nungen:  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation  und  Divißon  mit  ganzen  Zahlen 
und  mit  Brüchen  behandelt,  die  höhere  Zahlen  lehre,  welche  die  Erhöhung 
oder  Potenzirung  und  die  Vertiefung,  Radizirung,  wie  die  Lehre  von  den  Loga- 
rithmen behandelt,  die  dehnende  Zahlen  lehre,  welche  uns  die  komplexe 
Gröse  und  die  Winkelfunktionen  vorführt,  und  endlich  die  erweiternde 
Zahlenlehre,  welche  uns,  in  den  höhern  Gleichungen  die  höchste  Blüte  der 
Zahlenlehre  bietet. 

Der  erste  Abschnitt  oder  die  niedere  Zahlenlehre  ist  die  arithmetike"  im 
Sinne  der  alten  Griechen. 

Die  Entwicklung  wird,  wenn  man  die  Grösenlehre  vorausfetzen  darf,  un- 
gemein einfach  und  kurz  und  führt  bis  v.u  der  unbegrenzten  Aufstellung  aller 
Brüche,  fowie  zu  der  Bruchgleichung  oder  Proportion  und  ihrer  Anwendung  in 
der  Regeldetri  und  zu  den  Gleichungen  ersten  Grades. 

Es  ist  diefer  Abschnitt  trotz  feiner  Einfachheit  in  fast  allen  Lehrbüchen» 
der  Zahlenlehre  höchst  unwissenschaftlich  behandelt;  kein  Abschnitt  enthält  foviel 
Trugschlüsse,  als  gerade  diefer  elementare  und  grundlegende  Abschnitt.  Nirgends 
find  die  Trugschlüsse  aber  auch  verderblicher  als  gerade  hier;  iie  verwirren  die 
Köpfe  der  Lernend  en.  machen  Iie  unklar  und  unlieber,  dass  fie  nicht  wissen,  was 
gilt,  und  was  nicht  gilt,  und  schaden  dadurch  dem  Fortschritte  und  dem  strengen 
mathematischen  Denken  unfnglich. 
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Das  vorliegende  Werk  vermeidet  diefe  Trugschlüsse*,  es  schlägt  den  streng 
wissenschaftlichen  Weg  ein.  Es  ist  aber  Oberaus  wichtig,  dass  der  Lernende 
nicht  Mos  die  Sätze  richtig  mathematisch  in  Formeln  oder  logisch  in  Sätzen 
ableiten  lerne,  fondern  er  muss  diefelben  auch  fofort  praktisch  anwenden  und 
gebrauchen  lernen.  Um  dies  zu  erzielen,  habe  ich  bei  jedem  Satze  Beispiele  in 
Zahlen  gegeben,  welche  den  Satz  anschaulich  machen  und  dem  Verständnisse 
näher  fahren.  Aber  diefe  Beispiele  genügen  allein  auch  nicht.  Die  Sätze 
müssen  durch  zahlreiche  Uebungen  in  Fleisch  und  Blut  übergeführt  werden. 
Der  Mathematiker  muss  die  Sätze  beherrschen  und  fie  mit  Leichtigkeit  und 
voller  Sicherheit  anwenden  können,  dazu  bedarf  er  aber  bedeutender  Uebungen, 

Der  Verfasser  hat  daher  eigene  „Mathematische  Uebungshefte"  heraus- 
gegeben, welche  die  praktische  Anwendung  und  Einübung  der  mathematischen 
Gefetze  lehren.  Das  erste  Heft  entspricht  ganz  dem  ersten  Abschnitte  der 
Zahlenlehre.  Von  den  andern  mathematischen  Uebungsbü ehern  unterscheidet  es 
/ich  dadurch,  dass  es  zunächst  die  Regeln  kurz  aufstellt  und  dann  die  Reihen- 
folge der  Aufgaben  fo  ordnet,  dass  jeder  Schüler  die  Aufgaben  der  Reihe  nach 
felbstftndig  und  ohne  fremde  Hülfe  löfen  kann. 

In  dem  vorliegenden  ersten  Abschnitte,  d.  h.  in  der  niedern  oder  elemen- 
taren Zahlenlehre  behandeln  wir  zunächst  das  Zählen  oder  die  Bildung  der 
Zahlen,  d.  h.  den  einfachsten  oder  elementarsten  Teil  der  niedern  Zahlenlehre; 
dann  behandeln  wir  die  erste  Ordnung  der  Zahlenknüpfung  oder  das  Addiren 
and  Subtrahiren,  fowie  die  Strichzahlen  und  die  benannten  Zahlen*,  demnächst 
gehen  wir  zur  zweiten  Ordnung  der  Zahlenknüpfung  über  oder  zum  Multipli- 
ziren  und  Dividiren  mit  den  benannten  Zahlen  und  mit  den  Brüchen  und 
kommen  schließlich  zu  den  Bruchgleichungen  und  den  Gleichungen  ersten  Grades, 
mit  denen  die  niedere  oder  elementare  Zahlenlehre  schürst. 


5.     Das  Zählen  oder  die  Bildung  der  Zahlen. 

Erklärung.     Die  Zahlen   (die  arithmoi,   die  nnmeri),   welche  114. 
direh  fortschreitendes  Fügen   der  Eins   entstehen,   werden  fämmtlich 
einander  ungleich  gefetzt. 

Die  Bedingung,  dass  alle  durch  fortschreitendes  Fügen  derfelben  Einheit 
entstandenen  Zahlen  einander  ungleich  fein  müssen,  haben  zuerst  die  Gebrüder 
Grassmann  1847  in  ihrer  gemeinfamen  Arbeit  über  Arithmetik,  demnächst  zuerst 
der  eine  derfelben,  H.  Grassmarn,  in  feiner  „Arithmetik",  Stettin  1860,  Berlin 
1861,  Seite  3,  und  der  andre  R.  Grass  mann  in  feiner  „Zahlen  lehre",  Stettin  1872 
Seite  9  gestellt.  Ganz  unabhängig  von  ihnen  hat  der  ausgezeichnete  Mathematiker 
Schroeder  „Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra.  Erster  Band."  Leipzig  1872, 
Seite  68,  diefelbe  Bedingung  aufgestellt.  In  der  Tat,  wenn  man  diefe  Bedingung 
auslaset,  fo  gilt  kein  Satz  des  Abziehens,  des  Teilens  und  des  Tiefens  und  Logens, 
wie  wir  dies  an  den  betreffenden  Stellen  fehen  werden. 

In  den  Lehrbüchern  der  Zahlenlehre  werden  die  Zahlen  fast  immer  fo 
erklärt,  dass  Ae  durch  fortschreitendes  Zufügen  derfelben  Einheit  e  entstanden 
feien,  wo  e  eine  beliebige  Grftse  fein  kann.     Dann  aber  muss  eine  zweite  Be- 
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dingung  hinzugefügt  werden,  das*  nämlich  die  Einheit  e  ungleich  Null  und  auch 
ungleich  unendlich  gefetzt  werden  muss.  Diefe  Bedingung  aber  ist  bis  jetzt  in 
allen  Lehrbüchern  der  Zahlenlehre  überfehen  worden;  dennoch  muss  fie,  wenn 
man  die  Einheit  e  einführt,  aufgestellt  werden,  fofern  man  streng  wissenschaftlich 
fein  will.  Selbst  in  H.  Graasmann,  Arithmetik,  Stettin  1860  und  in  R.  Grassmaiu» 
Zahlenlehre,  Stettin  1872  ist  es  überfehen  worden,  diefe  Bedingung  einzuführen. 
Diefelbe  erscheint  zuerst  in  der  Grösenlehre  des  Verfassers  von  1889  und  in 
diefem  Werke.  Wie  notwendig  diefelbe  ist,  ergiebt  üch  aber  fofort,  wenn  man 
statt  der  Einheit  e  die  Gröse  0  oder  die  GrÖse  oo  einführt.  Denn  es  ist 
0-|~0  =  0  nach  73,  wenn  alfo  0  als  Einheit  gefetzt  wird,  fo  ist  nicht  mehr 
e  +  e  £  e.  Ebenfo  ist  a  -f-  oo  =rx,  wenn  alfo  oo  als  Einheit  e  gefetzt  wird,  fo 
ist  nicht  mehr  a  +  e  ^  a.  Es  darf  alfo  in  der  Zahlenlehre  nie  0  oder  oo  als 
Einheit  gefetzt  werden.  Wir  fetzen  deshalb  in  der  Zahlenlehre  entweder  jede 
Einheit  stets  endlich  und  ungleich  Null  und  können  dann  künftig  diefe  Bedin- 
gung weglassen,  oder  wir  fetzen  noch  viel  einfacher  nur  die  Eins  als  die 
Einheit,  welche  wir  zufügen  und  leiten  daraus  die  andern  Zahlen  ab,  wie  es 
hier  geschehen  ist  und  wie  es  das  einfachste  und  zugleich  das  wissenschaft- 
lichste ist. 

Alle  durch  fortschreitendes  Fügen  der  Eins  oder  auch  der  Einheit  e  er- 
zeugten Zahlen  a  und  übrigens,  fofern  e  endlich  und  ungleich  Null  ist,  gleich 
falls  endlich  und  ungleich  Null.  Denn  wie  weit  auch  der  Mensch  das  Zählen 
fortfetzen  möge,  fo  bleibt  er  doch  immer  bei  einer  endlichen  Zahl  stehen;  die 
durch  fortschreitendes  Zählen  erzeugte  Zahl  a  kann  alfo  nie  unendlich  werden. 
Die  durch  fortschreitendes  Zählen  der  Eins  oder  des  e  erzeugte  Zahl  a  kann 
aber  auch  nie  Null  werden;  denn  wäre  die  Zahl  a  gleich  Null,  fo  wäre 
a  +  e  =  0  +  e  =  e  nach  73,  was  gegen  die  Erklärung  110,  wie  114  wäre. 
115.  Grundformel  für  das  Zählen. 

m  -j-  n  m 

Es  ist    S     1  >  S  1  oder  f+  H h  1  +  •  •  +  1  £  1  +  1  +  •"•  -f  1 

l,mfu  l,m 

Sämmtliche  durch  fortschreitendes  Fügen  der  Einheit,  d.  h.  durch 
Zählen  entstandene  Zahlen  find  einander  ungleich. 

Da  alle  Zahlen,  welche  durch  fortschreitendes  Fügen  der  Eins  entstehen, 
einander  ungleich  find,  fo  würde  es  unwissenschaftlich  fein,  wollte  mau  auch 
nur  zwei  diefer  Zahlen  mit  einander  verwechfeln.  Jede  Zahl  muss  demnach  ihr 
eigenes  Zeichen  und  ihren  eigenen  Namen  haben,  der  eine  Verwechselung  mit 
andern  Zahlen  unmöglich  macht.  Die  Aufgabe,  alle  Zahlen  zu  bezeichnen  und 
zu  benennen,  ist  alfo  die  erste,  die  an  uns  herantritt. 

Wenn  man,  wie  in  fast  allen  Lehrbüchern  der  Zahlenlehre,  die  Zahlen 
durch  fortschreitendes  Zufügen  einer  beliebigen  Einheit  entstehen  lässt,  fo  kann 
man  jede  beliebige  endliche  Gröse,  welche  ungleich  Null  ist,  als  Einheit  fetzen 
und  muss  dann,  da  auch  die  Zahlen  verschiedener  Einheit  verschieden  find, 
z.  B.  die  Zahl:  Mensch  -+-  Mensch  verschieden  ist  von  Apfel  -|-  Apfel,  die  Zahlen 
verschiedener  Einheiten  unterscheiden.  Wir  müssen  dann  alfo  auch  für  jede 
Zahl  jeder  andern  Einheit  e  ein  andres  Zeichen  und  einen  andern  Namen  haben. 
Die  Einführung  der  Einheit  e  an  diefer  Stelle  macht  alfo  die  Sache  unnütz  ver- 
wickelt ja  die  Namengebung  geradezu  unmöglich. 
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Der  einzig  einfache  und  brauchbare  Weg  ist  olfo  der,  dass  man  alle  Zahlen  nur 
durch  fortgefetztes  Zufügen  der  Eins  entstehen  l&sst,  wie  das  hier  geschehen  ist. 
Da  beim  Zahlen  alle  durch  fortschreitendes  Zufügen  der  Eins  entstandenen 
Zahlen  einander  ungleich  find,  fo  bedarf  man  auch  felbst  hier  für  jede  Zahl 
einen  eigenen  Kamen  und  ein  eigenes  Zeichen;  da  man  aber  durch  fortgefetztes 
Zufügen  der  Eins  unzählig  viele  Zahlen  bilden  kann,  fo  gebraucht  man  auch 
unzählig  viele  Namen  und  Zeichen. 

Da  andrerfeits  alle  Mathematiker  fich  bei  demfelben  Zeichen  und  demfelben 
Namen  auch  stets  diefelbe  Zahl  denken  müssen,  fo  müssen  die  Namen  und  die 
Zeichen  leicht  kenntlich  und  leicht  zu  behalten  fein  und  müssen  bereits  wenige 
Namen  genügen,  um  fämmtliche  Zahlen  zu  bezeichnen. 

Die  Löfang  diefer  Aufgabe  hat  den  alten  Völkern  grose  Schwierigkeit 
gemacht  Die  alten  Völker,  wie  die  Egypter.  die  Phönizier  und  die  Griechen 
wandten  für  die  Bezeichnung  der  Zahlen  teils  die  Buchstaben  an  nach  der  Reihe 
des  Alphabets,  teils  Zeichen,  welche  die  Anzahl  der  Striche  zahlten,  wie  I,  II,  111, 
and  konnten  damit  nur  wenige  Zahlen  bezeichnen.  Vollkommner  war  bereits 
ihre  Bildung  der  Namen  für  die  Zahlen*,  aber  auch  diefe  war  noch  zum  Teil 
fehlerhaft  und  find  dadurch  auch  Fehler  in  unfere  jetzigen  Zahlnamen  gekommen. 

Die  Zeichen  find  zuerst  vollkommner  geworden,  feitdem  die  Inder  im 
Mittelalter  das  Zeichen  der  Null  eingeführt  haben  und  die  fogenannten  arabischen 
Ziffern  aus  Egypten  durch  die  Araber  nach  Europa  verpflanzt  find.  Die  Namen  und 
Zeichen  der  Zahlen  find  darnach  die  in  den  folgenden  Nummern  aufgeführten. 
Die  bisherigen  Lehrbücher  der  Zahlenlehre  haben  es  verßiumt,  die  Zeichen 
and  Namen  der  Zahlen  hier  aufzuführen ;  dennoch  ist  diefe  Aufführung  schlecht- 
hin geboten  und  wird  zur  Entfernung  grober  Missbräuche  in  der  Benennung 
der  Zahlen  Anlass  geben. 

Erklärung.     Die   Namen  und   Zeichen   der   ersten  zehn  116. 
Zahlen  oder  der  Einer.     Die  Zeiohen  der  Zahlen  heiseu  Ziffern. 

a.  Die  Bull  (Zeiohen  0)  ist  die  Gröse,  welche  zu.  jeder  Gröse  ohne 
Aendrung  des  Wertes  gefügt  werden  kann. 

b.  Die  Eins  (Zeiohen  1)  ist   die  Einheit   der  reinen  Zahlen,  fhr 
welche  1  •  e  =  e  ist.  |  | 

c.  Die  Zwei  (Zeichen  2)  ist  eins  plus  eins.  ||  || 

d.  Die  Drei  (Zeichen  3)  ist  iwei  plus  eins.  |||  ||| 

e.  Die  Vier  (Zeichen  4)  ist  drei  plus  eins.  ||j|  |||| 
t  Die  Fünf  (Zeichen  5)  ist  vier  plus  eins.                 ||||  |j|| 

g.  Die  Sechs  (Zeichen  6)  ist  fhnf  plus  eins.  |||L        |||L 

h.  Die  Sieben  (Zeichen  7)  ist  fechs  plus  eins  ||||.|        ||||.  | 

i.  Die  Acht  (Zeichen  8)  ist  fieben  plus  eins.  ||||ft|{|       |||fa||| 

k.  Die  Neun  (Zeichen  9)  ist  acht  plus  eins. 

L  Die  Zehn  (Zeichen  10)  ist  neun  plus  eins. 
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117.  Erklärung.    Die  Namen  und  Zeichen  der  höhern  Zahlen. 

Um  auch   die  höhern  Zahlen  bezeichnen   zu  können,   giebt  man  den 
Ziffern  verschiedene  Stellen. 

Der  Wert  der  Ziffer  richtet  lieh  nach  der  Stelle,  auf  welcher 
fie  steht.  Die  Stelle  links  vom  Komma  oder,  wenn  kein  Komma  steht, 
die  letzte  Stelle  reohts  heist  die  nullte  Stelle;  die  Stelle  links  neben 
der  nullten  Stelle  heist  die  erste  Stelle;  die  ate  Stelle  links  neben 
der  nullten  Stelle  heist  die  ate  Stelle. 

Jede  Ziffer  hat  auf  der  nullten  Stelle  den  einfachen  Wert;  fie 
hat  auf  der  a  +  lten  Stelle  den  zehnfachen  Wert  als  auf  der  aten 
Stelle. 

Die  Eins  heist  auf  der  ersten  Stelle  zehn  (Zeichen  10),  auf  der 
zweiten  Stelle  hundert  (Zeichen  100),  auf  der  dritten  Stelle  taufend 
(Zeichen  1000),  auf  der  vierten  Stelle  zehntaufend  (Zeichen  10000), 
auf  der  fünften  Stelle  hunderttaufend  (Zeiohen  100000)  und  auf 
der  fechften  Stelle  Million  (Zeichen  JLOOOOOO). 

Beim  Lefen  der  Ziffern  beginnt  man  mit  der  Ziffer  der  höchsten 
Stelle  und  schließt  mit  der  der  niedrigsten  Stelle. 

Beispiele:  8221  gelefen  dreitaufend  zweihundert  zwanzig  und  eins. 
5006  gelefen  flinftaufend  und  fechs. 

Beim  Lefen  der  Ziffern  und  bei  der  Benennung  der  Zahlen  ist  aber  bereits 
in  den  ältesten  Zeiten  eine  Verwirrung  eingetreten,  welche  auch  jetzt  noch  fort- 
dauert und  welche  befeitigt  werden  muss.  Es  ist  klar,  dass  die  kleine  Zahl  vor 
dem  Namen  der  Stellenzahl  (taufend,  hundert  pp.)  die  Anzahl  bestimmt,  wie 
viel  mal  diefe  Stellenzahl  genommen  werden  foll,  fo  ist  drei  Taufend  — 
1000  +  1000  +  1000  =  8  - 1000  =  3000,  fo  dreihundert  =  100  +  100  +  100  = 
3  •  100  =  800,  fo  ist  hundert  und  zwei  Taufend  =  102  .  1000  =  102000.  Es 
ist  dies  nicht  nur  eine  allgemeine  Regel  bei  der  Namengebung  der  Zahlen, 
fondern  bei  jeder  Benennung,  fo  ist  3  Mas  =  3-1  Mas,  fo  3  Pfund  =  3  •  1  Pfund, 
fo  3  Mark  =  3  •  1  Mark.  Dagegen  muss  die  Zahl  niederer  Stelle  bei  der  Be- 
nennung stets  auf  die  Zahl  höherer  Stelle  folgen.  Hienach  bezeichnet  der 
deutsche  Name  dreizehn  unzweifelhaft  8  •  10  =  30.  Dagegen  muss  die  Zahl  13 
im  Deutschen  nicht  dreizehn,  fondern  zehn  drei  genannt  werden,  ebenfo  muss 
die  21  im  Deutschen  nicht  ein  und  zwanzig,  fondern  zwanzig  eins  genannt 
werden  u.  f.  w.,  wie  dies  bei  den  Franzofen  richtig  geschieht.  Es  ist  diefe 
sprachliche  Verwirrung  bei  den  Zahlnamen  aber  schon  eine  fehr  alte;  schon 
2000  vor  Chr.  herrscht  diefelbe  im  Sanskrit.  So  heist  in  den  Veden  trisata  800 
und  trisapta  3.  7,  aber  daneben  tragödasan  13  u.  f.  w.  Im  Griechischen  und 
Lateinischen  gehen  die  Formen  drei  und  zehn  und  zehndrei,  ein  und  zwanzig 
und  zwanzig  eins  durch  einander,  in  neuerer  Zeit  haben  die  Deutschen  die  un- 
richtige erste  Form,  die  Franzofen  die  richtige  zweite  Form  angenommen.  Die 
Deutschen  müssen  hier  die  jetzt  übliche  Form  der  Zahlnamen  ändern  und  die 
richtige  Form  annehmen.    Es  ist  dies  eine  fehr  leichte  Sache,  welche  auch  bereits 
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vielfach  im  kaufmannischen  Verkehre  angewandt  wird.  Das  „undtf  wird  zweck- 
mäßig nur  bei  der  Ziffer  der  letzten  Stelle  angewandt. 

Auch  für  die  höhern  Stellen  empfiehlt  fich  eine  andre  Benennung  der 
Stellen;  diefe  kann  aber  nur  durchgeführt  werden,  wenn  alle  Gelehrten  darin 
übereinkommen.  Bis  dahin  muss  es  bei  der  jetzigen  Sitte  bleiben.  Es  wird  aber 
wenigstens  erlaubt  fein,  einen  Vorschlag  zu  machen,  wie  die  Sache  geordnet 
werden  kann.  Alle  gebildeten  Völker  haben  jetzt  ein  zehnteiliges  Zahlenfystem ; 
dazu  gehört  aber  auch,  das»  die  Stellen  zehnteilig  geordnet  werden.  Die  Billion 
Tollte  darnach  10  Stellen,  nicht  aber  12  Stellen  haben,  die  Million  follte  5,  nicht 
aber  6  Stellen  links  von  der  nullten  Stelle  erhalten;  ich  erlaube  mir  daher  den 
Vorschlag  zu  machen,  dass  man  10 l0  eine  Bill,  105  eine  Mill  nenne.  Man  könnte 
dann  10*  eine  Myr  nenneu,  auch  könnte  man  etwa  statt  Taufend  und  statt  Hundert 
die  abgekürzten  Formen  „Daus"  und  „Hun"  einführen,  welche,  wie  die  Sprach- 
geschichte be weift,  ebenfo  gut  find,  wie  jene  gewöhnlichen  längeren  Wort- 
foroien.  So  lange  aber  ein  folcher  Vorschlag  nicht  allgemein  angenommen  ist, 
muss  es  bei  der  jetzigen  Sitte  bleiben. 

Der  Satz  117  von  den  verschiedenen  Stellen  der  Zahlen  wird  in  den  Lehr- 
büchern der  Zahlenlehre  oder  Arithmetik  fast  immer  erst  nach  der  Lehre  von 
den  Potenzen  bei  den  Reihenzahlen  vorgetragen;  aber  ganz  mit  Unrecht.  Die 
Zahlen  höherer  Stellen  find  von  den  Indern  und  Arabern  um  500  bis  800 
il  Chr.  eingeführt,  lange  bevor  man  Potenzen  kannte,  welche  erst  1585  n.  Chr. 
in  Europa  eingeführt  find.  Ebenfo  werden  die  Zahlen  höherer  Stellen  von  den 
Kindern  bereits  in  der  untersten  Klasse  der  Elementarschule  gebildet  und  benutzt, 
lange  bevor  Xie  von  den  Potenzen  eine  Ahnung  haben.  Die  Lehre  von  den 
höhern  Stellen  muss  alfo  hier  bei  der  Bildung  der  Zahlen  vorgetragen  werden 
und  wird  in  den  folgenden  Nummern  ihre  Entwicklung  finden.  Mit  der  Potenz- 
lehre hat  fie  gar  nichts  zu  tun. 

Satz.  a  +  (b  +  l)  =  a  +  b  +  l  118. 

Für  die  Zahlen  gilt  die  Grandformel  der  Einfügung:  Statt  zu  dem 
«weiten  Stücke  eine  Eins  zu  fügen,  kann  man  fie  zu  der  Summe 
ftgen  und  statt  zu  der  Summe  eine  Eins  zu  fügen,  kann  man  fie  zum 
zweiten  Stucke  fügen. 

Wir  haben  schon  oben  bemerkt,  dass  man  in  allen  Zweigen  der  Grösen- 
knfipfung  die  Grundformel  der  Einfügung  und  daraus  hervorgehend  das  Gefetz 
der  Einfügung  gelten  Ifisst,  da  nur  in  dem  Falle,  wenn  dies  gilt,  eine  höhere 
Ordnung  der  Grösen knüpfung  möglich  ist.  Haben  wir  aber  diefe  Grund formel, 
fo  geht  daraus  die  ganze  Zahlbildung  für  höhere  Stellen  hervor,  fofern  man 
noch  das  Gefetz  aus  116  für  den  Uebergang  der  9  in  die  10  beachtet,  dass 
nämlich  10  =  9  -f-  1. 

8atz.    Wenn  auf  einer  Stelle  die  Ziffer  neun  steht  und  es  wird  119. 
noch  eine  Eins  auf  der  Stelle  zugefügt,  fo  wird  dafür  auf  diefer  Stelle 
eine  Null  und  auf  der  nächst  höhern  Stelle  eine  Eins  gefetzt. 

Es  wird  zweckmäsig  fein,  die  Bildung  der  höheren  Zahlen  nach  diefen 
Sätzen  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen. 
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Es  ist  11  =  10  +    1. 

12  =  10  +    2  =  10  +  (1  +  1)  .  -  (10  +  1)  +  1  ^-.  11  +  1 

(nach  116c  und   118) 

13  ^  10  +    3  =-  10  +  (2  -{-  1)  --  (10  +  2i  +  1  —  12  +  1 

(nach  116d  und   11«) 

14  -r  10  -L-    4  --=  10  +  (3  +  1)  =  (10  +  3)  +  1  ^  13  +  1 

(nach  116e  und   118) 

15  =  10  +    5  ==  10  +  (4  +  1)  =  (10  +  4)  +  1  =  14  +  1 

(nach  116f  und  118) 

16  -  -  10  4-    6  —  10  +  (5  4-  1)  =z  (10  +  5)  -H  1  .-  15  +  1 

(nach  116g  und  HSj 

17  =  10  4-    7  =  10  +  (6  +  1)  =-.  (10  +  6)  4-  1  -  16  +  1 

(nach  116h  und  118) 

18  =  10  +  8  =  io  4-  (7  4-  D  =  (io  +  7)  4-1  =17  +  1 

(nach  116i  und  118) 

19  =  10  4-    9  =  10  4-  (8  4-  1)  .-.  (10  +  8)  +  1  --=  1.8  4- 1 

(nach  116  k  und  118) 

20  =  10  +  10  =  10  4-  (9  4-  1 )  =  (10  +  9)  4-  1  =  19  4-  1 

(nach  116.1  und  118) 
u.  f.  w.  ganz  in  gleicher  Weife  bis  99  bez.  bis  999. 

99  4-  1  =  (90  4-  9)  4-  1  =  90  4-  (9  4-  1)  ==  90  4-  10  =  100, 

999  4-  1  ^  (900  +  99)  4-  1  =  900  4-  (99  4-  1)  =  900  4-  100  =  1000 
u.  f.  w. 

Man  kann  alfo  auch  bei  der  obigen  Namengebung  und  Bezeichnung  doch 
fehr  wohl  die  Bildung  der  Zahlen  durch  die  fortschreitende  Fügung  von  Eins 
festhalten,  dass  alfo  20  nicht  durch  10  4-  10,  fondern  durch  19  4-  1,  dass  100 
nicht  durch  10  •  10,  fondern  durch  99  4-  1  erklärt  und  gewonnen  wird.  Es  ist 
dies  der  einzige  einfache  oder  elementare  Weg  der  Zahlbildung,  auf  dem  die 
Kinder  die  Zahlen  beim  Zählen  bilden  lernen  und  ist  auch  der  einzig  wissen- 
schaftliche Weg. 

6.     Das  Zufügen  und  das  Abziehen,  die  Strichzahl  und  die 

benannte  Zahl. 

A.     Das  Zufügen  der  Zahlen. 

Wir  haben  schon  oben  in  118  gefehen,  dass  in  der  Zahlenlehre,  wie  in 
allen  Zweigen  der  Grösenknüpfung  die  Grundformel  der  Einfügung  oder  der 
Einigung  für  die  Fügung  gefetzt  wird,  da  es  nur  in  dem  Falle,  wenn  Einigung 
gilt,  eine  höhere  Ordnung  der  Zahlenknüpf ung  geben  kann.  Die  Grundformel 
der  Vertauschung  gilt  felbst verständlich,  da  nur  gleiche  Einheiten,  d.  h.  gleiche 
Einfen  1  4~  1  gefügt  werden. 
120.  Grundformeln  der  Zahlenfügnng. 

a  4-  (b  4-  1)  =  a  4-  b    i    1  1  +  1'  =  1'  4-  1 

Für  die  Zahlenfügnng   gelten   die   Grundformeln  der  Einfügung  und 
Zufiigung  oder  der  Einigung  und  Vertauschung. 
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Satz.    Das   Zufügen   einziffriger  Zahlen   oder   das  Eins  121. 
und  Eins.     Um  das  Eins  und  Eins  für  die  einsilbige  Zahl  zu  bilden, 
fugt  man  zu  der  Zahl  a  erst  1,  dann  2,  und  fo  fortschreitend,  nach* 
dem  man  a  +  b  gefunden  hat,  die  Summe  a  -f-  (b  +  1)  =  *  +  D  +  1» 
bis  man  zu  a  +  10  gelangt. 

Beweis:  Unmittelbar  aus   120. 

Ein  Beispiel  wird  die  Sache  klar  macheu.    Sei  das  Eins  und  Eins  für  acht 
mi  bilden,  alfo  8  +  1,  8f  2.  8  +  3  u.  f.  w.     So  füge  man 
8  +  1  -.=  9 

8  +  2^-8  +  (1  +  1)  =  (8  +  1)  +  1  =,    9  +  1  =  10  (nach  118) 

8  +  3  =  8  +  (2  +  l)  =  (8  +  2)  +  1  -^  10  +  1  =  11  (nach  118) 

8  +  4=r8  +  (3  +  l)  —  (8  +  3)  +  1  ■=  11  +  1  =  12  (nach  118) 

8  +  5  —  8  +  (4  +  1)  -  --  (8  +  4)  +  1  =  12  +  1  =  13  u.  f.  w. 
Die  Sache  macht  hienach  gar  keine  Schwierigkeiten.  Das  Eins  und  Eins  ist  demnächst 
bis  zu  schlechthiniger  Sicherheit,  welche  jeden  Irrtum  unmöglich  macht,  zu  lernen. 
Ganz  ebenfo  verfährt  man  beim  Zufügen  der  Ziffern  höherer  Stellen,  z.  B. 
8000  +  1000  =rr  9000} 

800<+2000=8000+(1000+1(^ 

und  übt  auch  diefe  Znfügnng  bis  zu  vollster  Sicherheit  ein.     Dann  geht  man 

in  dem  Gefetze  der  Zahlenfügung  über. 

Gefetz    der  Zahlenfügung.     In  jeder  Knüpfung   der  Zahlen  122. 
durch  Fügen   gilt  das  Gefetz   der   Znfügnng,   d.  h.   man  kann  ohne 
Aendrnng   des  Wertes   die  Plnsklammera   beliebig  fetzen  oder  weg- 
lassen und  die  Ordnung   der  Sttioke   beliebig  ändern,   die  Summe  ist 
wieder  eine  Zahl. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  78  und  81,  da  77  und  80  gilt. 
Satz.     Das  Zufügen  mehrziffriger  Zahlen.     Beim  Zufügen  123. 
mehraiffijger  Zahlen  zerlegt  man  jede  Zahl  in  foviel  Stücke,   als  fie 
geltende  Ziffern  (d.  h.  Ziffern  ungleich  Hüll)  hat,  fo  dass  jedes  Stück 
nur  eine  geltende  Ziffer  hat,   ordnet  alle  Ziffern  gleicher  Stellen  zu- 
sammen und  fugt  nun  von  der  untersten  Stelle  anfangend  die  Ziffern 
jeder  Stelle  für  fich  zu.     Wenn  die  Summe  Ziffern  höherer  Stellen    . 
ergiebt,  fo  fügt  man  diefe  bei  den  betreffenden  Stellen  mit  zu. 
Beweis:  Unmittelbar  aus  122. 
Beispiel.    Sei  325  +  287  zu  nehmen,  To  fetze  man 

325  +  287  =  (300  -f  20  +  5)  +  (200  +  80  +  7) 
=  (300  +  200)  +  (20  +  80)  +  (5  +  7) 
=  (300  +  200)  +  (20  +  80)  +  12 
=  (300  +  200)  +  (20  +  80  +  10)  +  2 
=  (300  +  200)  +  110  +  2 
=  (300  +  200  +  100)  +  10  +  2 
—  600  +  10  +  2  =  612. 
Hieraus  ergiebt  üch  unmittelbar  folgende  praktische  Rechenregel. 
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124.  Satz.     Rechenregel    fürs  Zufügen.      Beim  Zufügen   mehr- 

ziffijger  Zahlen  schreibt  man  die  Zahlen  fenkrecht  unter  einander,  fo 
dass  Einer  unter  Einer,  Zehner  unter  Zehner,  kurz  die  Ziffern  der 
gleichen  Stelle  fenkrecht  unter  einander  kommen,  und  fügt  dann,  von 
der  untersten  Stelle  anfangend,  die  Ziffern  jeder  Stelle  für  fich  zu. 
Wenn  die  Summe  Ziffern  höherer  Stellen  ergiebt,  fo  fügt  man  diefe 
bei  den  betreffenden  Stellen  mit  zu. 

Beispiel:  5832  +  7469  5832 

7469 


13301 

Das  Zufügen  unbeiiannter  Zahlen  ist  nun  bis  zur  grösten  Sicherheit  und 
Fertigkeit  einzuüben.  Der  Rechnende  hat  zuletzt  kurz  zu  rechnen,  d.  h.  jedes- 
mal nur  die  Summe  zu  Tagen,  ohne  die  Stücke  zu  nennen.  Ist  die  Rechnung 
vollendet,  fo  macht  man  nochmals  die  Probe.,  d.  h.  wenn  zuerst  von  unten  naeh 
oben  zugefügt  war,  fo  fügt  man  nun  von  oben  nach  unten  zu  und  prüft,  ob 
diefelbe  Summe  herauskommt.  Geschieht  dies,  fo  kann  man  ficher  fein,  das« 
man  richtig  gerechnet  hat. 

Zahlreiche  Uebungsbeispiele  bietet  das  Rechenheft  1  des  Verfassers.  Die 
Anleitung  zum  Unterrichte  und  zu  der  notwendigen  Stufenfolge  der  Hebungen 
ist  in  den  Auflöfungen  und  der  Anleitung  zum  Unterrichte  für  das  Rechenheft  I 
vom  Verfasser  gegeben. 

125.  Satz.    Für  das  Zufügen  der  Zahlen  gilt  trennbare  Knüpfung  oder: 

Wenn  a  +  b  =  a  +  c  (Annahme),  fo  ist  b  =  c  (Folgerung)  oder: 
Je  zwei  Zahlen  b  und  c,  welche  zu  derfelben  Zahl  a  gefugt  gleiche 
Summen  liefern,  find  einander  gleich. 

Beweis:  Soll  es  zwei  Zahlen  b  und  c  geben,  welche  beide  zu  a 
gefugt  die  Summe  a  +  b  =  a  +  c  geben,  fo  mus8  entweder  b  =  e 
fein  und  dann  gilt  der  Satz,  oder  es  muss  b  £  c  fein,  d.  h.  es  muss 
in  der  fortschreitenden  Zahlenreihe  die  eine  eine  andre  Zahl  als  die 
andre,  die  eine  etwa  c,  alfo  später  fein  als  die  andre  b.  Sei  dem- 
nach c  =  b  +  l  +  l  +  H =  b  +  (1  -f •  1  +  *  H )  =  b+d 

nach  122,  fo  muss  alfo  auch  a  -f  b  =  a  -{  e  =  a  +  b  +  d  fein, 
wo  d  £  0  ist.  Dies  aber  ist  unmöglich,  da  a  -f-  b  +  d  in  der  Zahlen- 
reihe später  ist  als  a  -f  b  und  alfo  aucli  ungleich  a  -f~  b  fein  muss 
nach  114.  Es  kann  alfo  nicht  b  £  c  fein,  fondern  es  muss  b  =  c  fein 
oder  es  giebt  nur  eine  Zahl  b,  welche  zu  der  Zahl  a  gefügt  die  Summe 
a  +  b  giebt,  d.  h.  es  gilt  nach  45  trennbare  Fügung. 

Da  es  bei  der  Fügung,  fofern  nnr  endliche  Grösen  gefügt  werden,  keine 
unveränderliche  Gröse  giebt,  fo  kann  hier  die  Bedingung  aus  45  und  46,  dass 
a  der  unveränderlichen  Gröse  ungleich  fein  müsse,  weggelassen  werden. 


59  Abgehen  der  Zahlen.  126  —  129: 

B»     Das  Abziehe«  der  Zahlen. 

Erklärung      Das   Abziehen   der  Zahlen    oder  das   Subtra-  126. 
hiren  (griech.  hyphairein,  lat.  snbtraheri)  heist  die  dem  Zufügen  der 
Zahlen  entsprechende   Trennung,    wo   die   Summe   a  =  b  +  c   oder 
a  =  e  --  b  und  das  eine  Stück  b  gegeben  ist  und  das  andre  Stück  c 
gefacht  wird. 

Die  Summe  a,  von  der  abzuziehen  ist,  heist  der  Vorrat  (der 
minuendns),  das  gegebene  Stück  b,  das  abgezogen  wird,  heist  der 
Absng  (der  subtractor),  das  Ergebniss  des  Abziehens  heist  der  Best 
(quod  restat)  oder  der  Unterschied  (die  differentia). 

Das  Abziehen  der  Zahlen  ist  die  Trennung,  welche  dem  Zufügen  der 
Zahlen  entspricht  da  nun  bei  dein  Zufügen  der  Zahlen  Vertauschung  der  Zahlen 
gilt,  fo  gelten  auch  für  das  Abziehen  die  Gefetze  der  Abtrennung  und  nennt 
man  daher  die  dem  Zufügen  entsprechende  Trennung  passend  ein  Abziehen. 

Den  Abzug  nennt  man  gewöhnlich  den  subtrahendus,  dies  aber  ist  fehler- 
haft und  verwirrend.  Beim  Teilen  nennt  man  die  Gröse.  welche  geteilt  werden 
füll,  den  dividendus,  die  Gröse,  welche  teilt,  den  divisor.  Entsprechend  müsstc 
beim  Abziehen  die  Gröse,  von  welcher  abgezogen  werden  Coli,  der  subtrahendns. 
die  Gröse.  welche  abzieht,  der  subtractor  heisen.  Mag  man  nun  auch  die  erste 
Grase,  den  Vorrat,  immerhin  den  minuendns  nennen,  fo  darf  man  doch  jedenfalls 
nicht  den  Abzug  einen  subtrahendus  nennen,  fondern  muss  ihn  subtractor  nennen. 

Erklärung.  Das  Zeichen  des  Abziehens  ist  ein  wagerechter  127. 
Strich  — ,  gelefen  „strich",  „ab"  oder  „minus".  Z.  B.  a  —  b  gelefen 
&  strich  b,  oder  a  ab  b  oder  a  minus  b.  Die  Zeichen  „plus  -f "  und 
„strich  — "  heisen  entgegengefetzte  Zeichen.  Eine  Gröse  mit  einem 
Strich  als  Vorzeichen  heist  eine  Strichgröse  oder  eine  negative 
Gröse;  eine  Klammer,  vor  weloher  der  Strioh  steht,  heist  eine  Strich- 
klammer. Z.  B.  —  a  ist  eine  Strichgröse,  —  (a  +  b)  ist  eine  Strich- 
klammer. 

Erklärung.  Ein  Gliederausdruok  (der  polynömos)  heist  ein  128. 
Ausdruck,  in  welchem  die  Grösen  fortschreitend  durch  Plus  oder  Strich 
(minus)  geknüpft  find;  jede  Gröse  mit  ihrem  Vorzeichen  und  ebenfo 
jede  Klammer  heist  ein  Glied  (der  nömos)  des  Ausdrucks.  So  z.  B. 
hat  der  Gliederausdruck  a  +  (b  —  c)  -  d  die  drei  Glieder  a,  -f-  (b  —  c) 
und  —  d. 

8atz.  a  =  a  +  b-b  =  a_b  +  b  129. 

Zu  einer  Zahl  eine  zweite  Zahl  fortschreitend  zuftgen  und  abziehen 
oder  fortschreitend  abziehen  und  zufügen  ändert  die  Zahl  nioht. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  49. 
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130.  Satz.  Das  Abziehen  einziffriger  Zahlen  oder  das  Eini 
von  Eins.  Ans  dem  Eins  nnd  Eins  erhält  man  unmittelbar  das  Eini 
von  Eins,  indem  man  statt  a  -j    b  =  c  nunc  —  a  =  b  fetzt. 

Beispiel.  Aus  8  +  2—10  erhält  man  10  —  8.-2,  aus  8  +  3  =  11 
erhält  man  11  —  8—3  u.  f.  w.  Das  Eins  von  Eins  ist  demnächst  wieder  bis 
zu  schlechthiniger  Sicherheit,  welche  jeden  Irrtum  unmöglich  macht,  zu  lernen. 

Ganz  ebenfo  verfährt  man  beim  Abziehen  der  Ziffern  höherer  Stellen,  z.  R 
8000  +  3000  =  11000;  11000  —  8000  -  3000  und  übt  auch  diefe  bis  zu  vollster 
Sicherheit  ein. 

131.  Gefetz  der  ersten  Ordnung  der  Zahlenlehre.  In  jeder 
Verknüpfung  von  Zahlen  durch  Zufügen  oder  Abziehen  (Addira 
oder  Subtrahiren)  kann  man  ohne  Aendrung  des  Wertes  die  Plui- 
klammern  ohne  Weitres,  die  Strichklammer  nach  Entgegensetzung  der 
Zeichen  aller  Klammerglieder  beliebig  weglassen  oder  fetzen  und  die 
Ordnung  der  Glieder  beliebig  ändern.  Das  Ergebniss  der  Verknüpfung 
ist  wieder  eine  Zahl 

Beweis:  Da  für  das  Fügen  Vertauschung  gilt  und  die  Fügung 
nach  125  eine  trennbare  Fügung  ist,  fo  gilt  nach  62  auch  das  Gefetx 
der  Vertauschung  und  Abtrennung. 

132.  Satz.  Man  kann  jede  durch  Zufügen  oder  Abziehen  (Addira 
oder  Subtrahiren)  von  Zahlen  erzeugte  Gröse,  welche  ungleich 
Hüll  ist,  als  Einheit  fetzen,  und  gelten  dann  für  alle  aus  diefer  und 
der  entgegengefetzten  Zahl  erzeugten  Zahlen  alle  Gefetze  der  ersten 
Ordnung  der  Zahlenlehre. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  63. 

133.  Satz.  +(— a)  =  —  (+a)  =  —  a  +  <+  a)  =  —  <-a)=  +a 
Eine  Strichzahl  fügt  man  zu,  indem  man  die  entsprechende  Plussahl 
abzieht  und  eine  Strichzahl  zieht  man  ab,  indem  man  die  entsprechende 
Pluszahl  zufugt  oder: 
Statt  „strich  strich"  kann  man  „plus"  und  statt  „plus  strich''  oder 
statt  „strich  plus',  kann  man  „strich"  fetzen. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  131,  indem  man  die  Klammer  auflöfL 

134.  Satz.  a  +  0  =  a  — 0  =  a 

Null  zufügen  oder  abziehen  ändert  die  Zahl  nicht. 

Beweis:  Es  ist  a  +  0  =  a  nach  116.  a.      Ebenfo  ist.  aber  auch 

a  _  0  =  a  +  0  —  0  (nach  116.a) 

==  a  (nach  129) 

135.  Satz.  0  =  a  —  a  =  —  a  +  a 

Der  unterschied  zweier  gleichen  Zählen  ist  Null  und  wenn  der  Unter- 
schied zweier  Zahlen  Hüll  ist,  fo  find  die  Zahlen  gleich. 
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Beweis:  Nach  134  ist  b  =  b  +  0.     Ebenfo  ist  nach  129 

b  =  b  +  a  —  a  =  b  -  iü  -f  a,  mithin  nach  131 

=  b  -{  (a  —  a)  =  b  -^  ( —  a  +  a)-   Alfo  ist  auch  nach  18 

b  +  ü  =  b  -t   (a  —  a)  =  b    f   (—  a  +  a). 

Mithin  ist  nach  125,  da  in  den  gleichen  Summen  das  erste  Stück  b  gleich 

ist,  auch  das  zweite  Stück  gleich,   d.  h.  es  ist  ö  =  a  —  a=  —  a  +  *• 

Satz.  Das  Abziehen  mehrziffriger  Zahlen.  Beim  Ab-  136. 
sieben  mehrziffriger  Zahlen  zerlegt  man  jede  Zahl  in  foviel  Stücke 
all  fie  geltende  Ziffern  (d.  h.  Ziffern  ungleich  Null)  hat,  ordnet  die 
beiden  Ziffern  gleicher  Stellen  zufammen  und  rieht  nun  von  der 
untersten  Stelle  anfangend  die  Ziffern  jeder  Stelle  Ar  fich  ab.  Wenn 
auf  einer  Stelle  der  Abzug  gröser  ist  als  der  Vorrat,  fo  zieht  man 
auf  einer  höhern  Stelle  des  Vorrats  eine  Eins  ab,  ftgt  den  Wert  der- 
felben  zur  Ziffer  der  Stelle  im  Vorrat  und  zieht  nun  die  Ziffer  des 
Abzugs  ab. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  131. 

Beispiel:  325  —  283  =  (300  +  20  +  ö)  —  (200  +  80  +  3) 
—  (300  —  200}  +  (20  —  80)  +  (ö  — 3) 
=  (300  —  200)  +(20  -  80)  +  2 
=  (200  —  200)  +  (100  +  20  —  80)  +  2 
=  (200  —  200)  +  40  +  2 
=  42. 
Hieraus  ergiebt  /ich  unmittelbar  folgende  praktische  Rechenregel. 

Satz.    Beohenregel  fürs  Abziehen.     Beim  Abziehen  mehr- 137. 
xü&iger  Zahlen  sehreibt  man  die  Ziffern  der  gleichen  Stelle  fenkrecht 
unter  einander  und  zieht,  bei   der  untersten   Stelle   beginnend,   die 
Ziffern  jeder  Stelle  für  fich  ab. 

Borgeregel.  Wenn  auf  einer  Stelle  der  Abzug  gröser  ist  als 
der  Vorrat,  fo  borgt  man  eine  Einheit  auf  der  nächst  höhern  Stelle, 
gleich  zehn  Einheiten  auf  der  folgenden  Stelle,  und  zieht  nun  ab. 

Höhere  Borgeregel.    Wenn  die  nächst  höhere  Stelle  Hüll  hat, 
fo  borgt  man  eine  Einheit  bei  der  nächsten  höhern  Stelle,  welche 
riebt  lull  hat,  fetzt  für  jede  folgende  Hüll  eine  Heun  und  behält  für 
die  letzte  Stelle  eine  Zehn  beim  Borgen  übrig,  oder  kurz: 
Sine  Hüll,  tkber  welche  weggeborgt  wird,  verwandelt  fich  in  Heun. 

Beispiele:  Die  Aufgabe  fei  53  —  28;  3  —  8  kann  ich  nicht,  ich  borge 
mir  einen  Zehner  und  mache  den  Borgepunkt  bei  der  5,  13— 8  ist  5,  40—20 
ist  20,  5  +  20  ist  26,  alfo  ist  53  —  28  =  25. 

203—57-,  3 — 7  kann  ich  nicht,  ich  borge  einen  Zehner.  Bei  den  Zehnem  kann 
ich  nicht  borgen.  Ich  boree  1  Hundert  und  mache  den  Borgepunkt.  Ein  Hundert 
hat  10  Zehner;  davon  lasse  ich  9  auf  der  Zehnerstelle  und  borge  1  Zehner  für 
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die  Einer,  JL8  —  7  ^  6;  9  Z  ~  5  Z  -  4  Z.  1H-  0=1  H,  1H  +  4Z+6E 
=  146,  alfo  u.  f.  w. 

Das  Abziehen  unbenannter  Zahlen  ist  nun  bis  zur  grösten  Sicherheit  und 
Fertigkeit  einzuüben.  Der  Rechnende  muss  namentlich  das  Abziehen,  wo  geborgt 
werden  muss,  bis  zur  grösten  Sicherheit  einüben,  Die  Probe  wird  hier  fo  ge- 
macht, dass  die  beiden  Stücke  (der  Rest  und  der  Abzug)  gefügt  werden:  fie 
müssen  dann  beide  zugefügt  den  Vorrat  geben. 

Uebungsbeispiele  und  genauere  Anleitung  bietet  das  Rechenbuch  vom 
Verfasser  Heft  1. 

C.     Die  Vergleichung  der  Zahlen. 

138.  Erklärung.  Gleichartig  heisen  zwei  Zahlen,  wenn  beide 
Pluszahlen  (pofitive  Zahlen)  oder  beide  Stricbzahlen  (negative  Zahlen) 
find,  hingegen  einander  ungleichartig,  wenn  die  eine  eine  Pluszahl, 
die  andre  eine  Strichzahl  ist. 

Gleichwertig  heisen  zwei  Zahlen,  wenn  jeder  Einheit  der  einen 
eine  Einheit  der  andern  entspricht,  unter  dem  Pluswerte  einer  Zahl 
wird  die  gleichwertige  Pinszahl  verstanden. 

Entgegengefetzt  heisen  zwei  Zahlen,  wenn  fie  gleichwertig 
find  und  entgegengefetzte  Zeichen  haben, 

139.  Satz.  Die  Pluszahl  -f  a  und  die  Strichzahl  — a  find  entgegen- 
gefetzte Zahlen. 

Beweis:  Sollen  fie  entgegengefetzte  Zahlen  lein,  fo  muss  jeder 
Einheit  der  einen  eine  Einheit  der  andern  entsprechen.  Habe  nun 
+  a  n  Einheiten,  alfo  -|-  a  =  1|  +  12  +  •  •  •  +  In,  fo  ist 

—  a  =  — (+  a)  =  —  (li  +  12  +  •  •  •  +  In)  (nach  138  und  Annahme) 

=  —  lt  —  lä  — ln  (nach   131) 

alfo  entspricht  jeder  Einheit  -f   1  der  Pluszahl   -f  a  auch  eine  Einheit 

—  1  der  Strichzahl  — a. 

140.  Satz.  Jede  Zahl  ist  entweder  eine  Pluszahl  (pofitive  Zahl)  oder 
eine  Strichzahl  (negative  Zahl)  oder  Null. 

Beweis:  Jede  Zahl  ist  eine  Gröse,  welche  durch  fortschreitendes 
Zufügen  von.  Einheiten  entstanden  ist.  Enthält  dicfeJbe  nur  eine  Art 
von  Einheiten,  fo  ist  He  entweder  eine  Plus-  oder  eine  Strichzahl. 
Enthält  fie  beide  Arten  der  Einheiten,  Pluseinheiten  und  Stricheinheiten, 
fo  kann  man  je  eine  Pluseinheit  und  eine  Stricheinheit  in  eine  Klammer 
schliesen  (nach  131)  und  folange  hiermit  fortfahren,  bis  auser  den 
Klammern  nur  noch  eine  Art  der  Einheiten  bleibt.  Jede  Klammer 
hat  dann  die  Form  (e  +  ( — e))  und  ist  (nach  133  und  135)  Null. 
Null   aber   kann    (nach  131)    bei   der  ZufUgung   weggelassen  werden. 
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Die  Klammern  können  alfo  fömmtlich  weggelassen  werden.  Bleibt 
nun  auser  den  Klammern  keine  Einheit,  fo  ist  die  Zahl  Null,  bleiben 
auser  den  Klammern  nur  Pluseinheiten,  fo  ist  die  Zahl  eine  Pluszahl, 
bleiben  nur  Stricheinheiten,  fo  ist  (ie  eine  Strichzahl. 

Satz.    Die  Summe  mehrer  Pluszahlen  ist  wieder  eine  Pluszahl,  141. 
die  mehrer  Strichzahlen  ist  wieder  eine  Strichzahl. 

Beweis:  Nach  114  ist  jede  Pinszahl  durch  fortgefetztes  Zufügen 
von  Pluseinheiten  entstanden;  stellt  man  alfo  jede  Zahl  als  Summe 
ihrer  Einheiten  dar,  und  löst  man  die  Plusklammer,  fo  ist  die  Gefammt- 
fumme  mehrer  Pluszahl  eine  Zahl,  welche  nur  fortschreitend  ver- 
knüpfte Pluseinheiten  enthält,  d.  lt.  nach   114  eine  Pluszahl. 

Die  Summe  von  Strichzahlen  ( — a)  +  ( — b)  +  ( — c)  -f  •  •  ist  aber 
nach  131  (— a)  +  (—  b)  +  (—  c)  +  -  -  =  —  (a  +  b  +  c+  .  0  und  ist 
alfo  nach  139  die  entgegen  gefetzte  Zahl  zu  a  +  b  +  c  +  •  •,  alfo  eine 
8trichzahl. 

Erklärung.    Eine  Zahl  a  heist  gröser,  alz  eine  andre  b,  und  142. 
die  zweite  b  heist  kleiner  als  die  erste,  wenn  a  —  b  eine  Pinszahl 
iit    Das  Zeichen  ist  a  >  b  (gelefen  a  gröser  als  b)  oder  b  <  a  (ge- 
lefen  b  kleiner  als  a). 

Die  drei  Ausdrücke  a  >  b,  a  =  b  und  a  <  b  bilden  die  drei 
Arten  der  Vergleichung.  Eine  Zahl  c,  welche  gröser  als  b  und  zu- 
gleich kleiner  alz  a  ist,  heist  ein  ausschliesendes  Mittel  zwischen 
b  und  a.    Das  Zeichen  des  ausschliesenden  Mittels  ist  c  =  Mitt  (b  [,]  a). 

Wenn  die  Zahl  c  gröser  oder  gleich  b  und  zugleich  kleiner  oder 
gleich  a  ist,  fo  heist  das  Mittel  ein  einschliesendes  Mittel.  Das 
Zeichen  des  einschliesenden  Mittels  ist  c  =  Mitt  [a,b]. 

Satz.     Jede  Zahl  a  ist  jeder  andern  b  aus  derfelben  Einheit,  143. 
entweder  gleich  oder  gröser  oder  kleiner. 

Beweis:  £s  ist  a  —  b  eine  Zahl,  mithin  nach  110  entweder  Null 
oder  eine  Pluszahl  oder  eine  StrichzahL 

1.  Es  fei  a  —  b  =  0;  dann  ist 

b  =  b  +  0  (nach  134) 

=  b  +  (&  —  b)  (nach  Annahme) 

==  a  +  (b  —  b)  (nach  131) 

=  a  +  ü  (nach  135) 

=  a  (nach  134) 
d.  h.  a  =  b. 

2.  Es  fei  a  —  b  eine  Pluszahl,  fo  ist  a  ;>  b              (nach  142) 

3.  Es   fei   a  —  b   eine   Strichzahl,    fo    ist    die   entgegengefetzte 
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—  (a  —  b)    eine  Pluszahl,    und    diele    ist    (nach   131)  —  (a  —  b)  = 

—  a|b  =  b  —  a,  d.  h.  b  >  a  oder  a  <:  b  nach  142. 

144.  Satz.  Wenn  in  einer  Reihe  von  Zahlen  jede  vorhergehende 
gröser  ist  als  die  nächstfolgende,  fo  ist  anoh  die  erste  gröser  als  die 
letzte. 

Beweis:  Es  fei  ai  >  a2,  a2  >  »3,*  •  -&a-i  >  an,  oder  allgemein. 
es  fei  aa  >  aa+i>  f°  's*  «ach  142  a* —  aa ,  1  eine  Pluszahl,  alfo  auch 
die  Summe 

Oi  —  a2)  +  («a  —  **)  4-  •  •  •   +  tac-i  —  an)  = 
»i  +  (a2  —  a2)  -f -  (a3  —  a3)  -f  ...  -f  (an_  1  —  an_  ,)  —  au  =  a,    —  att 
eine  Pluszahl,  d.  h.  at  >  an. 

Beispiel:  In  der  Zahlenreihe  21,  18,  15,  12,  9,  6,  8  ist  jede  vorhergehende 
gröser  als  die  nächstfolgende,  alfo  ist  auch  21  gröser  als  3. 

145.  Satz.  Jede  Pinszahl  ist  gröser  als  Null,  jede  Strichzahl  ist 
kleiner  als  Null. 

Beweis:  1.  Es  fei  a  eine  Pluszahl,  fo  ist  auch  a  —  0  =  a 
(nach  134)  eine  Pluszahl,  d.  h.  nach  142  a  ;>  0. 

2.  Es  fei  a  eine  Strichzahl,  b  =  —  a  die  entgegengefetzte  Plus- 
zahl, fo  ist  0  —  a  =  0  +  (—  a)  =  0  +  b  =  b  (nach  133  und  134), 
d.  h.  eine  Pluszahl,  alfo  a  <C  0  nach  142  c. 

Beispiel:  +1  ist  gröser  als  Null,  — 1  ist  kleiner  als  Null. 

146.  Satz.  Die  Summe  zweier  ungleichartiger  Zahlen  a  und  b  ist 
demjenigen  Stücke  gleichartig,  das  den  grösern  Pluswert  hat,  und 
zwar  findet  man  den  Pluswert  diefer  Summe,  wenn  man  unter  den 
Pluswerten  der  Stüoke  den  kleinern  von  dem  grösern  abzieht. 

Beweis:  Es  fei  a  die  Zahl,  deren  Pluswert  gröser  ist  als  der 
von  b.  Da  die  beiden  Zahlen  ungleichartig  find,  fo  ist  entweder  a 
eine  Plus-  und  b  eine  Strichzahl,  oder  es  ist  a  eine  Strich-  und  b  eine 
Pluszahl. 

1.  Es  fei  a  eine  Plus-  und  b  eine  Strichzahl,  fo  fetze  b=  —  bi, 
dann  ist  a  der  Pluswert  von  a,  bt  der  von  b.  Da  nun  der  Pluswert 
von  a  gröser  ist  als  der  von  b,  fo  ist  a  >  bu  oder  a  —  bt  eine  Plus- 
zahl (nach  142),  mithin  ist  die  Summe  a  +  b  =  a-f  ( — bi)  =  a  —  bt 
dem  a  gleichartig  und  wird  ihr  Pluswert  erhalten,  wenn  man  unter 
den  Pluswerten  der  Stücke  den  kleinern  vom  grösern  abzieht. 

2.  Es  fei  a  eine  Strich-  und  b  eine  Pluszahl,  fo  fetze  a  =  —  at, 
dann  find  at  und  b  die  beiden  Pluswerte  und,  da  der  von  a  gröser 
als  der  von  b,  fo  ist  at — b  eine  Pluszahl  (nach  142);  mithin  ist 
tt  +  b  ==  —  *i  -L  b  =  —  (ai  —  b)  eine  Strichzahl  oder  dem  a  gleich- 
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artig,  und  der. Pluswert  aj — b  wird  erhalten,   wenn  man  unter  den 
Pluswerten  der  Stücke  den  kleinern  von  dem  grösern  abzieht. 
Beispiel:  16  +<(+-  13)  -_±  +  3     . ; .     13  +  {—  16)  =  —  8, 
Satz.     Die  Vergleichung  ändert  lieh  nicht,  wenn  man  auf  beiden  147. 
Seiten  Gleiches  zufügt  oder  abzieht. 

Beweis:    Es    fei    a>b,    d.  h.    nach  142   a-  b    eine   Pluszahl, 

dann  ist  auch 

a  +  c  —  (b  +  c)  =  a  —  b  +  c  +  c  (nach  131) 

=  a  — b  (nach  129). 

eine  Pluszahl,  d.  h.  a  +  c  >  b  +  c,  was  zu  beweifen  war. 

Beispiel:  Wenn  5  ^  3,  fo  ist  auch  5  +  4  >■  3  +  4. 

Satz.     Wächst  in   einer  Summe  zweier  Zahlen  das  eine  Stück,  1 48. 
wahrend  das  andre  gleich  bleibt,  fo  wäohst  auch  die  Summe. 

Beispiel:  Waehfe  in  5  -|~  3  —  8  die  3  zu  7,  fo  wächst  auch  die  Summe  . 
8  zu  12. 

Satz.     Wachfen  in  einer  Summe  mehrer  Zahlen  ein  oder  mehre  149. 
8tticke,  während  kein  Stück  kleiner  wird,  fo  wächst  auch  die  Summe 

Beweis:  Lässt  man  zunächst  nur  ein  Stück  wachfen,  während 
die  andern  gleich  bleiben,  fo  wächst  die  Summe  nach  148.  Lässt 
man  jedesmal  in  ,d«r  fo  erhaltenen  Summe  ein  Stück  wachfen,  während 
die  andern  gleich  bleiben,  bis  alle  Stücke,  welche  wachfen  tollen, 
•  gröser  geworden  find,  fo  wächst  auch  jedesmal  die  Summe,  man  erhält 
eine  Reihe  von  Summen,  in  welcher  jede  nächstfolgende  gröser  als  die 
vorhergehende  ist,  alfo  ist  nach  144  auch  die  letzte  gröser  als  die  erste. 

Satz.     Wächst   in   einem  Unterschiede   der   Abzug  (Subtractor),  150. 
während   der  Vorrat  (Minuend)   gleich  bleibt,   fo   nimmt  der  Unter- 
schied ab. 

Beweis:  Es  fei  c  >  b,  d.  h.  c  —  b  eine  Pluszahl,  fo  foll  be- 
wiesen werden,  dass  a  —  b;>a-^-c,  d.  h.  dass  (a  —  b)  —  (a  —  c) 
eine  Pluszahl  fei.     Es  ist  aber 

(a  —  b)  —  (a  —  c)  =  c  —  b  +  a  —  *  (nach  131) 

=  c  — b  (nach  129) 

d.  h.  nach  der  Voraussetzung  eine  Pluszahl. 

Beispiel:  Waehfe  in  18  —  7  =  11  die  7  um  5,  fo  nimmt  der  Unterschied 
um  5  ab,  d.  h.  aus  11  wird  6;  oder  18  — (7 +  5)  =  6. 

D.    Die  Rechnung  erster  Ordnung  mit  benannten  Zahlen." 

Erklärung.    Die  benannte  Zahl  heist  das  Zeug  oder  Produkt  151. 
einer  reinen  Zahl  mit  einer  Einheit  e.    Die  reine  Zahl  heist  die  An- 
zahl, die  Einheit  eheist  der  Harne  oder  die  Benennung.    Oleich-. 

E.  "wtf^fi***,  Zalüeolebre.  5 
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benannte  Zahlen  heisen  zwei  Zahlen,  welche  den  gleichen 
haben. 

Beispiel:  In  der  benannten  Zahl  7  Meter  ist  7  die  Anzahl,  Meter  der 
Name.  In  der  benannten  Zahl  12  Aepfel  ist  12  die  Anzahl,  Apfel  der  Name. 
5  Mark  und  7  Mark  find  gleichbenannte  Zahlen.  Jede  Einheit  ist  stets  ungleich 
Null  gefetz-t,  alfo  auch  der  Name  der  benannten  Zahl. 

152.  Satz.  In  der  Zahlenlehre  werden  nur  gleiohbenannte  Zahlen 
zugefügt  nnd  abgezogen. 

153.  Satz.  Gleichbenannte  Zahlen  fugt  man  zu  oder  zieht  man  ab, 
indem  man  die  Anzahlen  zufügt  oder  abzieht  nnd  der  Summe,  bezüg- 
lich dem  Reste  den  gleichen  Hamen  giebt. 

Beweis:  1.    ae  -f  be  +  ce  +  de  =  (a  +  b  +  c  +  d)e   (nach  90) 
2.    ae  —  be  =  ae  +  (—  be)  =  ae  -f  (— b)  e 

(nach  133)  (nach  151) 
=  (a  +  (—  b))e  =  (a  —  b)e 

(nach  153,,)  (nach   133) 

154.  Satz.  Alle  Sätze  der  ersten  Ordnung  der  Zahlenlehre  gelten 
auch  für  die  benannten  Zahlen. 

Beweis:  Alle  Sätze  der  ersten  Ordnung  find  aus  den  beiden 
Grundformeln  a  +  (b  +  1)  =  a  +  b  +  1  und  1  +  1'  =  1'  +  1  abge- 
leitet, wo  r=l  gefetzt  war  und  find  für  die  Eins  bewiefen.  Nun 
ist  aber 

ae  +  (be  +  e)  =  ae  +  (be  +  1  e)  =  [a  +  (b  +  1)]  e  =  (a  +  b  +  l)e 

=  ae  +  be  +  1  e 
=  ae  -f-  be  +  e 
und  ebenfo  auch,   wenn  wir  die  gleichen  e  mit  e  und  e*  bezeichnen, 
e  +  e'  =  le  +  re  =  (l  +  T)e 
=  (r  +  l)e 
=  Te  +  le 
=  e'  +  e 
alfo  gelten  die  Grundformeln,  alfo  auch  alle  Sätze  der  ersten  Ordnung 
für  die  benannten  Zahlen. 

Es  Und  hier  zahlreiche  Uebungen  im  Zufügen  und  Abziehen  einfach 
benannter  Zahlen  vorzunehmen.  Anleitung  und  zahlreiche  Uebungsbeiapiele 
bietet  das  Rechenbuch  des  Verfassers  Heft  I. 

7.     Das  Vervielfachen   und  das  Teilen,   der  Bruch  und   die 

Eigenschaften  der  Zahlen  und  Brüche. 

A.     Das     Vervielfachen    der    Zahlen. 

155.         Erklärung.    Das  Vervielfachen,  das  Mnltiplixiren  (gr.  polla- 

plasiäzein,  lat.  multiplicare)  heist  das  Weben  iweier  reinen  Zahlen; 
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die  beiden  Zahlen  heisen  die  Fache  oder  Faktoren,  das  Zeug 
oder  Produkt  heißt  ein  Vielfaches. 

Will  man  in  der  Zahlenlehre  alle  Ordnungen  der  OrÖsenknüpfung  haben^ 
alfo  auch  das  Höhen  oder  Potenziren,  fo  mu6s  für  das  Vervielfachen  der  Zahlen 
nach  82  Einigung  der  Fache  oder  Faktoren  gelten.  Man  inuss  demnach,  wenn 
man  die  Zahlenlehre  voll  entwickeln  will,  die  Grundformel  für  Einigung 
der  Fache  oder  Faktoren  gelten  lassen.  Die  Gruudformel  der  Vertauschung 
1-1  =  1.1  gilt  felbstverständlich,  da  1  •  1'  =  V  -  1,  wenn  1'  —  1  ist.  Die 
Formel  a  •  1  =  1  •  a  =  a  folgt  unmittelbar  aus  98. 

Grundformeln  der  Vervielfachung.  15ß. 

(a  +  1)  .  b  =  ab  +  1  .  b  a  (b  +  1)  =  ab  +  a  -  1 

1    T  =  r     1  a  •  1  =  1  -  a  =  a 

Pta  die  Vervielfachung  der  Zahlen  gelten  die  Grundformeln  des  Ein- 
weben« und  Verwebens  oder  der  Einigung  und  Vertauschung  der 
fache  oder  Faktoren. 

Aas  der  Grund formel  des  Vervielfachers  folgt  unmittelbar  das  Einmaleins 
1-2  —  2. 

2  .2  =  (1  +  1)  .2  =  1  .2  +  1  -2-   2  +  2-     4 

3  -2  -(2-+  1)  -2:^2  .2  +  1  -2  =   4  +  2=   6 

4  -2  =  (3  +  l)  -2  =  3  -2  +  1  .2=   6  +  2: -r  8 

5  -2  =  (4  +  l)  .2.^4.2  +  1  -2  =  8  +  2 =  10 

6  .2  =  (5  +  1)  -2  =  5  -2  +  1  -2  _10 +-2  =  12 

7.  2  =  (6  +  1)  .2  =  6  -2  +  1  -2  =  12  +  2  =  14 

8.  2  =  (7+1)  -2  =  7  -2  +  1  -2  =  14  +  2  =  16 

9.  2  =  (8  +  1)  .2  =  8-2  +  1  -2  =  16  +  2-18 
10- 2  =  (9  +  l)  -2  =  9  -2  +  1  -2  =  18  +  2  =  20 

Und  in  gleicher  Weife  das  ganze  Einmaleins. 

Satz.     Das  Zeug   oder  Produkt  zweier  Zahlen  erhält  ein  Plus-  157. 
zeichen,  wenn  beide  Zahlen  gleiche  Zeichen,  ein  Strichzeichen,  wenn 
fie  entgegengefetzte  Zeichen  haben  oder 

(^  a)  (+  b)=  +  ab  =  (-  a)  (-  b) 

(-*  a)(-b)=-ab=(-a)(+b) 

Beweis:  Die  Zeichen  der  beiden  Zahlen  können  fein 

1,  +  +  4, 2,  +  -  3,  -  + 

dies  giebt  vier  Fälle  für  den  Beweis. 

1.  Fall:  (+  a)  (+  b)  =  ab  (nach  70) 

=  +  ab  (nach  70) 

2.  Fall:  (+  a)  (—  b)  =*  a  (—  b)  +  ab  —  ab  (nach  70  und  129) 

=  a  (—  b  +  b)  —  ab  (nach  89) 

=  a-0  —  ab  (nach  135) 

=  -  ab  (nach   94) 

5' 
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3.  Fall:  (—  a)  (+  b)  =  —  ab  folgt  ebeufo  wie  2.  Fall 

4.  Fall:  (—  a)  (—  b)  =  ab  —  ab  +  (—  a)  (-  b)      (nach   129) 

=  ab  +  (+  a)  (-  b)  +  (-  a)  (-b) 

(nach  157,2) 
==  ab  +  (+  a  +  (-  a))  (—  b)  (nach  89) 
=^  ab  +  0  (nach  133  und    135) 

=  ab  (nach   134) 

158.  Satz.  (-i)ft__-a 

Jede  Zahl   erhält  mit  der  Stricheins  vervielfacht  entgegengefetites 
Zeichen. 

159.  Satz.  Das  Zeug  oder  Produkt  mehrer  Zahlen  erhält  ein  Plus- 
zeichen wenn  2a  Fache  oder  Faktoren  ein  Strichzeichen  enthalten, 
dagegen  ein  Strichzeichen,  wenn  2a  -f-  1  Fache  ein  Strichzeichen 
enthalten, 

Beweis:  Fortleitend 

1.  Der   Satz  gilt   nach  157,   wenn  das  Zeug   nur  2  Fache  enthält 

2.  Wenn  der  Satz  für  ein  Zeug  von  n  Fachen  An  gilt,  fo  gilt  er 
auch  für  das  Zeug  Anan  f u  welches  ein  Fach  mehr  enthält.  Denn 
fei  an+i  =  +  b,  d.  h.  enthalte  es  ein  Pluszeichen,  fo  gilt  der 
Satz  nach  der  Annahme.  Enthalte  dagegen  an+i  =  —  b  ein 
Strichzeichen  und  habe  An  2a  Fache  mit  Strichzeichen,  fo  hat 
nach  der  Annahme  An  ein  Pluszeichen,  fei  alfo  in  diefem  Falle 
An  =  +  c.  fo  ist  Anan,i  =  (+  c)  ( — b)  =  —  cb,  nach  157; 
dann  hat  alfo  das  Zeug  Ananr,  2a  -{-  1  Fache  mit  Strichzeichen 
und  erhält  ein  Strichzeichen.  Habe  dagegen  An  2a  -f  1  Fache 
mit  Strichzeichen,  fo  hat  nach  der  Annahme  An  ein  Strich- 
zeichen, fei  alfo  in  diefem  Falle  An  =  —  c,  fo  ist  An  •  an+i  = 
( —  c)  (—  b)  =  +  ob  nach  157;  dann  hat  alfo  das  Zeug 
Ananti  2a  +  2  Fache  mit  Strichzeichen  und  erhält  ein  Plus- 
zeichen. 

3.  Alfo  gilt  der  Satz  nach  23  allgemein. 

160.  Gefetz  der  Vervielfachung.  In  jeder  Zahlenknüpfnng  durch 
Vervielfachen  kann  man  ohne  Aenderung  des  Wertes  die  Plusklam- 
mern  und  die  Malklammern  beliebig  fetzen  oder  weglassen,  die 
Ordnung  der  Fache  (der  Faktoren)  beliebig  ändern  und  die  Beziehungs- 
klammern auflöfen,  indem  man  jedes  Stück  des  einen  Fachs  (des  einen 
Faktors)  mit  jedem  des  andern  verwebt  und  die  Zeuge  zufügt.  Das 
Zeug  ist  wieder  eine  Zahl.  Jedes  Zeug  oder  Produkt  von  mehren 
Fachen   oder  Faktoren   erhält   ein  Pluszeichen,  wenn  2  a  Fache  ein 
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Strichzeichen  enthalten,  dagegen  ein  Strichzeichen,  wenn  2  a  }  1 
Fache  ein  Strichzeichen  enthalten. 

Beweis:  Da  die  Grundformeln  des  Einwebens  und  des  Verwe- 
ben* für  das  Vervielfachen  nach  156  gelten,  fo  folgt  daraus  unmit- 
telbar das  Gefetz  des  Verwebens  nach  107.  Da  ferner  für  das 
Zufügen  der  Zahlen  nach  125  und  122  die  trennbare  Einfügung  gilt, 
fo  gilt  nach  159  auch  der  zweite  Teil  des  Satzes. 

Satz.    Eine  Ziffer  nter  Stelle  vervielfacht  man  mit  einer  Ziffer  161. 
mter  Stelle,   indem  man   die   beiden   Ziffern  nach  dem  Einmaleins 
vervielfacht  und  dem  Ergebnisse  die  n  +  mte  Stelle  giebt. 


Beweis:  (a  .  100-..)   (b  •  10..)  =  (a  ■  b)  (100-..  .  IC) 

p  nach  160. 

Es  ist  aber  100«  •  •  gleich  1  auf  der  nten  Stelle  nach  117, 


ebenfo  ist  100-  •  •  •  10-  •  gleich  1  auf  der  n  ■}-  mten  Stelle     nach  117; 

n  not 

alfo  ist  (a  •  100-  •  •)   (b  •  10-  •)  =  ftb  au*  der  n  -f-  mten  Stelle. 

Satz.     Das   Vervielfachen    einer   einziffirigen   mit   einer    mehr-  162. 
zifirigen  ZahL    Eine   mehrziffirige    Zahl  vervielfacht   man   mit  einer 
eüiziflrigen   Zahl,  indem  man,   mit  der  niedrigsten  Stelle  beginnend, 
die  Ziffer  jeder  Stelle  mit   der  Zahl  vervielfacht,   den  Zeugen   oder 
Produkten  die  entsprechende  Stelle  giebt  und  fie  zufügt. 
Beweis:  Unmittelbar  nach  160  und  161. 
Beispiel:      827x8=     7x8=     56 
20X8=   16 
300  x8  =  24_ 
2616 
Satz.     Das  Vervielfachen  mehrziffriger  Zahlen.    Eine  Zahl  ver-  163. 
vielfccht  man  mit  einer  mehrziflrigen  Zahl,  indem  man  fie  mit  der 
Ziffer  jeder  Stelle  einzeln  vervielfacht,  die  Zeuge  um  foviel  Stellen 
erhöht,  als  die  betreffende  Ziffer  rechts  Stellen  neben  floh  hat  und 
die  Zeuge  zufügt. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  160  und  161. 
Beispiel:        3273  X  725  =      3273 

725 

16365 

6546 

22911_ 

2372925 
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Wenn  die  eine  der  Zahlen  in  zwei  einzififrige  Fache  oder  Faktoren  zer- 
legt werden  kann,  fo  kann  man  die  andre  Zahl  erst  mit  dem  einen,  und  das 
Ergebnis  dann  mit  dem  andern  Fache  vervielfachen-,  denn  a  (bc)  =  (ab)  c.  z.  B. 
54215  x  72  =  (54215  x  8)  x  9.    Es  ist  diefer  Weg  bisweilen  bequemer. 

164.  Satz.  Für  das  Vervielfachen  der  Zahlen  gilt  trennbare  Knftpfung 
oder:  Wenn  ac  =  bc  (Annahme),  fo  ist  a  =  b  (Folgerung)  oder: 
je  zwei  Zahlen  a  und  b,  welche  mit  derfelben  Zahl  c  vervielfacht, 
gleiche  Zeuge  oder  Produkte  geben,  find  einander  gleich,  fofern  die 
Gröse  c  ungleich  Hüll  ist. 

Beweis:  1.  Das  Zeug  ac  =  bc  fei  Null;  dann  ist,  da  c  un- 
gleich Null  ist,  nach  94  a  =  0  und  b  =  0,  d.  h.  a  —  b. 

2.  Das  Zeug  ac  =  bc  fei  ungleich  Null;  dann  nehme  an 
a  =  b  -f-  d,  fo  ist 

bc  =  ac  =  (b  -f   d)  c  (nach  Annahme) 

=  bc  -f-  de  (nach  89), 

d.  h.  de  eine  Gröse,  welche  zugefügt  den  Werth  von  bc  nicht  ändert, 

d.  h.    nach   72  ist   de  =  0,  und,   da  c   ungleich   Null   ist,   nach    94 

d  =  0,  d.  h.  a  =  b. 

Beispiel:  Sei  7a  =  7b,  fo  ist  a  =  b,  fei  8  (2  +  3)  =  8  .  5  fo  ist 
2  +  3  =  5. 

B.     Das  Teilen  der  Zahlen. 

a.     Das  Rechnen  mit  gewöhnlichen  Brüchen. 

165.  Erklärung.  Das  Teilen,  das  Dividiren,  (gr.  die  parabol£,  lat 
die  divisio)  der  Zahlen  heist  die  dem  Vervielfachen  der  Zahlen  ent- 
sprechende Trennung,  wo  das  Zeug  (Produkt)  a  =  bc  oder  a  =  eb 
und  der  eine  Fach  (der  eine  Faktor)  b  gegeben  ist,  und  der  andre 
Fach  c  gefacht  wird.  Der  gegebene  Fach  oder  Faktor  muss  stets 
ungleich  Hüll  fein. 

Das  Zeug  oder  Produkt  a,  welches  geteilt  werden  foll,  heist 
die  zu  teilende  Gröse,  (der  dividendus),  die  teilende  Gröse  b  heist 
der  Teiler  (der  divisor),  das  Ergebniss  des  Teilens  heist  der  Quote 
(der  quotiens);  den  Quoten  nennt  man  auch  einen  Bruch,  die  au  teilende 
Gröse  den  Zähler,  den  Teiler  den  Nenner  des  Bruches. 

Der  Fach  (der  Faktor)  und  der  Teiler  (der  Divisor)  heisen  mit 
gemeinfamem  Hamen  die  Vorzahlen  (die  Koeffizienten)  eines 
Gliedes. 

166.  Erklärung.  Das  Zeichen  des  Teilens  ist  ein  Doppelpunkt 
gelefen  „duroh"  oder  auch  ein  wagerechter  Teilstrich,  über  welchem  die 
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n  teilende  Oröse  und  unter  welchem  der  Teiler  steht,  z.  B.a :  b  gelefen 

a 
,a  geteilt  dnreh  b",  kurz  „a  durch  b",  oder  auch  —  gelefen  „a  durch  b". 

b 

Die  Zeichen  „mal"   und  „geteilt  durch:"   heisen  umgekehrte  Zeichen. 

Eine  Größe,  welche  ein  Teilzeichen  vor  fich  hat,  heißt  eine  Teilgröse; 

eine  Klammer,  vor  welcher  ein  Teilzeiohen  steht,   heist  eine  Teil- 

klammer;  der  wagerechte  Teilstrich  gilt  als  Teilklammer  für  alle 

unter  demselben  stehenden  Grösen.     z.  B.  1 :  a  oder  —  ist  eine  Teil- 

a 

a               a 
grtse;  a :  (bc)  und  a :  (b  +  c)  oder  auch  -r—  und  - find   Teil- 

DC  D  +  C 

klammern. 

Bei  dem  Teilstriche  muss   man   auf  folgenden   eigentümlichen  Gebrauch 

achten.  Es  wird  —  =  ab  :  c,  dagegen  a  —  =  a  (b  :  c)  gefetzt. 

Grundformel  des  Teilens:  167. 

a  =  a  •  b  :  b  =  -r-  a  =  a:b-b  =  -r--b. 

b  o 

Kt  derfelben  Oröse  ungleich  Null  weben  und  teilen,  bez.  teilen  und 

weben  ändert  die  Oröse  nicht. 

Beweis :  Unmittelbar  aus  49. 

Satz.  a  •  (:  b)  =  a :  (•  b)  =  a :  b  und  a :  (:  b)  =  a  -  (•  b)  =  a  •  b.  168. 
Mit  einer  Teilgröse  webt  man,  indem  man  durch  die  entsprechende 
Kalgröse  teilt  und  durch  eine  Teilgröse  teilt  man,  indem  man  mit 
der  entsprechenden  Malgröse  webt  und  statt  mit  einer  Halgröse  zu 
weben  bez.  zu  teilen,  kann  man  mit  der  Oröse  ohne  Torzeichen  weben 
bes.  teilen. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  51. 

Satz.  (at+a2  +  a8+    •+a»):b=a1:b  +  a2:b  +  a3:b+.+a11:b.  169- 
Einen  Gliederaufdruck  (ein  polynömos)  teilt  man  durch   eine  Oröse, 
indem  man  jedes  Glied  durch  die  Oröse  teilt  und  die  entstandenen 
(knoten  (Quotienten)  einfügt 
Beweis:  Es  ist 

(»i  +  a»H h  a»)  :  b  =  (at  +  a^  H +  aj  •  (:  b)       (nach  168) 

=  *-Üb)  +  a,.(:b)  +  •  -     +an.(:b) 

(nach  90) 

=  a1:b  +  a2:b  +  ---  +&n:b      (nach  168) 

Zu  bemerken  ist  hier,  dass  man  nie  den  Teiler  in  feine  Glieder  zerlegen 
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darf,  fondern  stets  durch  den  ganzen  Teiler  teilen  mus9.  Man  muss  auf  dieft 
Regel  genau  achten,  wenn  man  nicht  in  die  gröbsten  Fehler  verfallen  will. 

170.  Satz.        *  +  *  =  i^ 

bxb  b 

Brüche  mit  gleichem  Henner  fügt  man  zu  oder  zieht  man  ab,  indem 
man  die  Zähler  entsprechend  zufügt  oder  abzieht  und  das  Ergebnis? 
durch  den  Henner  teilt. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  169. 

171.  Satz:  •(:  a)  =  :(•  a)  =  :  a  :  (:  a)  =  •  (  •  a)  =  .  a  wo  a  >0. 
Mit  einer  Teilgröse  vervielfacht  man,  indem  man  durch  die  ent- 
sprechende Malgröse  teilt  und  durch  eine  Teilgröse  teilt  man,  indem  man 
mit  der  entsprechenden  Malgröse  vervielfacht  oder 
Statt  „geteilt  durch  geteilt  duroh"  kann  man  „mar*  und  statt  „mal 
geteilt  duroh"  oder  statt  „geteilt  duroh  malu  kann  man  „geteilt 
durch"  fetzen. 

Beweis:  Nach  168  ist 

b  •  (:  a)  =  b  :  (  •  a)=  b  :  a  b:(:a)==b-~ä 

Da  nun  nach  168  auch  • 

b  •  c  ss  b  •  (  •  c)  b  :  c  ss  b  •  (  :  c)  ist,  fo  kann 

man  die  obige  Formel  auch  schreiben 

b.(.(:a))  =  b.(:(.a))s=b-(:a)  b-(:(:  a))  =  b  (  •  a) 

mithin  ist  nach  164,  da  in  den  gleichen  Zeugen  der  erste  Fach  (Faktor) 
b  gleich  ist,  auch  der  zweite  Fach  gleich,  d.  h.  es  ist  •(:a)  =  :(«a)  =  :s 
und  :  ( :  a)  =  •  a. 

172.  Satz.  al  =  a:l=y=a 

Mit  Eins  vervielfachen  oder  durch  Eins  teilen,  ändert  die  Zahl  nicht 
Beweis:  Es  ist  a  •  1  =  a  nach  98.     Ebenfo  ist  aber  auch 

a  :  1  =  a  •  1  :  1  (nach  98) 

=  a  (nach   167) 

Satz.  1  =  a  :  a  =  :  a  •  a  wo  a  £  0. 

173.  Der  Bruch  zweier  gleichen  Zahlen  ist  Eins,  und  wenn  der  Bruch 
zweier  Zahlen  Eins  ist,  fo  find  die  Zahlen  gleich. 

Beweis:  Nach  98  ist  b  •  1  =  b,  nach  167  ist  b  •  a  :  a .  «  b  und 
auch  b:aa  =  b.  Da  nun  nach  155  beim  Vervielfachen  Einigung 
gilt,  fo  ist  auch 

b- a  :  a  =  b  •  (a  :  a)  =  b  und  ist  b  :  a  •  a  =  b  •  (  :  a  •  a)  =  b,  alfo  ist 
b-1  =  b-(a  :  a)  =  b-(  :  a-a)  mithin  ist  nach  164,  da  in  den  gleichen 
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Zeugen  der   erste  Fach  (Faktor)  b  gleich   ist>    auch  der  zweite  Fach 
gleich,  d.  h.  es  ist   1  =  a  :  a  =  :  a  •  a. 

Satz.  0  :  a  =  0  174. 

Ein  Brach,  in  welchem  die  zu  teilende  Gröse  Null  ist,  ist  Null 

Beweis:     0  :  a  =^  0  .  (1  :  a)  =  0  -  (  :  a)  (nach  171) 

=  0  (nach  94) 

Satz.     Wenn  a  :  b  =  0  ist  oder  wenn  a  •  b  =  0  und  b  £  0  ist  175. 

(Annahme),    fo   ist  a  =  0  (Folgerung).     In  jedem?  Bruche,   der  Null 

ist,  ist  der  Zähler  Null  und   in  jedem  Zeuge   oder  Produkte  zweier 

Größen  ist  der  eine  Fach  NulL 

Beweis:  1.  Wenn  ab  =  0  ist  und  b  ^  0  ist.  fo  iet  a  =  0 

(nach  94)         ' 

2.  Wenn  a : :  b  =  0,  fo  iet  a  =  a  :  b  •  b       (nach  167) 

=  0  •  b  (nach  Annahme) 

=  0  (tach  94) 

Erklärung.    Die  Brucheinheit   heist  Eins  geteilt  durch  eine  176. 

Gröse  a,  welche  ungleich  Null  ist.    Das  Zeichen  der  Brucheinheit  ist 

-  oder  1 :  a. 
a 

.  IHefe  Form  der  Teilgröße  ist  die  übliche  und  durfte  daher  nicht  über- 
gangen werden,  die  Beweife  werden  allerdings  viel  leichter  und  mit  den 
Sätzen  der  andern  Rechnungsarten  übereinstimmender,  wenn  man  die  von  mir 
gewählte  Form  vorzieht. 

1  ml  177 

Satz.        -  =  l:a  =  :a  —  =  *•-  lii% 

a  a  a 

Die  Brucheinheit   „Eins   durch  a"   ist  gleich    der  Teilgröse   „geteilt 

durch  a".     Alle  Sätze,  welche  für   die  Teilgröse  gelten,' gelten  alfo 

auch  ftr  die  Brucheinheit. 

Beweis:  Es  ist  b  -  (  :  a)  =  b  :  a  (nach  168) 

=  b  •  1  :  a  =  b  •  1  •  ( :  a)  (nacli  98  und  171) 

=  b  •  (1  •  (  :  a))  =  b  •  (1  :  a)  (nach  171  und  160) 

mithin   ist   nach    164,    da   in   den   gleichen    Zeugen   der    erste  Fach 

(Faktor)   b  gleich   ist,   auch   der   zweite   Fach    gleich,    d.    h.    es   ist 

:  a  =  1  :  a  =  — . 

a  .  .  * . 

gatz<  L-.  -1  oder  1:<~  a)  =  •  —  (1 :  a).  178. 

—  a  a 

In  einer  Brucheinheit  kann   das  Strichzeichen    des  Nenners  vor   die 
Brucheinheit  felbst  gefetzt  werden. 
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Beweis:  Es  1  :  (—  a)  =  [(1  :  a)  -a]  :  (  —  a)  (nach  165) 

=  [—  (1  :  a)  •  (—  a)]  :  (—  a)     (nach  1 57) 
=  -  (1  :  a)  (nach  167) 

170.  Satz.  — S—  -Y 

In  jedem  Brache  kann  das  Strichzeichen  des  Nenners  vor  den 
Brach  gefetzt  werden  oder 

Jeder  Brach  lässt  floh  auf  eine  Form  bringen,  dass  der  Henner  eine 
Pluszahl  ist. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  178. 

180.  Gefetz  der  zweiten  Ordnung  der  Zahlenlehre.    In  jeder 

Knüpfung  von  Zahlen  durch  Vervielfachung  und  Teilung  (Multipli- 
kation und  Division)  kann  man  ohne  Aenderung  des  Wertes  die  Mal- 
klammer  ohne  Weiteres,  die  Teilklammer  nach  Umkehr  aller  Mal- 
und  Teilzeichen  in  der  Teilklammer  beliebig  weg  lassen  öder  fetzen 
und  die  Ordnung  der  Fache  und  Henner  beliebig  ändern.  Das  Er- 
gebnis« der  Verknüpfung  ist  wieder  eine  Zahl,  und  zwar  hat  die- 
felbe  ein  Pluszeichen,  wenn  2a  Fache  oder  Henner  ein  Striohzeiehen 
enthielten,  dagegen  ein  Striohzeiehen,  wenn  2>i  +  1  Fache  oder  Henner 
ein  Strichzeichen  enthielten. 

Beweis:  Der  erste  Teil  folgt  unmittelbar  aus  62.  Der  zweite 
Teil,  dass  das  Ergebniss  der  Knüpfuug  eine  Einfachgröse  ist,  folgt  aus 
109,  wenn  man  nach  171  statt  jedes  Nenners  mit  der  umgekehrten 
Gröse  vervielfacht.  Der  letzte  Teil  des  Satzes  folgt  ebenfo  aus  160 
und  171. 

«   •     .    ,       K/3    ,    2\      6-3  ,  5-2   *  15  ,  10 
Beispiele:  5  (J  +  -f)  =  —  +  —  =  -  +  T. 

2      7-5      14      85 


'(!-l)=7- 


8  9    ~~  3        9' 


5  +  3  2     "~    2    "*"    2    >  "  \5  +  3,/~5  +  3~~8 

7  -JL--7    L=ü_  I_lZ_7    1  7        3     _7.3_7.8 

7  —  3         '     3     —    3  3'  7—  3~-"7-3~~    4 

181.         Satz.    .       a:— =  a-4- 

c  b 

Durch  einen  Bruch  teilt  man,  indem  man  den  Bruch  umkehrt  und 

vervielfacht. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  180. 
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Beispiele:    5  :  J  .  8  .  i  .  l=(ö  .  J)  (8  .*):  i  =  l  •  |  •  8  -«. 
.     1    /7\       5      8       8-5      2-5 

° '  T :  UV  ==  "4  "  T=iT7=-T- 

74.5.l2:(4.21.2)=ö.7.12:|4.2i4 


7.12    5.6     \ 
21-4*    2     *  8 


25 
:16 


«^  a        ac 

Satl-  T^bc-  182- 

kann  einen  Brueh  ohne  Aendrnng  feines  Wertet  erweitern  und 

heben,  d.  h.  Zahler  und  Venner  mit  derfelben  Zahl  ungleich  Null  ver- 

viel&chen  und  teilen. 

a  a 

Beweis:    — -  =  — -  .  1  (nach  172) 

b         b 

=  -£-  •  —  (nach  173) 

b        c 


ac 
bc 


(nach  IM)) 


Besiehungsgefetz  der  zweiten  Ordnung  der  Zahlenlehre.  183. 
In  jedem  Zeuge  von  Fachen  und  Hennern  (oder  in  jedem  Produkte 
von  Faktoren  und  Diviforen)  kann  man  ohne  Aendrnng  des  Wertes 
jedes  Stück  des  einen  Fachs  mit  jedem  des  andern  vervielfachen 
und  durch  jeden  ganzen  Nenner  teilen  und  die  erhaltenen  Zeuge  zu* 
ftgen. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  160  und  180. 

Anm.    Dagegen  darf  man  nicht  durch  die  Stücke  des  Neuners  teilen. 

Rechenregel  fürs  Teilen.   Beim  Teilen  der  Zahlen  nimmt  man  184. 
den  Venner  fo vielmal,  als  er  in  den  höchsten  Stellen  des  Zählers 
enthalten  ist,  der  Quote  (Quotient)  erhält  die  niedrigste  von  diefen 
Stellen. 

Das  Zeug  zieht  man  von  den  genannten  Stellen  des  Zählers  ab, 
fügt  zu  dem  Beste  die  nächst  niedere  Stelle  des  Zählers,  teilt  wieder 
durch  den  ganzen  Venner  und  fährt  fo  fort  bis  zur  niedrigsten  Stelle 
des  Zählers.    Was  dann  übrig  bleibt,  schreibt  man  als  Bruch. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  183  und  169. 
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0507 
Beispiel:     ^£- ^  15    3527  =  235*/15 

52 
45 
77 

75      '     ' 
2 
An   di«  fem  Punkte  ist   wieder  eine  reiche  Uebung  im  Rechnen  dringend 
geboten,  wenn  man  die  Zahlenlehre  wirklich  praktisch  verwerten  und  für  da* 
Leben  fruchtbar  machen   will.     Das  Uebungsheft   zur  Zahlenlehre  bietet  dam 
reiche  Gelegenheit:  weitere  Uebungen  bietet  das  Rechenbuch  des  Verfassers. 
185.  Gemeinnenner.     Jede  gegebene  Reihe  von  Brüchen  kann  man 

auf  einen  Gemeinnenner  bringen,  welcher  das  Zeng  oder  Produkt  der 
bisherigen  Nenner  ist,  indem  man  jeden  Brach  im  Zähler  wie  im 
Nenner  mit  dem  Zenge  der  Nenner  aller  andern  Brüche  vervielfacht 
und  teilt. 

Beweis:  Fortleitend  oder  induktorisch: 

ä  c 

1.  Der  Satz  eilt   für  zwei  Brüche  —  und  -^  denn  es  ißt 

b  d 


a 

ad 
bd 

(nach  182) 

und 

ebenfo 

c 
d  = 

bc 
bd 

2. 

Wenn 

der  Satz  für 

n  Brüche 

gili 

l,  fo  da ßs 

A 
B 

bi  ba 
bi  b2 

•  •  ba_i 

•  •  b«_i 

aa  ba  V  i 
ba  ba  ]  i  ' 

b» 
"b„ 

ist. 

fo  gilt 

er  auch  für  n  +  1 

Brüche; 

denn 

es  ist 

A 
B  — 

4- 

A 
—  B~ 

bn  +1  _ 

bn  (-1 

b, 
V 

•  b2 
rba 

•  •  ba-i 

•  •  ba  _  1 

aa  ba  +  i  '  bn  •  btt  +  1 

•  ba  ba  -1-  i   '  bn  bn  + 1 

und 

ebenfo  ist 

(nach  182) 

ftn  4-1 

bn  +1 

—  1 . 

«n-(-;l 
b„  +  1  " 

B       a„ 
B  '  bn 

'r-  1 

4-1 

= 

b,  b2  •  • 
b!  b2  •  • 

•bn    an-j-i 

•  bn      btt  -l-  l 

(nach  182) 

3.  AHb  gilt  der  Satz  nach  23  ganz  allgemein. 
-    .      .   ,         3       3.7.8.9  2       2.5.8.9 

Bei8Piel:       -5=5T7T8T9      i        7=5.7-8.9 

5—  il5^9  4  —  4JL5JL7ji? 

8~5.7.8.9     :        9^5.7.8.9 

186.  Zufügen  und  Abziehen  der  Brüche.     Mehre  Brüche   kann 

man  zufügen   oder  abziehen  (addiren   oder  subtrahiren),   indem  man 
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fie  auf  gleichen  Nenner  bringt,  dann  die  Zähler  infügt  oder  abzieht 
und  das  Ergebniss  durch  den  Nenner  teilt»  oder     ' 

Mehre  Brüche  von  ungleichem  Nenner  kann  man  zufügen  oder 
abziehen,  indem  man  jeden  Zähler  mit  dem  Zeuge  (Produkte)  aus 
den  Nennern  aller  andern  Brüche  vervielfacht,  die  erhaltenen  Zeuge 
entsprechend  zufügt  oder  abzieht  und  das  Ergebniss  durch  das  Zeug 
fämmtlicher  Nenner  teilt,  oder 

ft»  j_  *>  _i_  .    •■      "  *i  ±  *i  ±  •  •  '  ±  *» 

b7±^-±     •±-bn=  p ,wo 

P«  =  bt  b*  •  -ba  _  x  aa  ba  v  x  bn  P  =  bt  b2  •  -  •  bn  gefetzt  ist. 

Beweis:  Unmittelbar  nach   185. 

Beispiel: 

3_  ,  i_£_   3. 7.8  + 4  »5«8  —  3 -5  «7_168  +  160  —  105  _  223 
5  +  7        8  ~    ~  5.7.8""  """        "280  ~~  280 

Satz.     Man  kann  jede   durch  Zufügen  und  Abziehen,   Verviel-  187. 
fachen  und  Teilen  von  Zahlen  erzeugte  Gröse,  welche  ungleich  Null 
ist,  als  Einheit  fetzen,  und  gelten  dann  für  alle  aus  diefer  erzeugten 
Zahlen  alle  Gefetze  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  der  Zahlenlehre 

Beweis:  Unmittelbar  nach  180  und  63. 

b.     Das  Eechnen  mit  Zehntbrüchen  (Dezimalbrüchen.) 

Erklärung.  Die  Namen  und  Zeichen  der  Zehntbrüche  188. 
(der  Dezimalbrüche),  tlm  auch  die  Brüche  durch  die  Ziffern  ein- 
fach bezeichnen  zu  können,  fetzt  man  rechts  neben  der  nullten  Stelle, 
wo  die  Einer  stehen,  ein  Komma.  Die  Stelle  rechts  neben  dem 
Komma  heist  die  erste  Bruchstelle,  die  ate  Stelle  rechts  neben  dem 
Komma  heist  die  ate  Bruchstelle.  Jede  Ziffer  hat  auf  der  a  +  lten 
Bruchstelle  ein  zehntel  foviel  Wert  als  auf  der  aten  Bruchstelle. 

Die  ate  Bruchstelle  heist  auch  die  —  ate  Stelle. 

Die  Eins  heist  auf  der  ersten  Bruchstelle  ein  Zehntel,  (Zeichen 
Orf),  auf  der  zweiten  Bruchstelle  ein  Hundertel  (Zeichen  O^X  auf 
der  dritten  Bruchstelle  ein  Taufendtel  (Zeichen  0,001),  auf  der 
vierten  Bruchstelle  ein  Zehntaufendtel  (Zeichen  0,00oi)>  auf  der 
fünften  Bruchstelle  ein  Hunderttau fendtel  (Zeichen  0,00001),  und 
auf  der  fechsten  Bruchstelle  ein  Milliontel  (Zeichen  0,000001). 

Beim  Lefen  der  Zehntbrüche  lieft  man  die  Zahl  rechts  vom 
Komma  als  ganze  Zahl  und  giebt  ihr  den  Namen  der  letzten  Bruch- 
stelle. ■*■—•■' 

Zwei  Zehntbrüche  heisen  gleichnamig,  wenn  ihre  letzten  Ziffern 
auf  der  gleichen  Bruchstelle  stehen. 
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78 
Beispiele:  0^?  gelefen  dreihundert  vierzig  and  fieben  Taufendtel. 
0)0oas  gelefen  zwanzig  und  fünf  Zehntaufendtel. 
0,050«  gelefen  fünfhundert  und  acht  Zehntaufendtel. 
0,000008  gelefen  acht  Milliontel. 
Es  find  0,2&3  und  0^o8  gleichnamig.    Ebenfo  fii.d  0,M  und  0,2S  gleichnamig. 

189.  Sati.  In  jedem  Zehntbruche  (Dezimalbruche)  kann  man,  wenn 
das  Komma  feine  Stelle  behält,  rechts  und  links  beliebig  viele 
Hallen  anhangen  ohne  Aendrung  des  Wertes. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  188. 
Beispiel:  Es  ist  0^  =  0,*,©  ™  00ü,8  —  O,*,«». 

190.  8ats.  Mehre  Zehntbrüche  (Dezimalbrüche)  macht  man  gleich- 
namig, indem  man  allen  durch  Anhängen  von  Nullen  gleioh  viel 
Stellen  rechts  vom  Komma  giebt. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  189. 

Beispiele:     3,23    &2,7se    6*373    und    0,WK1    werden    gleichnamig    3^„ 

52,7g$00       6,M73o    Und   0,00562. 

191.  Satz.  Zufügen  der  Zehntbrüche  (Dezimalbrüche).  Zehnt- 
bruche (Dezimalbrüche)  fügt  man  zu,  indem  man  fie  gleichnamig 
macht,  fie  wie  ganze  Zahlen  zufügt  und  der  Summe  den  gleichen 
Hamen  giebt,  wie  den  Stücken. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  153. 

Beispiel:  Es  fei  zu  fügen  8,5  +  7>3oc  +  0,3353,  fo  ergiebt  fich 
8,5000  Ebenfo      3,0*»  Ebenfo    8^567 

7,3060  27,4010  0,2378 

9,3353  8,0637  ^iC136 

16,03t3  38,5457  13,6181 

Es  empfiehlt  fich  hier  eine  reiche  Uebung  im  Zufügen.  Der  geübte  Rechner 
darf  beim  Zufügen  nicht  mehr  die  Stücke  nennen,  welche  er  zufügt,  fondern 
muss  kurz  rechnen,  d.  h.  gleich  die  Summe  nennen,  welche  herauskommt,  alfo 
z.  B.  im  letzten  Beispiele  fügt  er  die  Zehntaufendtel  alfo  zu:  6,  14,  21,  1  hin; 
2,  5,  12,  18,  8  hin-,  1,  3.  6,  11,  1  hin-,  1,  3,  6,  6  hin;  5,  13,  13  hin.  Er  lernt 
dies,  indem  er  ganze  Seiten  eines  Buches  aufrechnet.  Beim  Buchführen  wird 
jede  Seite  von  unten  nach  oben  aufgerechnet,  dann  nochmals  zur  Probe,  ob 
richtig  gerechnet  ist,  von  oben  nach  unten  durchgerechnet,  und,  wenn  die  Summe 
stimmt,  diefe  als  Uebertrag  auf  die  folgende  Seite  vorgetragen  und  beim  Zu- 
fügen mitgerechnet.  Jeder  Gebildete  foll  dies  mit  gröster  Leichtigkeit  aus- 
führen können.  Das  Uebungsbuch  zur  Zahlenlehre  und  das  Rechenheft  11  des 
Verfassers  bieten  zahlreiche  Gelegenheit  zur  Uebung. 

192.  Satz,  Abziehen  der  Zehntbruche  (Dezimalbrüche).  Zehnt- 
brüche (Dezimalbrüche)  zieht  man  ab,  indem  man  fie  gleichnamig 
macht,  fie  wie  ganze  Zahlen  abzieht  und  dem  Beste  den  gleichen 
Hamen  giebt,  wie  dem  Vorrate  und  Abzug. 


79  Teileu  der  Zahlen.  193 — 197. 

Beweis:  Uu  mittel  bar  aus  153. 

Beispiel:    28^  12*^*  25,54600 

3,780«  S^aooo  8,&987t 

24,1444  3,iWM  16,94632 

Aach  hier  darf  der  geübte  Rechner  beim  Abziehen  nicht  erst  den  Vorrat  und 
Abzug  nennen,  fondern  muss  kurz  rechnen,  d.  h.  jedesmal  nur  den  Rest  nennen, 
der  herauskommt 

Sat*.    Vervielfachen  mit  sehn,  hundert,  taufend,  Hillion.  193. 
Eine  Zahl  vervielfacht  man  mit  sehn,  indem  man  das  Komma  eine 
Stelle  nach  rechts  rückt,  mit  hundert,  indem  man  es  sWei  Stellen, 
mit  taufend,  indem  man  es  drei  Stellen,  mit  Million,  indem  man  es 
fechs  Stellen  nach  rechts  ruckt. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  168. 

Beispiele:    8,M  x  10  =  85,6  3,M  X  100  =  356, 

2*7  x  1000  =  2370  O,«^  X  1000000  =  8456,7. 

Sats.     Teilen   dureh   sehn,   hundert,   taufend,   Million.  194. 
Eine  Zahl  teilt  man  durch  sehn,  indem  man  das  Komma  eine  Stelle 
nach  links  rückt,  durch  hundert,  indem  man  es  zwei  Stellen,  durch 
taufend,   indem  man  es  drei  Stellen,  durch  Million,  indem  man  es 
fechs  Stellen  nach  links  rückt. 

Beweis:  Unmittelbar  ans  188. 

Beispiele:    7:10  — 0,7  8:100  =  0^»  5,3g  :  1000  =  0,0053g 

233^  :  1000000  =  O^s**- 

Sats.    Eine  Zahl  vervielfacht  man  mit  l|10,  l/ioo»  '/moo  *•  t  w»#  195. 
indem  man  das  Komma  um  foviel  Stellen  nach  links  rückt,  als  die 
Eins  im  Henner  Hüllen  rechts  neben  fich  hat. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  194. 

Beispiele:    8.~-  =  0:8  253x^  =  2,*, 

38  X  lÖSÖ"  =  0,aM  5  #  1000000  X  0,M0005 

Sats.    Eine  Zahl  teilt  man  durch  Vio>  i/100l  l/iooo  *•  £  w.,  in-  196. 
dem  man  fie  mit  10,  100,  1000  u.  f.  w.  vervielfacht,  oder  indem  man 
das  Komma  um   foviel  Stellen  nach  rechts  rückt,    als  die  Eins  im 
lenner  Hüllen  rechts  neben  fich  hat. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  181. 

Beispiele:  8  :  Vio  =  80  25  :  Vioo  =  2500 

0,03  :  Viooo  =  30  32*  :  Vioooooo  =  32500000. 

Sats.      Vervielfachen    eines    Zehntbruches    (Dezimal-  197. 
bruches).    Einen  Zehntbruoh  (Dezimalbruch)  vervielfacht  man  mit 
einer  ganzen  Zahl,  indem  man  beide  Zahlen  als  ganze  Zahlen  ver- 
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vielfacht  und   dem  Zeuge  oder  Produkte   dann  foviel  Stellen  rechts 
vom  Komma  giebt,  als  der  Dezimalbruch  hatte. 

Beweis:  Der  Zehntbruch  ist  Dach  188  das  Zeug  oder  Produkt 
der  Zahl  als  ganzen  -Zahl  und  der  <Brticlieinheit  des  Zehntbruches 
(Dezimalbruches):  Nach  lfeO  kann  man  die  Ordnung  der  Fache  öder 
Faktoren  beliebig  ändern.  Man  kann  alfo  zunächst  die  beiden  Zahlen 
als  ganze  Zahlen  vervielfachen  und  dann  das  Zeug  mit  der  Bruch- 
iemfieit  des  Zehntbrnehes  (Dezimalbruches)  vervielfachen. 


• Beispiel!  ^87  X  51,:«,^  287  X  5136  X  Vioo  =  1473032  :  Vioo. 

"'    ;; :     -1473(Ka2. 

198.  Satz.  Vervielfachung  zweier  Zehntbrüche  (Dezimal- 
brüche.) Zwei  Zehntbrüche  (Dezimalbrüche)  vervielfacht  man,  in- 
dem man  fie  als  ganze. "Zahlen  vervielfacht  und  dein  Zeuge  oder 
Produkte  foviel.  Stellen,  rechts  vom  Komma  giebt,  als  beide,  Dezimal- 
brüche zufammen  hatten. 

•  ,  .  beweis;  IJie  beiden.  Zehnt brüche  schreibe  man  als:  Zeuge  oder 
Produkte  eiuer  ganzen  Zahl  des  Zählers  mit.  der  Brucheinheit  des 
Nenners.  Dann  vervielfache  man  nach  180  die  beiden  ganzen  Zahlen, 
da  die  Ordnung  der  Fache  oder  Faktoren  beliebig  ist.  Demnächst 
vervielfache  nmn  das  Zeug  mit .  ^er  ersten  BrueJieinheit  ;nacb .  1.95,  in- 
dem mau  das  Komma  um  foviel  Stelleu  nach- links  rückt,  als  die  Eins 
.  :  im  Efenner  .Nullen  rechts  neben  fich  hat.  Endlich  vervieHSaclre  man 
.d*8  :  .hierdurch  erhaltene.  Zeug  mit  der  zweiten  Brncheinheit  nach 
195,  indem  man  das  Komma',  abermals  um.  foviel  Stellen  nach  link« 
rückt,  als  nunmehr  die  Eins  im  Nenner  Nullen  rechts  neben  fich  bat; 
dann  hat  alfo  das  Zeug  oder  Produkt  der  beiden  ganzen  Zahlen  foviel 
Stellen  rechts  jvom  Komma,  als  beide  Zehutbrüehe  zufammen  hatten. 

Beispiele:  5  ,7  x  8,3«3  ~  527  X  Vioo  X  8363  X  Viooo 
:  =  527  X  8363  X  Vioo  •  Viooo  =  4407301  -  Vioo  •  Vi*« 

-  44073,0!  x  Viooo  ~  44,0731)1- 

199.  Satz.  Teilen  durch  Zehntbrüche  (Dezimalbrüche).  Eine 
Zahl  teilt  man  durch  einen  Dezimalbruch,  indem  man  ihr  foviel 
Stellen  rechts  vom  Komma  giebt,  als  der  Zehntbrueh  Stellen  rechts 
vom  Komma^hat  und  fie  dann  wie  ganze  Zahlen  teilt 

Beweis:  Habe  der  Zehntbruch  n  Stellen  rechts,  vom  Komma,  fo 
giebt '  man  ■  der  Zahl  nach  189  auch  n  Stellen  rechts  vom  Komma. 
Da  nun  die  Ordnung  der  Fache  oder  Faktoren  und  der  Nenner  naeh 
180  belidrig  ist.  Ja  "kann  man  3crst  die  ganzen  Zahlen  durch  .einander 
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teilen  and  dann  die  beiden  Nenner  durch  einander  teilen,  da  aber  die 
letztern  beide  gleich  find,  fo  geben  die  beiden  Nenner,  der  eine  durch 
den  andern  geteilt,  nach  173  Eins. 

Beispiel:  1652  :  2^  =  1652,0«  :  2,36 

=  165200 :  236 
=       700. 

Sats.    Einen  Zehntbrnch  (Dezimalbruch)  teilt  man  durch  einen  200. 
Zehntbruch,  indem  man  beiden  gleichviel  Stellen  rechts  vom  Komma 
giebt  und  fie  wie  ganze  Zahlen  teilt. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  199. 

Be  ispiel:    3^7 :  5,$  =  3^  :  5^,  =  307  :  560  =  0)MM14. 

Alle  diefe  Rechnungen  mit  Zehntbrilchen  (Dezimalbrüchen)  And  bis  zur 
vollsten  Geläufigkeit  einzuüben.  Es  empfiehlt  fich  dazu  des  Verfassers  Uebungs- 
heft  zur  Zahlenlehre,  bezüglich  fein  Rechenheft  II. 

C.     Die  Eigenschaften  der  ganzen  Zahlen. 

Sats.    Eine  Vergleichung  ändert  fioh  nicht,  wenn  man  auf  beiden  201. 
Seiten  mit  gleichen  Pluszahlen  vervielfacht  oder  teilt;  fie  wird  aber 
entgegengefetzt,    wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  gleichen  Strich- 
sahlen  vervielfacht  oder  teilt. 

Beweis:     1.     Es    fei    a  ;>  b,    d.  h.  a  —  b   eine   Pluszahl   nach 

142  und    fei  c  eine   Pluszahl,   fo  ist  nach  180  (a— b)  c  =  ac  —  bc 

eine    Pluszahl,    mithin    ac  >  bc.        Ebenfo    ist    nach    183    und    180 

a  —  b        a         b  a         b 

=  —  —  —  eine  PJuszahl,  mithin  —  •>  — 

c  c         c  c         c  • 

2.  Es  fei  a  >  b,  d.  h.  a  —  b  eine  Pluszahl,  dagegen  c  eine  Strich- 
zahl; dann  ist  nach  157  (a —  b)  c  =  ac  —  bc  eine  Strichzahl, 
d.    h.    bc  —  ac   eine   Pluszahl    und    nach    142   ac  <  bc.      Ebenfo 

o  __  h         fii  n  ha 

ist  dann -= —  —  —  nach  180  eine  Strichzahl,  d.  h.  — —  —  eine 

c  c         c  c        c 

Pluszahl  und  ac  <L  bc. 

,     _     5       3  5-7       3-7. 

Beispiel:    Da  r>ri8t,  fo  ist  auch  -«—  ->  -r->  dagegen  ist 

5  3  9 

g-  .  (— 3)  <  j-  •  (—  3)  d.  h.  es  ist  —  5  <:  —  j- 

Satz.    Wächst  in  einem  Zeuge  oder  Produkte  iweier  Zahlgrösen  202. 
die  eine  der  Grösen,  während  die  andre  gleich  bleibt  und  eine  Plus- 
zahl ist,  so  wächst  auch  das  Zeug,  und  umgekehrt 

Wenn  ein  Zeug  oder  Produkt  zweier  Zahlgrösen  wächst,  wäh- 
rend die  eine  der  Grösen  gleich  bleibt  und  eine  Plusgröse  ist,  fo 
wichst  auch  die  andre  der  Grösen. 

Beweis:    Unmittelbar  nach  201. 

B.  QnMouuuu,  Zahlenlthre.  6 
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Beispiele:        Es  ist  (7  + 1)  8  :>  7  .  3. 

^^(r+s-)7^-7- 

203.  Satz.  Wachfen  in  einem  Zeuge  oder  Produkte  mehrer  Plus- 
grösen  eine  oder  mehre  der  Grösen,  während  keine  kleiner  wird,  fo 
wächst  auch  das  Zeug. 

Beweis:  Lässt  man  zunächst  nur  eine  Gröse  wachfen,  während 
die  andern  gleich  bleiben,  fo  wächst  auch  nach  202  da«  Zeug.  Lässt 
man  jedesmal  in  dem  fo  erhaltenen  Zeuge  die  eine  Gröse  wachfen, 
während  die  andern  gleich  bleiben,  bis  alle  Grösen,  welche  wachfen 
follen,  gröser  geworden  find,  fo  wächst  auch  jedesmal  das  Zeug,  und 
man  erhält  eine  Reihe  von  Zeugen,  in  welcher  jedes  nächstfolgende 
gröser  als  da«  vorhergehende  ist,  alfo  ist  nach  144  auch  das  letzte 
gröser  als  das  erste. 

Beispiel:  (3  +  2)  (5  +  3)  7  >  3 -5 -7. 

204.  Satz.  Das  Zeug  oder  Produkt  mehrer  Pluszahlen,  ist,  wenn  die 
einzelnen  Zahlen  kleiner  als  Eins  find,  auch  kleiner  als  Eins,  wenn 
die  einzelnen  Zahlen  gröser  als  Eins  find,  auch  gröser  als  Eins. 

Beweis:    Unmittelbar  aus  203. 

Beispiele:   3  •  2  >  1  und  g-  •  g-  <  !• 

205.  Erklärung.  Eine  echte  Bruchzahl  heist  ein  Brach  voi 
Pluszahlen,  dessen  Zähler  kleiner  ist  als  der  Venner. 

a 

206.  Satz.     Jede  echte  Bruchzahl  —  ist  kleiner  als  Eins,  und  jede 

Zahl  welche  kleiner  ist  als  Eins,  ist  eine  echte  Bruchzahl. 

Beweis:    1.    Es  fei  —  ein   echter  Bruch,   d.  h.  a  und   b  Plus- 
b 

>  a,  fo  ist  b  —  a  eine  Pluszahl,  alfo  auch 

a  a 

=  1 —  (nach  180)  eine  Pluszahl  d.  h.  —  <  1. 

b  b 

2.    Es  fei  a  kleiner  als  1,  fo  ist  a  =  — ,  nach   205    ein    echter 

Bruch. 

7  3       ,  5 

Beispiele:     g  <;  1    ;     -^  <c  1    '     12  "^  ** 

207.  Satz.  Das  Zeng  oder  Produkt  echter  Bruchzahlen  ist  wieder 
eine  echte  Bruchzahl. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  204. 

3     5      15 
Beispiel:         Z'T:=:28<::*' 
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Satz.     Wächst  in  einem  Brache  von  Plusgrösen,  während  der  208. 
Zähler  gleich  bleibt,  der  Venner,  fo  nimmt  der  Brach  ab,  und  um- 
gekehrt. 

Nimmt  ein  Bruch  von  Plusgrösen  ab,  dessen  Zähler  gleich  bleibt, 
fo  wächst  der  Venner. 

Beweis:    1.    Wenn   a,   b   und    c   Plusgrösen   find    und  c  >  b, 

a  (c  —  b)        ac  —  ab         a         a 


d.   h.   c  —  b  eine  Plusgröse,  fo  ist 


bc  bc  b 


a         a 
(nach  180)  eine  Plusgröse,  alfo  der  Bruch  — <t~ 

c         b 


a         a 


2.     Wenn    a,    b    und    c    Plusgrösen    find    und  — <-r-,    fo    ist 

c         b 

a        a     .         .  lr    .  a         a       ac  —  ab      a  (c  —  b) 

-—  — —  eine  Plusgröse,  alfo  ist  auch  —  —  —  — —  — ^- - 

b        c  b        c  bc  bc 

eine   Plusgröse   und,   da   a,   b   und    c  Plusgrösen,   auch    c  —  b   eine 

Plusgröse  (nach  180)  d.  h.  c  >  b. 

3        3  3       3 

Beispiele:      -y  <:  jr     \      -^  <L  g- • 

a.     Die  Eigenschaften  ganzer  Pluszahlen. 

Erklärung.    Das   Aufgehen:    Man   tagt,   eine  ganze  Zahl  a  209. 
gehe  in  eine  andre  b  auf,  wenn  es  eine  ganze  Zahl  c  giebt,  welche 
mit  der  ersten  a  vervielfacht  die  zweite  b  giebt,  oder  wenn  b  =  ac, 
und  zwar  tagt  man  dann,  a  gehe  in  b  cmal  au£ 

Beispiel:    8  geht  in  56  Siebenmal  auf,  9  geht  in  72  achtmal  auf. 

Satz.    Eins  geht  in  jede  Zahl  auf,  und  jede  Zahl  geht  in  fich  210. 
felbst  auf. 

Beweis:  Es  fei  a  eine  beliebige  Zahl,  dann  ist  a=  1  •  a, 
alfo  u.  f.  w. 

8 atz.     Eine  Zahl  a,  welohe  in  b  aufgeht,  ist  nicht  gröser  als  b.  211. 

Beweis:  Es  feien  a,  b  und  c  ganze  Pluszahlen,  d.  h.  jede  Eins 
oder  gröser  als  Eins,  und  b  =  ac.  Angenommen  nun,  dass  a  ;>  b 
wäre,  fo  wäre  auch  a  —  b  eine  Pluszahl,  alfo  auch  (a — b)  c 
=  ac  —  bc  =  b  —  bc  eine  Pluszahl. 

Dies  ist  aber  unmöglich,  denn  ist  c  =  1,  fo  ist  b  —  bc  =  b  —  b 
=  0,  alfo  keine  Pluszahl,  und  ist  c  >  1 ,  fo  ist  nach  202  auch 
be  >  b,  mithin  b  —  bc  eine  Strichzahl,  d.  h.  keine  Pluszahl,  alfo 
ist  auch  die  Annahme  unmöglich. 

Satz.     Zwei  ganze  Pluszahlen,  welche  gegenseitig   in  einander  212. 
aufgehen,  find  einander  gleich, 

6* 
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Beweis:  Da  a  in  b  aufgeht,  fo  ist  nach  211  a  nicht  >  b,  und 
da  b  in  a  aufgeht,  fo  ist  nach  211  auch  a  nicht  <:  b,  alfo  ist  nach 
143  a  =  b. 

213.  Satz.  Wenn  eine  Zahl  a  in  eine  zweite  b  nmal  aufgeht  und 
die  zweite  b  in  eine  dritte  c  bmal  aufgeht,  fo  geht  auch  die  erst« 
in  die  dritte,  und  zwar  allmal  auf. 

Beweis:  Da  a  in  b  «mal  aufgeht,  und  da  b  in  c  fanal  auf- 
geht, fo  ist  b  =  a.i  und  c  ==  bt»,  alfo  ist  c  =  M  =  aab  =  a  (ab), 
d.  h.  a  geht  in  c  almal  auf. 

Beispiel:  5  geht  in  40  achtmal,  40  geht  in  280  fiobenmal  auf,  alfo  geht 
5  in  280  auch  8  x  7  mal  auf. 

214.  Erklärung.  Das  Gemeinmas  oder  das  gemeinschaftliche 
Mas  zweier  Zahlen  heist  eine  Zahl,  welche  in  die  beiden  Zahlen 
aufgeht. 

Einander  fremd  oder  primär  heisen  zwei  Zahlen,  deren  gröstes 
Gemeinmas  eins  ist. 

Beispiele:  Für  36  und  30  ist  6  das  Gemtinmas;  dagegen  lind  6  ui;d  7 
einander  fremd. 

215.  Satz.  Das  Gemeinmas  zweier  Zahlen  ist  auch  ein  Gemeinmai 
ihrer  8umme,  ihres  Unterschiedes  und  jedes  Gliederausdruckes  diefer 
Zahlen,  in  dem  nur  ganze  Zahlen  als  Fache  oder  Faktoren  vor- 
kommen. 

Beweis:  Es  fei  c  das  Gemeinmas  von  a  und  b  und  gehe  in 
a  nmal,  in  b  ('mal  auf,  d.  h.  es  fei  u  —  oe  und  b  =  (*c,  fo  ist 

1.  a  +  b  =  ae  +  *c  =  01  +  *0  <*• 

2.  a  —  b  =  co ■  —  tc  =  (i  —  b)  c. 

3.  Ein  beliebiger  Gliederausdruck  dev  Zahlen  a  und  b  l&M 
(ich  ausdrucken  durch  die  Form  S(+  adm  +  ben),  wo  dni  und  en  ganie 
Zahlen  find;  es  ist  aber 

S(+  ad„,  +  bei.)  =  S(±  (ac)  dn  ±  (6c)  e„) 

=  S(±  c  (ad,„)  +  c  (fre,,))  (nach   180) 

=  c  (S(+  ad„,  ±  ben))  (nach   183) 

wo  S(+  öd«  +  bcn)  eine  Summe  ganzer  Zahlen,  alfo  nach  131  wieder 

eine    ganze  Zahl,    mithin    c    das   Gemeinmas   des  gegebenen    Glieder- 

au8druckes. 

Beispiele:  9  ist  Gemeinmas  von  63  und  72,  alfo  auch  von  63  4-72  = 
135,  von  72  —  63  =  9,  von  5  -  63  —  2  .  72  =-.  171. 

216.  8a tz.  Wenn  man  aus  einem  gegebenen  Pare  von  Pluszahlen 
a  und  b  ein  zweites  Par  dadurch  ableitet,  dass  man  die  kleinere  von 
der  großem  abzieht  und  die  kleinere  und  den  Unterschied  als  zweitei 
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Par  fetzt;  wenn  man  auf  gleiche  Weife  aus  dem  zweiten  Pare  ein 
drittes  Zahlenpar  ableitet  und  hiermit  fo  lange  fortfährt,  als  die 
beiden  Zahlen  eines  Pares  noch  verschieden  find,  fo  muss  man  zuletzt 
zu  einem  Pare  gleicher  Zahlen  gelangen  und  jede  derfelben  ist  das 
gröste  Gemeinmas  der  gegebenen  Zahlen,  und  jedes  Gemeinmas  von 
a  und  b  geht  auch  in  dies  gröste  Gemeinmas  auf. 

Beweis:  Es  gehe  c  in  a  und  in  b  auf,  fo  geht  es  nach  215 
auch  in  a  —  b  auf,  dann  auch  in  b  —  (a  —  b)  =  2  b  —  a,  dann  auch  in 
a  —  b  —  (2b  —  a)  =  2a  —  3b,  und  fofort  bis  man  zuletzt  zu  einem 
Pare  gleicher  Zahlen  d  gelangt.  Dann  geht  nach  215  auch  c  in  d 
auf.  Es  geht  dann  alfo  jedes  Gemeinmas  von  a  und  b  auch  in  d  auf. 
Andrerseits  ist  aber  auch  jede  Zahl  eines  vorhergehenden  Pares  eiue 
Summe  aus  den  Zahlen  des  folgenden,  da  die  kleinere  bleibt,  und  die 
grösere  die  Summe  ist  aus  der  kleinern  und  dem  Unterschiede,  alfo 
find  auch  die  gegebenen  Zahlen  a  und  b  Summen  der  beiden  gleichen 
p  und  p;  alfo  ist  auch  jedes  Gemeinmas  von  p  und  p  ein  Gemein- 
mas von  a  und  b,  d.  h.  da  p  Gemeinmas  von  p  und  p  ist  auch  p 
das  Gemeinmas  von  a  und  b,  und  zwar,  da  kein  Gemeinmas  von  a 
und  b  groser  als  p  fein  kann,  das  gröste. 

Beispiel:  Es  feien  gegeben  315  und  84.  Dann  ist  315  —  84  =  231, 
231  —  84  =  157,  157  — 84=63,  84  —  63=21,  63  —  21=42,  42  —  21=21; 
alfo  ist  21  das  gröste  Gemeinmas  von  315  und  84  und  gehen  die  andern  Ge- 
meinmase  3  und  7  fämmtlich  in  21  auf. 

Satz.    Wenn  m  das  gröste  Gemeinmas  von  a  und  b  ist,  so  ist  217. 
me  das  gröste  Gemeinmas  von  ac  und  bc. 

Beweis:  Das  gröste  Gemeinmas  von  a  und  b  findet  man,  indem 
man  jedesmal  die  kleinere  Gröse  von  der  grösern  abzieht  und  aus  der 
kleinern  und  dem  Unterschiede  ein  neues  Par  bildet.  Sei  b  die 
kleinere,  fo  erhält  man  alfo  aus  a  und  b  das  neue  Par  a  —  b  und  b. 
Ganz  auf  gleiche  Weife  erhält  man  aus  dem  Pare  ac  und  bc  das 
neue  Par  ac  —  bc  =  (a  —  b)  c  und  bc.  Das  entsprechende  neue 
Par  aus  ac  und  bc  ist  alfo  c  mal  fo  gros  als  das  aus  a  und  b.  Ganz 
auf  gleiche  Weife  verhält  es  fich  aber  mit  jedem  neuen  Pare,  welches 
durch  Abziehen  der  kleinern  von  der  grösern  Zahl  gebildet  wird. 
Auch  das  letzte  Par  gleicher  Zahlen,  welches  aus  ac  und  bc  gewonnen 
wird,  ist  alfo  c  mal  fo  gros,  als  das  letzte  Par  gleicher  Zahlen, 
welches  aus  a  und  b  gewonnen  wird,  d.  h.  da  dies  m  und  m  ist,  fo 
tat  jenes  mc  und  mc,  und  ist  dies  nach  216  ebenfo  das  gröste  Ge- 
meinmas von  ac  und  bc,  wie  m  das  ist  von  a  und  b. 
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Beispiel:    9  ist  das  gröste  Gemeinmas    von   63   und  54,   alfo   ist   auch 
5  •  9  =  45  das  gröste  Gemeinmas  von  5  .63  =  315  und  5  -54  =  270. 

218.  Satz.  Wenn  eine  Zahl  c  in  ein  Zeug  oder  Produkt  zweier 
Zahlen  ab  aufgeht  und  dem  einen  Faohe  oder  Faktor  a  fremd  ist, 
so  geht  fie  in  den  andern  auf. 

Beweis:  Es  geht  c  in  ab  auf  (Voraussetzung)  und  ebenfo  in  cb. 
Da  aber  a  und  c  einander  fremde  find,  fo  ist  ihr  größtes  Gemeininas 
1  (nach  214)  mithin  ist  das  gröste  Gemeinmas  von  ab  und  cb  nach 
217  die  Zahl  1  b  =  b.  Die  Zahl  c  geht,  da  fie  in  ab  und  cb  auf- 
geht, auch  nach  217  in  deren  gröstes  Gemeinmas,  d.  h.  in  b  auf. 

Beispiel:  11  geht  in  1001  =  7  .  143  auf-,  es  ist  7  fremd  alfo  geht  es  in 
143  auf. 

219.  Erklärung:  Eine  Primzahl  heist  eine  Zahl,  in  welche  auier 
Eint  und  der  Zahl  reibst  keine  andre  Zahl  aufgeht 

Eine  zufammengesetzte  Zahl  heist  eine  Zahl,  welche  nicht  Prim- 
zahl ist,  d.  h.  in  welche  auser  der  Eins  und  der  Zahl  felbst  mindesten! 
noch  eine  Zahl  aufgeht. 

Primfache  oder  Primfaktoren  heisen  die  Fache  oder  Faktoren, 
welche  Primzahlen  ungleich  Eins  find. 

Beispiele:   Primzahlen:    1,  2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29. 

Zufammengefetzte  Zahlen:  4,  6,  8,  9,  10,  12,  14,  15,  16,  18,  20. 

Primfache:  In  6  find  2,  3,  in  15  find  3,  5,  in  18  find  2,  3,  3. 

220.  Satz.  Eine  Primzahl  a,  welche  in  eine  andre  Zahl  b  nicht  auf- 
geht, ist  ihr  fremd  oder  primär. 

Beweis:  Da  a  eine  Primzahl  ist,  fo  geht  in  fie  auser  a  und  1 
keine  Zahl  auf  nach  219,  da  aber  a  in  b  nicht  aufgeht,  fo  geht  in 
a  und  b  nur  1  auf,  d.  h.  a  ist  der  b  fremd  oder  primär  (nach  214). 

221.  Satz.  Eine  Primzahl  a,  welche  in  2  Zahlen  b  und  c  nicht  auf- 
geht, geht  auch  nioht  in  das  Zeug  oder  Produkt  derfelben  bc  auf 

Beweis  (trennend  oder  indirekt):  Angenommen,  es  ginge  a  in 
bc  auf,  fo  mü88te,  da  a  Primzahl  ist  und  in  b  nicht  aufgeht,  d.  h.  da 
a  dem  b  fremde  oder  primär  ist  (nach  220),  a  in  c  aufgehen  (nach 
218).  Nach  dem  Satze  darf  aber  a  nicht  in  c  aufgehen,  alfo  ist  die 
Annahme  unmöglich. 

Beispiele:  Da  9  in  7  und  8  nicht  aufgeht,  fo  geht  es  auch  nicht  in 
7  •  8  =  56  auf.  Da  11  in  9  und  8  nicht  aufgeht,  fo  geht  es  auch  nicht  is 
9-8  =  72  auf. 

222.  Satz.  Wenn  eine  Primzahl  a  in  mehre  Zahlen  nioht  aufgeht 
fo  geht  fie  auch  nicht  in  ihr  Zeug  (Produkt)  auf. 

Beweis  (fortleitend  in  Bezug  auf  die  Anzahl  der  Zahlen 
bj,  b?  •  •  •  bn).      Angenommen,   der   Satz  gelte  für    a  Zahlen    (dass 
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nämlich,  wenn  die  Primzahl  a  in  bt,  b2  •  •  •  ba  nicht  aufgeht,  fie 
auch  nicht  in  das  Zeug  derfelben  bt  b2  •  •  •  ba  aufgeht),  fo  beweife 
ich,  dass  er  auch  flir  a  +  1  Zahlen  bt,  b»  -  •  •  ba+i  gelte.  Nach 
der  Vorausfetzung  geht  nämlich  die  Primzahl  a  nicht  in  die  Zahlen 
b|,  b)  •  •  •  ba  auf,  mithin  nach  der  Annahme  auch  nicht  in  deren 
Zeug  biba  •  *  •  ba,  aber  nach  der  Vorausfetzung  geht  fie  auch  nicht 
in  ba+i  auf,  mithin  nach  221  auch  nicht  in  das  Zeug  der  beiden 
Zahlen,  d.  h.  nicht  in  bib3  •  •  •  ba+i. 

Wenn  aJfo  der  Satz  für  eine  beliebige  Reihe  von  Zahlen  gilt, 
fo  gilt  er  auch  für  die  Reihe,  welche  eine  Zahl  mehr  enthält.  Nun 
gilt  er  nach  221  für  zwei  Zahlen,  alfo  auch  allgemein  für  beliebig 
viele  Zahlen. 

Satz,    Jede  zufammengefetzte   Zahl   a  lästt  fleh  in   Primfache  223. 
(Primfaktoren)  zerlegen. 

Beweis:  1.  Da  a  eine  zufammengefetzte  Zahl,  fo  muss  nach 
219  wenigstens  eine  von  1  und  a  verschiedene  Zahl  in  fie  aufgehen, 
dies  fei  b,  und  es  gehe  b  in  fie  c  mal  auf,  fo  muss  c  £  1  fein, 
denn  fönst  wäre  a  =  1  •  b  =  b  wider  die  Annahme,  aber  auch  c  £  a, 
denn  fönst  wäre  a  =  a  •  b,  d.  h.  b  =  1  wider  die  Annahme.  Es 
läset  fich  alfo  jede  zufammengefetzte  Zahl  in  zwei  von  1  und  a  ver- 
schiedene Fache  oder  Faktoren  zerlegen,  und  diefe  beiden  Fache 
können  nach  211  nicht  größer  als  a,  aber,  wie  eben  bewiefen,  auch 
nicht  gleich  a  fein,  fie  müssen  alfo  kleiner  fein  als  a. 

2.  Ist  von  den  beiden  Fachen  oder  Faktoren  b  und  c,  in  welche 
a  zerlegt  wurde,  der  eine  noch  eine  zufammengefetze  Zahl,  fo  kann 
man  diefe  (nach  Beweis  1)  wieder  in  zwei  kleinere,  von  1  ver- 
schiedene Fache  zerlegen  u.  f.  w.  Jedes  Fach  wird  hiebei  mindestens 
um  1  kleiner,  alfo  muss  das  Zerlegen  in  kleinere  Fache  eine  Grenze 
haben,  d.  h.  die  Fache  können  nicht  zufammengefetzte  Zahlen  bleiben, 
fondern  werden  zuletzt  lauter  Primzahlen. 

Satz.    Wenn  zwei  Zeuge  A  und  B  von  Primfachen  oder  Prim-  224. 
faktoren  gleich  find,  fo  können  fich   beide  nur  durch   die   Ordnung 
ihrer  Fache  unterscheiden. 

Beweis  (fortleitend  in  Bezug  auf  die  Anzahl  der  Primfache  von  A). 

1.  Angenommen,  der  Satz  gelte,  wenn  A  ein  Zeug  von  n  Prim- 
fachen aiaa  •  •  •  a  ist,  fo  beweife  ich,  dass  er  auch  gelte,  wenn  A 
ein  Zeug  von  n  +  1  Primfachen  a^  •  •  •  a^i  ist.  Nach  der  Vor- 
ausfetzung find  A  und  B  gleich,  alfo  muss  an+i  in  B  =  A  aufgehen, 
mithin  muss  es  nach  221  auch  in  ein  Fach  von  B  aufgehen,  dies  fei 
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x.  Da  aber  die  Fache  von  B  nach  der  Vorausfetzung  Primfache  find, 
fo  geht  in  x  nur  1  und  x  auf,  und  da  a„t_i  als  Primfach  £  1  ist  nach 
219,  fo  muss  alfo  a„fi  =  x  fein.  Da  ferner  die  Ordnung  der  Fache 
nach  180  beliebig  ist,  fo  fetze  in  B  da*  Fach  x  auf  die  letzte  Stelle* 
und  fei  das  Zeug  der  übrigen  Fache  C,  fo  ist 

Canf i  =  Cx  =  B  =  A  =  ata2  •  •  •  8*841 +1, 
mithin  nach  164 

C  =  s^a*  •  •  •  an. 
Nach  der  Annahme  gilt  nun  der  Satz  für  n  Fache;  es  können  fich 
mithin  die  Fache  von  C  von  den  Fachen  a^  •  •  •  an  nur  durch  die 
Ordnung  unterscheiden,  alfo  können  ßch  auch  die  Fache  von  B  von 
den  Fachen  a^  •  •  •  ananfi  von  A  nur  durch  die  Ordnung  unter- 
scheiden, d.  h.  wenn  der  Satz  für  n  Fache  gilt,  fo  gilt  er  auch  für 
n  +  1  Fache. 

2.  Nun  gilt  er  aber,  wenn  A  nur  2  Fache  8*84  enthält;  denn 
(nach  Beweis  1)  muss  a*  eins  der  Fache  von  B  fein.  Es  fei  B  =  Ca,, 
fo  ist 

Ca*  =  B  =  A  =  ata,,  alfo  nach  164  C  =  8^, 

mithin  B  =  8484,  d.  h.  der  Satz  gilt  für  zwei  Fache,  mithin  nach 
Beweis  1  fortleitend  auch  für  beliebig  viele  Fache. 

225.  ßatz.  In  eine  Zahl  A  können  auter  1  keine  andern  Zahlen  als 
die  Primfache  von  A  und  deren  Zeuge  aufgehen. 

Beweis:  Es  feien  84,  a*  -  •  •  a„  die  Primfache  von  A,  d.  h. 
A  =  a^  •  •  •  a  ,  und  es  gehe  eine  beliebige  Zahl  B  £  1  in  A  und 
zwar  C  mal  auf,  fo  ist  auch  A  =  BC.  Nun  zerlege  man  BC  in  feine 
Primfache,  fo  müssen  diefe  den  Primfachen  84  a2  •  •  •  a*  gleich  fein 
(nach  224),  mithin  ist  B  entweder  gleich  einem  diefer  Fache  oder 
gleich  einem  Zeuge  derfelben. 

Beispiele:  Es  ist  420  =  2-2.3.5.7  alfo  gehen  in  420  die  Zahlen  auf 
2.2=4,2.3=6,4.3=12,2.5  =  10,8.5=15,4.5=20,2.35=80,4.3.5=60 
2-7  =  14,  3.7  =  21,  4-7  =  28,  5.7  =  35,  6-7  =  42,  12-7  =  84,  20-7  =  140, 
30-7  =  210. 

226.  Satz.  Das  grfttte  Gemeinmai.  Das  grötte  Gemeinmas  von  n 
Zahlen  erhält  man,  wenn  man  jede  diefer  Zahlen  in  ihre  Primfache 
(Primfaktoren)  zerlegt  und  das  Zeug  oder  Produkt  derjenigen  Prim- 
fache bildet,  welche  allen  n  Zahlen  gemeintem  find. 

Beweis:  Es  feien  die  gegebenen  Zahlen  ai,  a*  -  -  -  8%,  und  feien 
die  allen  n  Zahlen  gemeinfamen  Primfache  bt,  b»  •  •  ■  bm,  fo  will  ich 
beweifen,  dass  btb2  •  •  .  bm  das  gröste  Gemeinmas  diefer  n  Zahlen 
ist.     Es  können   nach  225   in  jede  Zahl  nur  die  Primfache  derfelben 
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und  deren  Zeuge  oder  Produkte  aufgehen;  es  können  mithin  in  alle 
n  Zahlen  nur  diejenigen  Primfache  und  ihre  Zeuge  aufgehen,  welche 
allen  n  Zahlen  gemeinfam  find,  d.  h.  nach  der  Vorausfetzung  nur 
t>i,  b2  •  •  •  bm.  Von  diefen  Fachen  und  ihren  Zeugen  oder  Produkten 
ist  aber  das  Zeug  aller  diefer  Fache  btb2  •  •  •  bm  das  gröste;  denn  alle 
andern  Zeuge  diefer  Fache,  welche  weniger  Fache  enthalten,  gehen 
in  dasfelbe  auf  und  find  mithin  nach  211  mindestens  nicht  gröser. 

Beispiele:  Von  48  =  2-2.2.2.3,  56=2.2.2-7  und  72=2.2.23.3  ist 
das  gröste  Gemeinmas  2*2 -2  =  8. 

Von  60  =  2.2-3.5,  72  =  2-2.2.3.3  und  96  =  2.2.2.2.2-3  ist  das  gröste 
Gemeinmas  2*2*3  =  12. 

Erklärung.     Ein  kurser  oder  reduoirter  Bruch  heilt   ein  227. 
Bruch,  dessen  Zähler  und  Nenner  einander  fremde  oder  primär  find. 

Satz.     Wenn  in  eine   Zahl  a,  welche  kleiner  ist  als   bb,   die  228. 
Primzahlen,  welche  kleiner  als  b  find,  nicht  aufgehen,  fo  ist  fie  reibst 
eine  Primzahl. 

Beweis  (trennend):  Angenommen,  a  fei  keine  Primzahl,  fo 
mttssten  nach  223  mindestens  zwei  von  1  und  a  verschiedene  Prim- 
zahlen in  fle  aufgehen,  dies  feien  c  und  d,  alfo  a  =  cd.  Da  aber 
nach  der  Vorausfetzung  die  Primzahlen,  welche  kleiner  als  b  find, 
nicht  in  a  aufgehen,  fo  müssen  c  und  d  gröser  als  b  fein,  dann  aber 
müsste  nach  203  auch  das  Zeug  a  =  cd  gröser  als  bb  fein.  Dies 
ist  aber  gegen  die  Vorausfetzung,  alfo  kann  auch  nicht  a  eine  zu- 
fammengefetzte  Zahl  fein,  fondern  ist  eine  Primzahl. 

Beispiele:    In  113  gehen  weder  2,  noch  3,  5  und  7  auf,  da  nun  113  <: 
121  =  11*11  ist,  fo  ist  113  eine  Primzahl. 

Wir  wollen  nach  diefem  Satze  die  Aufgabe  löfen,  alle  Primzahlen  von 
1  bis  10000  aufzufinden.  Da  100  .  100  =  10000  ist,  fo  haben  wir  nur  die  Viel- 
fachen der  kleineren  Primzahlen  aufzuziehen.  Alle  geraden  Zahlen  find  Viel- 
fache von  2*,  die  ungeraden,  deren  letzte  Stelle  5  ist,  find  Vielfache  von  5  und 
können  alfo  auser  Betracht  bleiben.  Die  Zahlen  zwischen  Kuli  und  300,  in 
welche  3  aufgeht,  find  diefelben,  wie  die  zwischen  300  und  600  und  zwischen 
a  •  300  und  a  •  300  -f-  300  und  können  alfo  fortgelassen  werden.  Wir  haben  nun 
noch  die  Vielfachen  der  7,  der  11,  13,  17,  19,  23,  29  u.  f.  w.  jedesmal  mit  den 
andern  Primzahlen  zu  berechnen*,  die  Zahlen  die  dann  nicht  Vielfache  find, 
find  Primzahlen.    Es  ergiebt  fich  demnach  die  folgende  Tafel. 


228. 
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229.  Satz.  Zwei  geht  in  eine  Zahl  a  auf,  wenn  fie  in  die  letzte 
Stelle  derfelben  aufgeht. 

Vier  geht  in  eine  Zahl  a  auf,  wenn  fie  in  die  beiden  letzten 
Stellen  derfelben  aufgeht. 

Acht  geht  in  eine  Zahl  a  auf,  wenn  fie  in  die  drei  letzten 
Stellen  derfelben  aufgeht. 

Beweis:  1.  Man  zerlege  die  Zahl  a  in  zwei  Stücke  b  •  10  +  d 
wo  d  die  Einer  der  Zahl  a  darstelle  und  b  und  d  ganze  Zahlen. 
Wenn  nun  zwei  in  d  aufgeht,  d.  h.  wenn  d  =  c  •  2,  wo  c  eine  ganze 
Zahl,  fo  ist 

a=bl0  +  c.2«b.5.2  +  c-2  =  (b5  +  c)2. 
Hier  find  b,  5  und  c  ganze  Zahlen,  alfo  geht  2  in  a  auf. 

2.  Für  den  zweiten  Teil  des  Satzes  zerlege  man  die  Zahl  a  in 
zwei  Stücke  b  •  100  +  d,  wo  d  die  Zehner  und  Einer  der  Zahl  a  am- 
fasst  und  b  und  d  ganze  Zahlen  find.  Wenn  nun  vier  in  d  aufgeht, 
d.  h.  wenn  d  =  c  •  4,  wo  c  eine  ganze  Zahl,  fo  ist 

a  =  bl00  +  c.4  =  b.25.4  +  c4=(b25  +  c)  4. 
%    Hier  find  b,  25  und  c  ganze  Zahlen,  alfo  geht  4  in  a  auf. 

3.  Ganz  entsprechend  folgt  der  Satz  für  8. 
Beispiele:  2  geht  auf  in  3728    ,    5714, 

4      „        „      2536    ,    8912,- 
8      „        „      5728    ,    9312. 

230.  Erklärung.  Gerade  Zahlen  heisen  die  Vielfachen  von  zwei. 
Ungerade  Zahlen  heisen  die  Zahlen,  in  welche  zwei  nicht  aufgeht 

231.  Satz.  Fünf  geht  in  eine  Kahl  auf;  wenn  die  letzte  Ziffer  Auf 
oder  null  ist. 

Beispiele:    5  geht  auf  in  8710  ,  8915  ,  9335. 

232.  Erklärung.  Die  Querfumme  einer  Zahl  ist  die  Summe  der 
Ziffern,  ^wenn  man  die  Ziffern  ohne  Bückficht  auf  die  Stelle  als 
Einer  zufügt 

Beispiele:  Die  Querfumme  von  5754  ist  5  +  7  +  5 + 4  =s=  21,  die  Quer- 
fumme von  8259  ist  8  +  2  +  ö  +  9^r24. 

233.  Satz.  Drei  und  neun  gehen  in  eine  Zahl  a  auf;  wenn  Ae  in 
ihre  Querfumme  aufgehen. 

Beweis:  Man  zerlege  die  Zahl  a  in  fo  viel  Stacke  als  fie  Stellen 
hat  und  fei 

a  =  b0  +  bt  •  10  +  b2  •  100  +  b8  •  1000  +  b4  •  10000  +  •  •  ■ 
Nun  kann  man   10  =  9  +  1,    100  =  99  +  1,    1000  sr  999  +  1, 
10000  =  9999  +  1  u.  f.  w.  jede  in  2  Stücke  zerlegen,  dann  erhält  man 


101  Eigenschaften  der  ganzen  Zahlen.  234 237. 

a=b0  +  b1(9  +  l)  +  ba(99+l)+b8(999  +  l)+b4(9999  +  l)  +  ... 
=b0  +  bi+b,+b,  +  b4  +  ..  +  b1.9+b,.99+b8  -999+b4  -9999+  • 
=bo  +  b1+ba  +  b8+b4+..  +  9(b1+ba.ll+b8.lll+b4.llll  +  ..) 
Euer  ist  b0  +  b,  +  b2  +  b8  +  b4  +  •  •  die  Querfumme  von  a.  Gehen 
alfo  3  oder  9  in  diefe  Querfumme  auf,  fo  gehen  fie,  da  ße  auch  in 
9  aufgehen,  nach  215  auch  in  a  auf. 

Beispiele:     3  geht  auf  in  2715;   88103;   52725. 

9  geht  auf  in  87521-,    82575;    71856. 
Erklärung.     Der  Neunerrest  heist  der  Best,  welcher  übrig  234. 
bleibt,  wenn  man  die  Querfumme  einer  Zahl  dureh  nenn  teilt.    Oleich 
heilen  swei  Neunerreste,  wenn  die  Beste  nur  um  ein  Vielfaches  von 
nenn  verschieden  find. 

Beispiel:  Bei  86572  ist  der  Neunerrest  gleich  1;  denn  8+6+5+7+2=28 
giebt  durch  9  geteilt  den  Rest  1.    Als  Neunerrest  ist  21=12  —  3. 

Satz.    Probe  beim  Zufügen:  der  Nennerrest  der  Summe  ist  gleich  235. 
der  Summe  der  Nennerrestft  ans  den  Stücken, 

Beweis:  Seien  a,,  a?  und  a,  •  •  •  die  zu  fügenden  Zahlen.  Man 
kann  nun  nach  234  jede  diefer  Zahlen  gleich  einem  Vielfachen  von 
neun  plus  einem  Neunerreste  fetzen.     Sei  alfo 

a1  =  9-bi+c1       a^=9b2  +  ca       a8=9b8  +  c8-- 
wo  <h,  c*  und  o3  •  •  die  Neunerreste  der  Zahlen  at,  a,  a*  •  •  find,  fo  ist 
at  +  a,  +  a,  +  •  •  =(9bt  +  c,)  +  (9ba  +  c2)  +  (9b3  +c3)  +. . 
=  9(bi  +  b2  +  b8  +  •  •)  +  <H  +  c*  +  c,  +  •  • 
Beispiel:   879663  =  527836  +  351727, 
Neunerrest  2  =  4  +  7  =  9  +  2. 

Satz.    Probe  beim  Abziehen.     Der  Nennerrest  des  Vorrats  236. 
ist  gleich  der  Summe  ans   den  Nennerresten  des  Abzugs  und   des 


Beweis:  Unmittelbar  nach  235. 
Beispiel:    7957  —  4268  =  8689, 
Neunerrest         1=2+8  =  9+1. 

Satz.     Probe    beim    Vervielfachen.      Der  Nennerrest    des  237. 
Zenges  oder  Produktes  ist  gleich  dem  Zeuge  der  Nennerreste  ans  den 
Fachen  oder  Faktoren, 

Beweis:  1.  Für  2  Fache  oder  Faktoren.  Seien  84  und  a?  die 
Fache,  fo  kann  man  nach  234  jede  diefer  Zahlen  a,  «=  9b,  +  ct  und 
a*  =  9b)  +  Ca  fetzen,  wo  c,  und  c,  die  Neunerreste  der  Zahlen 
a,  und  a?  find;  dann  ist 

a,  -a,  —  (9b,  +  <H)  (9b,  +  c,)  =  9b,  (9b,  +  c*)  +  c,  -9^+0,  -c2 
alfo  ist  0,0,  der  Neunerrest  von  a,a,. 
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2.  Wenn  der  Satz  für  n  Fache  gilt,  fo  gilt  er  auch  für  n  -f  1 
Fache. 

Denn  es  feien  aa  =  9ba  +  cft  wo  ca  der  Neunerrest  von  a*  ist, 
und  es  fei  ai  •  a2  •  a3  •  •  •  an  =  9 A  +  ct  •  c^  •  c3  •  •  •  cn  (Annahme),  fo  ist 
a^aa-a*-  •   ananfi  =  (9A  +  c^Cj,-  •  •cn)(9bIlfi  +  cnfi) 

=  9A (9bn ,-x  +  cn f  1)  +  (ct^Ca  •  •  •  cn)  9bn4-i  +  «HCtCa  •  •  •  d - cn f x 
alfo  auch  c^Ca  •  •  -Cn-Cnn  der  Neunerrest  von  a^aa  •  • -an-a^  1 

5.  Nun  gilt  der  Satz  für  2  Fache  oder  Faktoren,  alfo  gilt  er 
nach  23  allgemein. 

Beispiel:    8367x7526  =  62970042, 

Neunerrest    6x2  =  9  +  3  =  3. 

238.  Satz.  Probe  beim  Teilen  ohne  Best.  Der  Neunerrest  der 
zu  teilenden  Gröse  ist  gleich  dem  Zeuge  oder  Produkte  aus  den 
Heunerresten  des  Teilers  und  des  Quoten  (Quotienten). 

Beweis:  Unmittelbar  nach  237. 
Beispiel:    6291984  :  752  =  8367, 
Neunerrest  8=5  x  6=27+8. 

239.  Satz.  Probe  beim  Teilen  mit  Best.  Der  Heunerrest  der  zu 
teilenden  Gröse  weniger  dem  Heunerreste  aus  dem  bei  der  Teilung 
verbleibenden  Beste  ist  gleich  dem  Zeuge  aus  den  Heunerresten  des 
Teilers  und  des  Quoten,  foweit  diefer  eine  ganze  Zahl  ist 

Beweis:  Sei  die  Aufgabe  a:b  und  gehe  b  cmal  in  a  auf  und 
verbleibe  d  bei  der  Teilung  als  Rest,  fo  ist  a  =  bc  +  d  oder  es  ist 
a  —  d  =5  bc.     Alfo  folgt  der  Satz  unmittelbar  aus  238. 

Beispiel:    14828 :  416.    Es  ist  14323  =  416 -34  + 179  oder 

14823-179  =  416.34 
Neunerprobe  18  —  8  =  5  =  2-7  =  9  +  5. 

240.  Satz.  Elf  geht  in  eine  Zahl  a  auf,  wenn  die  Querfumme  der 
ungeraden  Stellen  abgezogen  von  der  Querfumme  der  geraden  Stellen 
(bez.  umgekehrt  die  der  geraden  abgezogen  von  der  der  ungeraden 
Stellen)  ein  Vielfaches  von  elf  ist. 

Beweis:  Es  fei 
a  =  b0+b1  •  10  +  ba100  +  b8  •  1000 +  b4  •  10000 +  b5  •  100000  +  . 
=  b,  •  11  +  b0  —  W  +  b8  .  1100  +  (b2  —  b»)  100 

+  b«  •  110000  +  (b4  — b5)10000+  •  • 
=  11  •  (b1  +  100.b8  +  10000.  t>5+  •  -)  +  [b0  —  bi+(b,—  b8).100 
+  0>4  — b*)  10000+  •  •] 
Es  geht  alfo  11    in  die  Zahl  auf,   wenn  es  in  die  letzte  Summe  auf- 
geht.    Nun  ist  aber 
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b0  — lH  +  (b,—  b8)  100  +  (b4-b5)  10000+  .  .=b0— b!  +b2  — b8 

+  b4-b5-i h(b2  — b3)99  +  (b4— b5)9999+  .  . 

=  bb  +  ba  +  b4+ (b1  +  b8+b5+  .  .) 

+  li[(bi—  b3)9  +  (b4—  b5)909+  .  .] 
Hier  geht  1 1  in  die  Zahl  auf,  wenn  es  in 

b0  +  b2  +  b4  + 0h  +  b8  +  b5  +  •  •) 

aufgeht;  alfo  geht  11  dann  auch  in  a  auf. 
Beispiele:  11  geht  auf  in  8547688,  9586857. 

Satz.     Sieben  und   zehndrei  gehen   in    eine  Zahl  a  auf,  wenn  241. 
die  Summe  aus  der  Zahl  der  Taufende  und  aus  der  Zahl  der  Taufend- 
millionen  abgezogen  von  der  Summe  aus  der  Zahl  der  Gänsen  unter 
Taufend  und  aus   der  Zahl   der  Millionen   unter    Taufendmillionen 
ein   Vielfaches  von  7  bezüglich  von  18  ergiebt. 

Beweis:  Es  fei 
a  =  b0  +  1000  •  bt  .  1000000  .  b*  +  lOOO'OOOOOO  .  b8  +  .  - 
=  1001  bt  +  b0  —  bt  +  1000000  (1001  b8  +  bj  —  b8)  +  -  - 
=  1001(b1  +  1000000b8+  •  O  +  bo—  bt +  1 000000  (b,—  b8)  +  -- 
Hier  ist  1001  =7-13-11  und 

1000000  =  1  +  999999  =  1  +  7  .  9  .  13  .  13  •  17  alfo  ist 
a=7  •  13  •  llCbt  +  1000000 b8+  .    )  +  7  .  13  .  9  -  13  .  17(b2— b3) 
+  (bo  +  b2  +  •  •)  —  (bi  +  b3  +  •   •)  d.  h.  7  und    13  gehen  in  a 
auf,    wenn  fie  in  (b0  +  b8  +  •  •)  —  (bt  +  b8  +  •  •)  aufgehen. 
Beispiele:  7  geht  auf  in  586735826971;  denn 
735  586 

971  826 


1706  -  1412  =  294  =  7  .  42 

18  geht  auf  in  828789574855;  denn 

789  828 

855  574_ 

1644  —  1397  =  247  .=  13  .  19. 

Erklärung.    Der  kleinste  Gemeinnenner  oder  Dividuus  242. 
für  mehre   gegebene  Zahlen  ist   die  kleinste  Zahl,  in  welche  diefe 
Zahlen  aufgehen. 

Beispiele:  Für  48,  32  und  72  ist  288  der  kleinste  Gemeinnenner. 
Satz.    Der  kleinste  Gemeinnenner  oder  Dividuus  zweier  gege-  243. 
bener  Zahlen  ist  das  Zeug  (Produkt)  aus  der  ersten  Zahl  und 
denjenigen  Primfachen   der  zweiten  Zahl,   welche   der    ersten  Zahl 
fehlen,  und  geht  diefer  Gemeinnenner  in  jede  Zahl  auf;  in  welche 
die  gegebenen  Zahlen  aufgehen. 

Beweis:    Es   feien   die   gegebenen   Zahlen   a    und  b,   und  feien 
von  a  die  Primfache  a^  •  •   aQ,  die  dem  b  eigentümlichen  Primfache, 
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welche  dem  a  fehlen,  aber  Mj  •  •  •  *m,  fo  will  ich  beweifen,  das* 
ata3  -  •  •  önM12  •  •  «bm  der  kleinste  Gemeinnenner   von  a  und  b  fei. 

Da  nach  225  in  jede  Zahl  nur  die  Primfache  derfelben  und  deren 
Zeuge  aufgehen,  fo  muss  jede  Zahl  c,  in  welche  a  aufgehen  Toll,  auch 
ftmmtliche  Primfache  ata2  •  •  •  an  von  a  als  Fache  enthalten,  und  jede 
Zahl,  in  welche  b  aufgehen  foll,  auser  den  mit  a  gemeinfameu  Fachen 
auch  mindestens  fommtliche  dem  b  eigentümliche  Primzahlen  Bi^s-  •  »fr« 
als  Fache  enthalten,  mithin  jede  Zahl,  in  welche  a  und  b  zugleich 
aufgehen  fallen,  ftmmtliche  Primfache  *tas  •  •  •  önMa  •  •  •  &m  als  Fache 
enthalten. 

2.  In  jede  beliebige  Zahl  c,  in  welche  a  und  b  aufgehen,  gehen 
alfo  die  Zahlen  a^  •  •  •  anM2  •  •  •  &m  als  Primfache,  mithin  nach  225 
auch  deren  Zeug  oder  Produkt  auf.  Da  aber  eine  Zahl,  welche  in 
eine  andre  aufgeht,  nach  211  nicht  gröser  fein  kann  als  letztere,  fo 
giebt  es  keine  Zahl,  in  die  a  und  b  aufgehen,  welche  kleiner  ist  als 
das  Zeug  «!«»  •  •  •  anMa  •  •  •  Jm,  d.  h.  dies  Zeug  ist  der  kleinste  Ge- 
meinnenner jener  Zahlen. 

Beispiele:  Von  42=2-8*7  und  von  770=  2.5-7. 11  ist  der  kleinste 
Gemeinnenner  2-3- 7.6-11  =  2310.  Von  8-7  und  von  4*8  ist  der  kleinste  Ge- 
meinner 8.7.3  =  168. 

244.  Sati.  Den  kleinsten  Gemeinnenner  mehrer  Zahlen  erhält  man, 
wenn  man  den  kleinsten  Gemeinnenner  b  von  2  Zahlen  mit  den- 
jenigen Prim&ehen  der  dritten  Zahl  vervielfacht,  welche  jenem  Ge- 
meinnenner b  noch  fehlen,  und  fofort  den  kleinsten  Gemeinnenner 
e  von  n  —  1  Zahlen  mit  denjenigen  Prim&chen  der  nten  Zahl  ver- 
vielfacht, welehe  jenem  Gemeinnenner  o  noch  fehlen;  der  kleinste 
Gemeinnenner  geht  in  jede  Zahl  auf;  in  welehe  die  gegebenen  Zahlen 
aufgehen. 

Beweis:  1.  Der  Gemeinnenner  d  erhält  durch  das  angegebene 
Verfahren  von  jeder  Zahl  p  nur  diejenigen  Primfache,  welche  dem 
Gemeinnenner  bis  dahin  noch  fehlen,  follte  aber  einer  diefer  Fache 
fehlen,  fo  würde  die  betreffende  Zahl  in  die  Zahl  d  nach  225  nicht 
aufgehen,  die  Zahl  d  wäre  alfo  kein  Gemeinnenner;  der  Gemeinnenner 
muss  mithin  alle  diefe  Primfache  enthalten. 

2.  In  jede  Zahl,  in  welche  die  ftmmüichen  gegebenen  Zahlen 
aufgehen,  müssen  alfo  auch  ftmmtliche  Primfache  des  erhaltenen  Ge- 
meinnenners, mithin  auch  das  Zeug  derfelben  oder  der  Gemeinnenner 
felbst  nach  225  aufgehen.  Da  aber  eine  Zahl,  welche  in  eine  andre 
aufgeht,  nicht  gröser  fein  kann  als  letztere  (nach  211),  fo  ist  auch 
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der  erhaltene  Gemeinnenner  der  kleinste  Gemeinnenner  der  gegebenen 
Zahlen. 

Beispiel:    Von  8,  12,  15,  20,  24,  36,  48  und  72  ist  der  kleinste  Gemein- 
nenner 2.8.3.3.5  =  720. 

b.     Die  Zahlenreihe  ersten  Ranges. 

Erklärung.     Eine  Zahlenreihe  ersten  Banges  (eine  arith-  245. 
metisohe  Beihe  ersten  Banges)  heist  eine  Beihe  von  Zahlen,  wenn 
in  ihr  jede  Zahl  von  der  nächstfolgenden  Zahl  abgesogen  denfelben 
Unterschied  giebt. 

Es  beieichnet  in  der  Zahlenreihe  ersten  Banges  a  das  erste,  t  das 
nte  Glied,  b  den  Unterschied  iweier  folgender  Glieder,  ©  die  Summe 
der  n  ersten  Glieder. 

Beispiel :  Zahlenreihe  ersten  Ranges:  1,  4,  7, 10,  13,  16,  19,  22,  25. 

Sats.     Für    die    Zahlenreihe    (arithmetische    Beihe)    ersten  246. 
Banges  gelten  folgende  Formeln 

t-.  +  oi-Dl      ®  =  ««L±i>      «_„  +  !«pJ?fc 

Sie  Summe  einer  Zahlenreihe  ersten  Banges  erhält  man,  indem  man, 
die  halbe  Summe  des  ersten  und  letxten  Gliedes  mit  der  Ansah! 
rämmtlioher  Glieder  vervielfacht. 

Beweis;  1.  Die  erste  Formel  folgt  unmittelbar  aus  der  Er- 
klärung 245. 

2.  Um  die  Summe  su  finden,  schreibt  man  die  Reihe  zweimal 
in  entgegengefetzter  Folge  auf  und  fügt  die  unter  einander  stehenden 
Glieder  einander  zu,  dann  ist 

6  =a  +  (a  +  b)  +  (a  +  2b)  +  • . .  +  (t  —  b)  +  t 
g  B  t  +  (t    -  b)  +  Q  -  2b)  +  -  •  •  +  (a  +  *)  +  a 
2€>«=s(a+i)  +  (a  +  t)  +  (a  +  t)  +  •  •  •  +  0+0  +[(a+t)  =  n  (a+t), 

und  führt  man  den  Wert  von  t  aus  der  ersten  Formel  ein,  fo  erhält 
man  die  dritte. 

8ats.    Die  Summe  fämmtlioher  gansen  Zahlen  von  1  bis  247. 

list 5— 

Beweis:     Unmittelbar    aus    246,   da  t  =  n   die   Anzahl    der 

Glieder  ist 

Sats.  Die  Summe  der  ungeraden  Zahlen  von  Ibis  (8n— 1)  ist  i*.  248. 

R'        .„     g__«(a  +  0_n(l  +  2n~  1)_^ 
Beweis:     *5  ■» ^ bs=  na. 
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249.  Erklärung.  Das  Zahlenmittel  (das  arithmetische  Mittel)  von 
n  Zahlen  heist  die  8umme  der  n  Zahlen  geteilt  durch  n. 

Beispiel:  Das  Zahlenmittel  von  1,  5,  7,  11,  14,  17,  20  ist  75:7=  10*/T. 

D.     Die  Eigenschaften  der  Brüche, 
a.     Verwandlung  gewöhnlicher  Brüche  in  Zehntbrüche 

250.  Satz.  Einen  gewöhnlichen  Brach  verwandelt  man  in  einen 
Zehntbrach  (Dezimalbrach),  indem  man  dem  Zähler  ein  Komma  giebt 
Nullen  anhängt  und  dann  den  Zähler  durch  den  Nenner  teilt 

Beweis:  Nachdem  das  Komma  gefetzt  ist,  kann  man  nach   189 
rechts  beliebig  Nullen  anhängen  und  teilt  dann   nach  184. 
Beispiele:  8/8  =  3,ooo  •  8  =  0^75 

5/9  =  5,000000    '•    9  :-=  0,555556. 

251.  Erklärung.  Endlich  heist  der  Zehntbrach  (Dezimalbruch), 
wenn  er  nur  eine  endliche  Zahl  von  Stellen  hat;  unendlich  heilt 
der  Zehntbrach,  wenn  er  unendlich  viele  Stellen  hat. 

Gekürzt  heist  der  Zehntbruch  (Dezimalbruch),  wenn  in  demselben 
die  folgenden  Stellen  wegen  ihrer  Kleinheit  weggelassen  werden. 
Die  letzte  Stelle  des  gekürzten  Zehntbraohes  heist  die  Kurznngs* 
stelle.  Die  Ziffer  derfelben  wird  um  1  erhöht,  wenn  die  nächst- 
folgende Stelle  5  oder  eine  grösere  Ziffer  enthält. 

Beispiel:  Ein  endlicher  Bruch  ist  8/40  =  0,076.  Ein  gekürzter  Brach  ist 
8/9  =  0,555556,  die  letzte  Stelle  ist  um  1  erhöht,   weil  die  folgende  Stelle  5  hat 

252.  Erklärung.  Eine  Wiederkehr  oder  Periode  heist  die  regel- 
mäsige  Wiederkehr  derfelben  Ziffern  in  der  Zahl 

Ein  rein  wiederkehrender  oder  rein  periodischer  Bruch 
heist  ein  Bruch,  welcher  nur  Ziffern  der  Wiederkehr  enthält 

Ein  gemischter  oder  gemischt-periodischer  Bruch  heist 
ein  Brach,  welcher  auser  der  Wiederkehr  noch  nicht  wiederkehrende 
Ziffern  enthält.  Die  gemischte  Wiederkehr  heisen  die  nicht  wieder- 
kehrenden  Ziffern  mit  einer  Wiederkehr. 

Beispiel:  In  0,135185is5  •  •  •  ist  die  Wiederkehr  185. 

Ein  rein  wiederkehrender  Bruch  ist  4/ii  —  0,36363686. 

Ein  gemischter  Bruch  ist  7/s6  =  0,19444444.  Hier  find  die  nicht  wieder- 
kehrenden Ziffern  19,  die  gemischte  Wiederkehr  ist  194. 

253.  Satz.  Ein  Brach,  dessen  Nenner  nur  2  und  5  als  Fache  oder 
Faktoren  enthält,  giebt  einen  endlichen  Zehntbraoh. 

Beweis:  Man  hänge  an  den  Zähler  foviel  Nullen,  als  2  bez.  5 
im  Nenner  als  Fach  oder  Faktor  enthalten  ist;  dann  hat  der  Zähler 
fo vielmal  10  als  der  Zähler  2  bez.  5  als  Fach  enthält.  Der  Nenner 
geht  dann  alfo  in  den  Zähler  auf. 

B  ei  spiel:  »/•  =  0,„  '/•  =  0,878  '/,  =  0,«. 
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Satz.     Ein  Brach,  dessen  Henner  nur  andre  Fache  oder  Faktoren  254. 
als  2  nnd  5  enthält,  giebt   einen  rein  wiederkehrenden  Zehntbrnoh. 

Beweis:  Die  andern  Primzahlen  auser  2  und  5  gehen  nicht  in 
2  und  5,  alfo  nach  221  auch  nicht  in  deren  Vielfaches,  d.  h.  nicht 
in  den  Nenner  auf.  Sei  nun  die  Primzahl  n,  fo  kann  bei  der  jedes- 
maligen Teilung  nur  eine  Zahl  übrig  bleiben,  welche  kleiner  als  n 
ist  und  muss  demnach  mindestens  bei  der  (n — l)ten  Teilung  wieder 
diefelbe  Zahl  übrig  bleiben,  d.  h.  es  muss  die  Wiederkehr  derfelben 
Zahlen  (der  Periode)  eintreten. 

Die  Wiederkehr  (die  Periode)  hat,  wenn  das  Primfach  im  Nenner  3  ist, 
eine  Stelle,  wenn  es  11  ist,  zwei,  wenn  87  drei,  wenn  101  vier  Stellen,  wenn 
es  41  oder  271  ist,  fünf,  wenn  es  7  oder  13  ist  sechs  Stellen. 

Beispiel:  5/ai  =  ^23809523*095        7/»  =  0,777777 

Satz.    Ein  Brach  dessen  Henner  2,  5  nnd  noch  andre  Zahlen  255. 
als  Fache  oder  Faktoren  erhält,  giebt  einen  gemischten  Zehntbrnoh. 

Beispiel:  7/4s=0,l5M8M  Yw  =  <Wmm- 

7/i4  =  0,15909090  8/tt  =  0,2MS714285714- 

b.     Die    Verwandlung   der    Zehntbrüche   (Dezimalbrüche)  in 
gewöhnliche   Brüche. 

Satz.     Einen  endlichen  Zehntbrnoh  (Dezimalbruch)  verwandelt  256. 
man  in   einen  gewöhnlichen  Bruch,  indem   man   den  Henner  unter 
den  Zähler  schreibt  nnd  hebt. 

Beweis:  Nach  253   ist  der   endliche  Reihenbruch  einem  Bruche 

gleich,  der  nur  2  oder  5  im  Nenner  als  Fache  hat,  da  nun  im  Nenner 

die  Zahl  10  oder  2  mal  5  beliebig  oft  als  Fach  enthalten  ist,  fo  muss 

der  Bruch  durch  Heben  erhalten  werden. 

,    „Anc        925        37  nA4no        4176        261 

Beispiel:  0,925  =  ^  =  ß  0,4176  =  j^  =  m 

Satz.     Einen    rein    wiederkehrenden    Zehntbrnoh     (einen    rein  257. 
periodischen  Dezimalbruch)  verwandelt  man  in  einen  gewöhnlichen 
Bruch,  indem  man  unter  jede  Ziffer  der  ersten  Wiederkehr  eine  Nenn 
schreibt,  nnd  nun  hebt. 

Beweis:    Es   fei  die  Wiederkehr   abc--n,   wo  jeder  Buchstabe 

n 

eine  beliebige   Ziffer   der   Stelle  bezeichnet  und  habe  1000- «0,  bez. 

n 

999* -9  n  Nullen   bezüglich  Neunen,    fo   ist  der  rein  wiederkehrende 
Bruch  gleich  O-a^aa«  •anataaa8-  -an«  •  •  und  ist  demnach 


258. 
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1000-  «OxO^ai^as-  -anat^a,-   an-  ^a^a,,.  .an9a(aia,.  .ana^a*'  •**• 
davon  abgezogen 

lxO^a^-  -anat^a»-  -aP»  >  — O^aia^a»-  -8^8^.  -an» 

bleibt 

n 

999*  •  9x0,8^03'  -anata^as-  -an*  •s=sata9as-  -a»  und  auf  beiden  Seiten 


giebt  O^a^a*  •  •  ana1a1a3  •  •  an  •  •  = 


anna,. 


durch  999- 
•an 


9  geteilt 


258. 


999.-9 

243        9 
Beispiel:    0,243243243  =  ggg  =  37. 

Um  die  Brüche  leicht  heben  zu  können,  ist  es  wünschenswert  die  Zahlen 
zu  kennen,  welche  in  die  Kenner  9,  99  u.  f.  w.  aufgehen.  Ich  füge  deshalb 
hinzu.    Es  ist 

99  =  9-11 

999  =  9.3.37 

9'999  =  9-11-101 

99'999  =  9-41.271 

999999  =  9.3.7.11.18.37 

9*999999  =  9.  rilllll 

99999'999  =  9  -11  -73  -101  -137 

999999999  =  9  -9  -37  -333  -667 

9,999»999'999  =  9-11 .41  -271  -9091 

99'999'999999  =  9-  lllll'lll'lll 

999999'999'999  =  93-7. 13-87. 9901. 

Satz.  Einen  gemischten  Zehntbruch  (einen  gemischt-periodischen 
Dezimalbruch)  verwandelt  man  in  einen  gewöhnlichen  Brach,  indem 
man  die  nicht  wiederkehrenden  Ziffern  von  der  gemischten  Wieder- 
kehr abzieht  und  im  Nenner  für  jede  wiederkehrende  Ziffer  der 
Wiederkehr  eine  Neun,  für  jede  nicht  wiederkehrende  Ziffer  eine  Null 
fetzt,  und  nun  hebt. 

Beweis:  Es  feien  bib2***bm  die  nicht  wiederkehrenden  Ziffern 
a^as  •  .an  die  wiederkehrenden,  alfo  btba  *  bmataaaa  *  -an  die  gemischte 
Wiederkehr,  fo  ist  der   gemischte  Bruch  gleich 

Ojbtba *  'bmatajaa •  -anata^ •  •  -a*«  •   und   ist   demnach 

m+n 

iooTTÖmmT 


minus 


•0x0,btba. 
=  b,b2. 


100..0x0,btba 


•bmata^aa- 
bma^a*' 


•  anaja^aa  * 
an^aja,« 


•bmataaa^  •  -ana^as  *  • 
btba  •  •  bm^ata^as  • 


•  a».  • 
•anaja^aa- 

•an-  • 

•  -anatajas* 


999*  -9  00-   OxO^ba*  bmatasa,-  -anatasa,. .  -a*. 
*«bib|  •  «bmaiaiat  •  «an — bib*  •  «bat 
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und  auf  beiden  Seiten  durch  999*   9  00 -0  geteilt,  giebt. 

09btbi*  -bmataaas«  •8*84848*  •  -an«  •  -sbtba«  ■  »bmatasaa»  »an — bity  »bm 

ä  m 

999^9   00^0 
Beispiel:  0,68989898  =  (6898— 68)  :  9900  =  6825  :  9900  =  "/iM. 

8.     Das  Rechnen  mit  benannten  Zahlen  oder  die 
Rechnungen  des  gewöhnlichen  Lebens. 

Der  vorliegende  Abschnitt  bietet  uns  die  Anwendung  der  gewonnenen 
Satze  auf  das  praktische  Leben,  zunächst  die  abgekürzte  Rechnung,  dann  das 
Rechnen  mit  benannten  Zahlen  und  die  Bruchgleichung  oder  die  Regeldetri, 
dann  die  Gleichung  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten  und  endlich  die 
Gleichung  ersten  Grades  mit  zwei  und  drei  Unbekannten.  Für  das  praktische 
Leben  ist  gerade  diefer  Abschnitt  von  der  größten  Bedeutung. 

A.     Das  abgekürzte  Rechnen. 

Erklärung.  Abgekürzt  heist  die  Rechnung,  wenn  man  259. 
die  Rechnung  nur  auf  die  Stellen  beschrankt,  auf  welche  et  dem 
Rechnenden  ankommt.  Die  niedrigste  diefer  Stellen  heist  die 
Kürzungsstelle,  Die  auf  die  Kürzungsstelle  folgende  Stelle,  wird 
nur  foweit  mit  berechnet,  alt  dies  noch  auf  die  Küraungsstelle  Ein- 
flute hat;  steht  auf  der  folgenden  Stelle  nooh  eine  der  Zahl  5  bis  9, 
fo  wird  zu  der  Ziffer  der  Kürzungsstelle  nooh  eins  hinzugefügt. 

Beim  praktischen  Rechnen  kommt  es  immer  nur  auf  bestimmte  Stellen  an 
und  genügen  meist  5  bis  6  Stellen.  So  kann  man  die  Brache  von  Pfennigen 
stets  weglassen,  und  ahnlich  in  den  meisten  Fällen.  Die  auf  die  Kürzungs- 
stelle folgende  Stelle  berückAchtigt  man  foweit,  dass  der  Fehler  möglichst  ge- 
ring wird-,  fo  kürzt  man  84625)836  in  84626,  da  dies  genauer  ist  als  wollte 
man  es  in  84625  kürzen  und  beobachtet  die  in  der  Erklärung  gegebene  Regel. 

.    Satz.    Beim  abgekürzten  Zufügen  und  Abziehen  berechnet  260. 
man  nooh  die  auf  die  Kürzungsstelle  folgende  Stelle  mit,  und  kürzt 
dann. 

Beispiel:    25,7M4,17S     I         +0,t7aj,387        I      =26^5B0 

81<27U*4MS       I  23i*S297M3        |        Ö7,7458. 

Satz.  Beim  abgekürzten  Vervielfachen  kürzt  man  zunächst  261. 
den  einen  Fach  bis  auf  die  folgende  Stelle  nach  der  Kürzungsstelle 
und  vervielfacht  ihn  mit  den  Einern  des  andern  Faches.  Bei  jeder 
nächst  höhern  Stelle  des  zweiten  Faches  nimmt  man  nooh  die  nächst 
folgende  Stelle  des  ersten  Faches  für  die  Berechnung  mit  und  schreibt 
die  Xiiten  gleicher  Stellen  und  alfo  auch  die  Komma  feakreoht  unter 
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einander;  bei  jeder  nächst  niedern  Stelle  des  zweiten  Fachet  streicht 
man  eine  Stelle  des  andern  Faches.    Alle  Zeuge  oder  Produkte  fogt 
man  fodann  zu  und  kürzt  die  Summe  um  eine  Stelle. 
Beweis:    Unmittelbar  nach  160  und  161. 
Beiepiel:    523,783636 ••  x  38,8789 - 
528,783636.» 
38,3789 
8  x  523,7836b    =   4190,2690 
30  x  523,78363fl  =  15713,5091 
0,3  x  523,783«     =     157,1351 
0,07  x  523,78s        =       36,6648 
0,008  x  523,7,         =         4,1903 
0,0009  x  523,,  =         0,4713 

20102,2396 
Anm.    Man  schreibt  die  Produkte  fenkrecht  unter  einander  und  zieht  von 
Anfang  einen  fenkrechten  Strich  für  das  Komma.    Hat  der  Multiplikandus  nicht 
foviel  Stellen,  als  erforderlich,  fo  hängt  man  die  entsprechenden  Nullen  an. 
262.  Satz.    Beim  abgekürzten  Teilen  kürzt  man  die  zu  teilende 

Gröse  und  den  Teiler  fo,  dass  die  niedrigsten  Stellen  in  beiden  gleich 
weit  rechts,  bez.  links  vom  Komma  stehen  und  rückt  nun  das  Komma 
in  beiden  Zahlen  gleich  weit  und  zwar  foweit  nach  rechts  bez.  links, 
dass  die  letzte  Ziffer  in  beiden  Zahlen  Einer  bezeichnen.  Nun  teilt 
man  folange  mit  dem  ganzen  Teiler  in  die  zu  teilende  Zahl,  als  es 
geht,  ohne  Nullen  anzuhängen.  Dann  aber  teilt  man,  indem  man 
vor  jeder  folgenden  Teilung  eine  und  zwar  die  letzte  Stelle  des 
Teilers  streicht  und  nur  noch  in  Gedanken  mitrechnet,  um  die  Zehner 
zu  berüokfichtigen. 

Beweis;    Unmittelbar  nach  184. 
Beispiel:  84,3627:7,9234. 

79234  I  843627  l  10,6473 

I  79234    1 
7928*  I  51287 
I  47540 
792,3  1  3747 
I  3169 
79a  I  578 
I  554 
7*  I  24 
I  24 
Reiche  Uebungen  für  das  Rechnen  mit  gekürzten  Rechnungen  bieten  das 
Uebungsheft  und  das  Rechenheft  III  des  Verfassers. 

Die  Kettenbrüche  bilden  das  Mittel,  um  bei  den  Brüchen  die  Näherungs- 
werte zu  finden.  Da  fie  eine  weitere  Bedeutung  nicht  haben,  lasse  ich  fle  im 
Texte  fort  und  gebe  hier  nur  eine  kurze  Entwicklung  derfelben  in  den  folgen- 
den Bemerkungen. 
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1)  Kettenbruch  heist  ein  Bruch,  dessen  Kenner  eine  gemischte  Zahl  ist, 
z.  B.  ± 

2  +  2 

3,  jeder  von  den  Brüchen  i/j,  a/3  heist  ein  Teilbruch. 
Echter  Kettenbruch  heist  ein  Kettenbruch,  in  dem  alle  Zähler  1  und, 
z.  B.      1 

"3  +  1 

M-! 

5. 

2)  Einen  echten  Bruch  verwandelt  man  in  einen  echten  Kettenbruch,  indem 
man  den  Nenner  durch  den  Zähler  teilt  und  jedesmal  den  vorigen  Nenner  oder 
Divifor  durch  den  letzten  Rest  teilt,  z.  B.  7/si  —  1 

T+J. 

2  +  1 

3. 

Beweis:  7/3t  =  l  =JL        =1         —  1 

31      4  +  8^     4+1      4+^ 

7  7  ~7  2+_l_ 

"3  3. 

3)  Einen  Kettenbruch  verwandelt  man  in  einen  gewöhnlichen  Bruch,  in- 
dem man  von  unten  beginnend  jedesmal  die  gemischte  Zahl  in  einen  unechten 
Bruch  verwandelt  und  diefen  umkehrt,  z.  B.    1  — _1  =1      =  •/». 

"8+i.  "3  +  1     ~3  +  2 

±+i  T  9" 

2  2 

Beweis:      1_  =JL  =_1_         ==1_        =J^ 

3+^  3+_l_  3  +  1      3  +  2     27  +  2 

4  +  1  8  +  1  Y  9  9 

"2  2  2 

= 1  =  •/». 
29 
9 

4)  In  jedem  Kettenbruch  bilden  der  erste  Teilbruch  den  ersten  Näherungs- 
wert, die  beiden  ersten  den  zweiten,  die  drei  ersten  Teilbrüche  den  dritten 
Näherungswert,  z.  B.  in   \_ 

3+l 

2+i 

5+l 

2  ist  Vs  der  erste,  1^       =  a/7  der  zweite, 

3+-i 
2 

J^  =ll/8t  der  dritte  Näherungswert. 

3+i 

2 -Hl 

5 
L)    Der  ungerade   (erste,    dritte,  fünfte)   Näherungswert   ist    größer,    der 
gerade  (zweite,  vierte,  fechste)  ist  kleiner  als  der  gegebene  Bruch-,  denn  im 
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ersten  Näherungswerte  wird,  indem  man  den  Rest  weglaset,  der  Nenner  kleiner, 
im  zweiten  der  Zähler  kleiner  als  im  gegebenen  Bruche,  z.  B.  1/s  gröser  als 
±  =a/T;   1_  =a/7  kleiner  als  J_ 

3  +  1  3  +  1  3+^   ' 

T  "2"  2+_l 

5=  "/st- 

6)  Der  Unterschied  zweier  auf  einander  folgender  Näherungswerte  ist 
ein  Bruch,  dessen  Zähler  1  und  dessen  Nenner  das  Produkt  aus  den  Nennern 
der  beiden  Näherungswerte  ist,  z.  B.  bei  l/a  nnd  3/7  ist  der  Unterschied  Vai- 

7)  Die  Kettenbrttche  nnd  das  Mittel,  um  für  Brüche  mit  grosen  Ziffern 
die  nächsten  Annäherungswerte  in  kleinen  Zahlen  zu  finden. 

Die  Zahl  Pi  (n)  giebt  an,  wievielmal  der  Durchmesser  eines  Kreifes  im 
Kreisumfange  enthalten  ist,  fie  ist,  3,1415926536.  Dafür  erhält  man  durch  Ketten- 
brüche die  Näherungswerte:  31/,,  3"/iM,  316/us,  3*W7/moa-  Diefe  Andeutungen 
über  die  Kettenbräche  mögen  hier  genügen. 

B.     Das  Rechnen  mit  benannten  Zahlen. 

1.     Auflöfen  und  Zurückführen. 

263.  Erklärung.  Die  Wertiahl  eines  Maies  heilt  die  Zahl, 
welche  angiebt,  wieviel  Einheiten  des  niedern  Mases  auf  eine  Ein- 
heit des  hohem  gehen. 

Beispiel:  Die  Wertzahl  des  Monats  ist  80  Tage,  'die  des  Jahres  12  Mo- 
nate bez.  360  Tage,  die  des  Kilometers  ist  1000  Meter,  die  der  Mark  100  Pfennige. 

264.  Sati.  Das  höhere  Mm  lö'ft  man  in  das  niedere  Mm  auf 
(refolvirt  man),  indem  man  die  Anzahl  des  hohem  Mases  mit  feiner 
Wertiahl  vervielfacht. 

Beispiel:  7  Monate  =  7  x  30  =  210  Tage,  5  Jahre  =  5  x  860  =  1800 
Tage,  9  Kilometer  =  9x  1000  =  9000  Meter,  25  Mark  =  2500  Pfennige. 

265.  Sats.  Dm  niedere-  Mas  führt  man  auf  das  höhere  zurück 
(reduzirt  man),  indem  man  die  Anzahl  des  niedern  MMes  durch  die 
Wertzahl  des  hohem  teilt. 

Beispiel:  95  Tage  —  95  :  30  =  8  Monate  5  Tage.  Bei  diefen  Rechnun- 
gen mit  der  Wertzahl  muss  man  Ach  gewöhnen  kurz  zu  rechnen,  d.  h.  blos 
das  Ergebniss  hinzuschreiben.  Dazu  ist  allerdings  üebung  erforderlich,  für 
welche  die  Uebungshefte  reichlich  Gelegenheit  bieten. 

266.  Satz.  Einnamig  macht  man  eine  mehrfach  benannte  Zahl 
indem  man  das  höchste  Mm  ins  nächst  niedere  anflöft  nnd  fo  fort 
bis  zum  niedrigsten. 

Beispiel:  8  Monate  27  Tage  5  Stunden  =  (3-30+27)  Tage  5  Stunden 
=  117  Tage  5  Stunden  =  (117  x  24  -f  6)  Stunden  =  2813  Stunden. 

267.  Satz.  Mehrfach  benannt  macht  man  eine  einnamige  Zahl, 
indem  man  das  niedrigste  Mm  aufs  nächst  höhere  zurückfuhrt  und 
fo  fort  bis  zum  höchsten. 
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Beispiel:    70328  Stunden  ~  70328  :  24  Tage  =  2930  Tage  8  Stunden 
=-  2930  :  30  Monate  8  Stunden  =  97  Monate  20  Tage  8  Stundeu. 

2.     Das  Zufügen  und  Abziehen  mehrfach  benannter  Zahlen. 

Bati.  Mehrfach  benannte  Zahlen  fugt  man  m,  indem  man  die  268. 
Zahlen  desfelben  Mases  fenkrecht  unter  einander  schreibt,  dann  zu- 
nächst die  Zahlen  des  niedrigsten  Mases  für  lieh  zufügt,  die  Summe 
aufs  höhere  Mas  zurückfuhrt  und  dies  Ergebniss  zu  den  Zahlen  diefes 
Mases  zufugt,  und  entsprechend  der  Reihe  nach  mit  den  hohem 
Masen  fortfährt. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  124  und  265. 

Beispiel:  83  Jb.  75  & 

42  Jb.  88  & 


126  Jb.  63  ^ 

Satz.    Mehrfach  benannte  Zahlen  der  zehnteiligen  Masteilung  269. 
fingt  man  auch  zu,  indem  man  fie  einnamig  macht  und  dann  zufugt. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  264. 

Beispiel:  37  Kilometer  315  Meter  37315^, 

213  Meter         715  Millimeter  213,71B 

37528,7U 

Der  geübte  Rechner  darf  beim  Zufügen  nicht  mehr  die  Stücke  nennen, 
fondern  muss  kurz  rechnen,  d.  h.  darf  jedesmal  nur  die  Summe  aussprechen, 
die  heraus  kommt,  fo  fügt  er  z.  B.  9  +  7-J-8  +  3-J-5  f 6  zu,  dass  er  nur  die 
Summen  ausspricht  9,  16,  24,  27,  32. 

Das  Aufrechnen  ganzer  Seiten  in  den  Büchern  bildet  eine  ausge- 
zeichnete Uebung  fürs  Kurzrechnen. 

Beim  Buchführen  wird  jede  Seite  von  unten  nach  oben  aufgerechnet, 
dann  nochmals  zur  Probe,  ob  richtig  gerechnet  ist,  von  oben  nach  unten  durch- 
gerechnet, und  wenn  die  Summe  stimmt,  diefe  als  Uebertrag  auf  die  folgende 
Seite  vorgetragen  und  beim  Zufügen  mitgerechnet. 

Beim  Rechnungsabschlüsse  schreibt  man  auf  die  linke  Seite  die  Ein- 
nahmen, auf  die  rechte  die  Ausgaben  und  macht  beide  gleich,  indem  man  auf 
der  kleinern  Seite  den  Uebertrag  zufügt,  und  nach  dem  Abschlüsse  auf  der 
andern  Seite  der  neuen  Rechnung  vorträgt. 

Beispiel: 


Einnahme.              4 

Jb. 

^  ||                Ausgabe. 

e^ft 

& 

Bestand 

1013 

1764 

622 

205 

13  I)  Wochenlohn 

297 
600 
750 
270 
1687 

54 

196  Scheffel  Weizen 

83  Scheffel   Roggen 

—      50  Scheffel  Saatkorn 

50      300  Ctr.  Heu 

2055  Liter  Milch 

50      90  Ctr.   Düngstoffe 

||                  Uebertrag 

59 

Summa 

3605 

13  II                          Summa. .    . . 

3605 

13 

Vortrag 

1687 

59 

B.  GnaamuiL,  Zahlenlehr«. 
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270.  Sati.  Mehrfach  benannte  Zahlen  zieht  man  ab,  indem  man  die 
Zahlen  desfelben  Mases  fenkrecht  unter  einander  schreibt,  dann  zu- 
nächst die  Zahlen  des  niedrigsten  Mases  abzieht,  und  fofern  dies  nötig 
ist,  eine  Einheit  des  nächst  höhern  Mases  borgt  und  entsprechend  der 
Reihe  nach  mit  den  höhern  Masen  fortfährt. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  260  und  264. 
Beispiel:         25  Ries  12  Buch  7  Bogen 
-  12    ,      13      „     3       , 
Rest     12  Ries   19  Buch  4  Bogen. 

271.  Sati.  Mehrfach  benannte  Zahlen  der  zehnteiligen  Masteilung 
zieht  man  auch  ab,  indem  man  fie  gleichnamig  macht  und  dann 
abzieht. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  264  und  260. 

Beispiel:    Aufgabe:  53  Kgr.  350  gr.  Rechnung:  53350  gr. 

-  17      „    725    „  -  17725  gr. 

Rest  35625  gr. 
Der  geübte  Rechner  darf  beim  Abziehen  nicht  erst  den  Vorrat  und  Abzug 
nennen,    fondern  muss  kurz  rechnen,  d.  h.  jedesmal  nur  den  Rest  nennen,  der 
herauskommt. 

3.     Das  Vervielfachen  einer  benannten  Zahl. 

272.  Erklärung.  Das  Vervielfachen  einer  benannten  Zahl 
heist  die  Rechnung,  wenn  eine  benannte  Zahl  mit  einer  oder  mehren 
reinen  Zahlen  verwebt  oder  vervielfacht  wird. 

Bas  Zeug  oder  Produkt  zweier  benannter  Zahlen  darf  in  der 
Zahlenlehre  nie  vorkommen. 

Es  ist  dies  eine  Beschränkung,  welche  Ach  alle  Lehrer  der  Zahlenlehre 
auferlegt  haben  und  welche  man  daher  stets  beobachten  muss. 

273.  Satz.  Alle  Gefetze  der  Vervielfachung  reiner  Zahlen  gelten  auch 
für  die  Vervielfachung  benannter  Zahlen;  das  Zeug  oder  Produkt  der 
letztern  hat  den  Kamen  der  benannten  Zahl. 

Beweis:  Sei  b  einereine,  ae  die  benannte  Zahl,  fo  ist  nach  105 
b-(ae)  =  (ba)e,  wo  ba  ein  Zeug  oder  Produkt  reiner  Zahlen  ist.  Alle 
Gefetze  der  Vervielfachung,  welche  alfo  für  die  reinen  Zahlen  b  und 
a  gelten,  gelten  auch  für  die  benannte  Zahl  ae. 

Beispiel:    7  mal  8  Ellen  ist  gleich  7-8  =  56  Ellen. 

274.  Satz.  Eine  einfach  benannte  Zahl  vervielfacht  man  mit  einer 
reinen  Zahl,  indem  man  die  beiden  reinen  Zahlen  mit  einander  ver- 
vielfacht und  dem  Zeuge  oder  Produkte  den  Namen  der  benannten 
Zahl  giebt. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  273. 
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Satz.    Eine  mehrfach  benannte  Zahl  vervielfeeht  man  mit  einer  275. 
Zahl«  indem  man  fie  einnamig  macht  und  dann  vervielfacht. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  264  und  274. 

Beispiel:    (52  Tonnen  716  Kgr.  315  gr.)  x  12  =  52716315  gr.  x  12 
=  632*595780  gr.  =  632  Tonnen  595  Kgr.  780  gr. 

Sati,    Eine  mehrfach  benannte  Zahl  kann  man  auch  mit  einer  276. 
Zahl  vervielfachen,   indem   man  die  Zahl  jedes  Mases  für  fich  ver- 
vielfacht, die  Zeuge  anft  höhere  Mas  zurückfuhrt  und  dann  zuftgt. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  93,  274  und  265. 

4.     Das  Teilen  benannter  Zahlen. 

Erklärung.     Das  Teilen  benannter  Zahlen  heilt  die  dem  Ver-  277. 
vielfachen  benannter  Zahlen  entsprechende  Trennung,  wo  zu  dem 
Zeuge   oder  Produkte  einer  benannten  und   einer  reinen  Zahl  bae 
der  eine  Fach  oder  Faktor  gegeben  ist  und  der  andere  gefacht  wird 

Beim  Teilen  benannter  Zahlen  unterscheidet  man  zwei  Falle.  Ist 
der  benannte  Fach  oder  Faktor  ae  gegeben,  fo  heist  das  Teilen  ein 
Messen  (gr.  meträn),  ist  der  unbenannte  Fach  oder  Faktor  b  ge- 
geben, fo  heist  das  Teilen  ein  Schneiden  oder  reines  Teilen  (gr. 
metrizein). 

Beispiel:  3  Meter  geteilt  durch  100  ist  ein  Schneiden  oder  reines  Teilen 
und  giebt  3  Centimeter.  56  Meter  geteilt  durch  8  Meter  ist  ein  Messen  und 
giebt  7. 

Satz  des  reinen  Teilens.     Alle  Gefetze   der  Teilung  reiner  278. 
Zahlen  gelten  auch  für  die  Teilung  der  benannten  Zahl'  durch  ein 
reine   Zahl.    Der  Quote  oder  Quotient  hat  den  Namen  der  benann- 
ten Zahl 

Beweis:  Unmittelbar  nach  62;  denn  nach  62  ist  ae  :  b  =  (a:b)e 
wo  a  :  b  eine  Teilung  reiner  Zahlen  ist.  Alle  Gefetze  der  Teilung, 
welche  alfo  für  die  reinen  Zahlen  a  und  b  gelten,  gelten  auch  für 
die  Teilung  der  benannten  Zahl  ae  durch  b,  und  der  Quote  (a  :  b)e 
hat  den  Namen  der  benannten  Zahl  ae. 

Satz.    Eine  einfach   benannte   Zahl  ae  teilt  man  durch  eine  279. 
reine  Zahl  b,  indem  man  die  Anzahl  a  der  benannten  Zahl  durch  die 
reine  Zahl  teilt  und  dem  Quoten  den  Namen  der  benannten  Zahl  giebt 

Beweis:  Unmittelbar  nach  278. 

Beispiel:      (423  Mark)  :  9  =  (423  :  9)  Mark  =  47  Mark. 

Satz.    Eine  mehrfach  benannte  Zahl  teilt  man  durch  eine  Zahl,  280. 
indem  man  fie  einnamig  macht  und  teilt. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  266  und  279. 

Beispiel:    (713  Km.  320  m  720  mm)  :  28  =  713*320720  mm  :  28 
=  25'975740  mm  =  25  Km.  475  m  740  mm.  8* 
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281.  Satt:  Eine  mehrfach  benannte  Zahl  kann  man  auch  durch  eine 
Zahl  teilen,  indem  man  zuerst  die  Zahl  des  höchsten  Käses  teilt,  den 
Best  ins  nächste  Mas  auflöft  und  dazu  die  Zahl  diefes  Mases  fügt, 
dann  diele  teilt  und  fo  fort. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  278,  nach  184  und  nach  264. 

Beispiel:    (37  Ries  12  Buch)  :  8  =  37  Ries  :  8  +  12  Buch  :  8 
=  4=  Ries  +  5  Ries  :  8  +  12  Buch  :  8  =  4  Ries  +  (5  Ries  +  12  Buch)  :  8 
=  4  Ries  -}-  (5.20  +  12)  Buch  :  8  =  4  Ries  14  Buch. 

282.  Sati  des  Hessens.  Alle  Gefetze  der  Teilung  reiner  Zahlen 
gelten  auch  ftr  die  Teilung  einer  benannten  Zahl  durch  eine  gleich 
benannte  Zahl.    Der  Quote  oder  Quotient  ist  eine  reine  Zahl 

Beweis:  Unmittelbar  nach  62;  denn  nach  62  ist  ae  :  be  und  dies 
nach  180  =  (a  :  b)  (e  :  e)  ==  (a  :  b)  1  =  a  :  b  nach  173  und  172. 

283.  Satz.  Eine  einfach  benannte  Zahl  teilt  man  durch  eine  gleich- 
benannte Zahl,  indem  man  fie  wie  reine  Zahlen  teilt. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  282. 

284.  Satz.  Eine  mehrfach  benannte  Zahl  teilt  man  durch  eine  mehr- 
fach benannte  Zahl,  indem  man  beide  gleichnamig  macht  und  dann 
wie  reine  Zahlen  teilt. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  264  und  283. 

Beispiel:    (101  Jh  40  J>)  :  (1  M  30  J>)  =  10140  J> :  130  J> 
=  10140  :  130  =  78. 

Bemerkt  möge  her  noch  ausdrücklich  werden,  dass  man  nie  zwei  benannte 
Zahlen  durch  einander  teilen  kann,  wenn  man  Ae  nicht  gleichnamig  machen 
kann. 

Es  ist  notwendig,  dass  Ach  jeder  Gebildete  reiche  Uebung  im  Rechnen 
mit  benannten  Zahlen  schaffe.  Das  Uebungshefl  und  das  Rechenheft  II  des 
Verfassers  bieten  dazu  reiche  Gelegenheit. 

C.     Die  Bruchgleichung  oder  Proportion    und  der  Dreifatz 

oder  die  Regeldetri, 

1.     Die  Bruchgleichung  oder  die  Proportion. 

285.  Erklärung.  Eine  Bruchgleichung  oder  eine  Proportion, 
heist  eine  Gleichung,  in  welcher  jede  Seite  ein  Bruch  ist,  dessen 
Zähler  und  Henner  ungleich  Null  ist.  Jeder  folcher  Bruch  heist  ein 
Verhältnis s,  der  erste  Zähler  und  der  zweite  Kenner  heisen  die 
äusern  Grösen,  der  erste  Henner  und  der  zweite  Zähler  heisen  die 
innern  Grösen. 

a        c 
Beispiel:       -g-  =  -g-,  odera:b  =  c:  d  hier  And  a  und  d  die  äusern,  b 

a  c 

und  c  die  innern  Grösen,  -r-  und  -p,  find  die  beiden  Verhältnisse. 
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Sati.    In  der  Bruchgleichung  ist  das  Zeug  (das  Produkt)  der  286. 
äusern  Grösen  gleich  dem  der  innern  Grösen  oder 

Wenn  —  =  —  (Annahme),  fo  ist  ad  =  he  (Folgerung). 
d  d 

a        c 
Beweis:     Man   vervielfache    die    gegebene  Gleichung  —  =  — 

mit  db,  fo  ist  (nach  180)  —  =  -^,  d.  h.  (nach  182)  ad  =  bc. 

D  ü 

Beispiele:      »/1S  =  »/ao  alfo  16-15  =  12-20. 

Sati.    Wenn  zwei  Zeuge  oder  Produkte  einander  gleich,  aber  287. 

ungleich  Null  find,  fo  erhält  man  eine  richtige  Bruchgleichung,  wenn 

man  die  beiden  Fache   oder  Faktoren  des  einen  Zeuges  als  äusere, 

die  des  andern  als  innere  Orösen  fetzt,  oder 

a         c 
Wenn  ad  =  bc  (Annahme),  fo  ist  —  =  — -   (Folgerung). 

D  d 

Beweis:    Da  ad   und  bc   ungleich  Null  find,   fo   ist  (nach  175) 

auch  b  und  d,  alfo  (nach  175)  auch  bd  ungleich  Null.  '  Man  teile  die 

gegebene  Gleichung  durch  bd,  fo  ist  (nach  180) 

^-7-=  -r-r-  und  (nach  182)  gehoben  -=-=  -3-. 
bd         bd  Da 

Beispiel:    Es  ist  12-15  =  10-18,  alfo  ist  auch  12  :  18  =  10  :  15. 

Sati.    In  einer  Brnchgleichung  kann  man  zwei  äusere  Grasen  288. 

gegenseitig  vertauschen,  und  ehenfo  iwei  innere  Grusen. 

a         c 
Beweis:  Es  fei  gegeben  -r-=  -p  alfo  ist  (nach  286)  ad  =  bc, 

mithin  ist  (nach  287)  —  =  —  und  —  =  —  und  —  =  — . 
cd  b        a  c         a 

Beispiel:    Da  6  :  15  =  8  :  20  fo  ist  auch  6  :  8  =  15  :  20,  ferner 

15  :  6  =20  :  8  und  15  :  20  =  6  :  8. 

Sati.     Wenn   in    einer  Bruchgleichung  eine  innere  und  eine  289. 

äusere   Grdse  einander  gleich  find,  fo   find  auch  die  beiden  andern 

Grösen  einander  gleich. 

a         c 
Beweis:  Es  fei  gegeben  t-=  -p  alfo  (nach  286)  ad  =  bc  und 

es  fei  a  =  c  (Vorausfetzung),  fo  ist  auch  ad  =  bc  =  ba,  mithin  (nach 
46)  auch  b  =  d. 

Bati.    Eine  äusere  Gröse  einer  Brnchgleichung  erhält  man,  in-  290. 
dem  man  das  Zeug  oder  Produkt  der.  innern  Grösen  durch  die  andre    . 
äusere  Gröse  teilt,   und  entsprechend  erhält  man  eine  innere  Gröse 
u.  £  w. 
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a  c 

Beweis:  Es  fei  gegeben  -r-=  -p   fo  ist  (nach  286)  ad  =  bc, 

alfo  (nach  287  und  167) 

bebe  ,    ,         ad        ,  ad 

a  =  —  und  d  =  — :  auch  b  =  —   und  c  =  — . 
d  a  c  b 

r>   •      •    ,         x        8      ,r  3.8       3        7     ^  3-5 

Beispiele:     -ö-  =  -f-,  alfo  x=  -g-   •,  — -  =  -g-  alfo  x  =~Y' 

291.  Satz.    Eine  Bruchgleichung  bleibt  richtig,   wenn  man  in  dem 

einen  Brache  statt  des  Zählers  eine  beliebige  Vielfaohenfamme  der 

beiden  Zähler,  welche  ungleich  Null  ist,  und  statt  des  Henners  die 

entsprechende  Vielfaohenfamme  der  beiden  Henner  fetzt. 

a  c 

Beweis:  Es  fei  die  gegebene  Gleichung  -r-  =  —p  fo  ist  (nach 

290)   a  =  —=-c.     Sei   nun   aa  +  cc   eine  beliebige   Vielfachenfumme 
£  Null  von  den  Zählern  a  und  c,  fo  ist 

aa  +  cc  =  a  -j-  c  +  w«(  a---  +  t)c 

und  (nach  175)  a  —r-  +  c  £  0»  dto  ***>  *uch  die   entsprechende  Viel- 
fachenfumme der  Nenner  b  und  d 

ab  +  cd  =  a-j-  d  +  cd  =  (  a-=-  +  c  J  d, 

d.  h.  daa-j-  +  c  £  0  und  d  £  0,   auch  diefer  Ausdruck  £  0  (nach 


175).     Mithin  ist 

aa  +  cc        C'r  +  0  ° 


(nach  182). 


ab  +  cd       (al  +  c)  d  d 

d 

5        15       5(3.8  +  4)       140      5(3.5— 2>4)       35 
Beispiel:        ?  —  21—  7(g#8  ^  — 196 ~7 (3-5 -2-4)—  49* 

292.  8 atz.  Wenn  mehre  Brüche  einander  gleich  find,  fo  bleibt  die 
Gleichung  richtig,  wenn  man  in  dem  einen  Brache  statt  des  Zählers 
eine  beliebige  Vielfaohenfamme  £  0  der  fämmtliohen  Zähler  and 
statt  des  Henners  die  entsprechende  Vielfachenfumme  der  Henner  fetzt 

Beweis:  Seien  die  gegebenen  Brüche  —  =  -r—  = — =     ... 

»i        bi        Ct 

und  fei  aa  +  M>  +  cc  +   •  •  •  £  0,  fo  ist,  da  8*  =  a  — ,  bt  =  b— 

a  a 

Cj     aas   C   —  •  •  •     18t,     auch 

a 
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aat  +  ibt  +  c(H  +  •  •  •  =  aa  —  +  bb  —  +  cc  -  +  •  •  • 

8»  &>  & 

=  (oa  +  M>  +  tc  +  •  •  •)  ^-, 

a 

mithin  (nach  175)  £  0,  da  aa  +  bb  +  cc  +  •  •  £  0  ist  und  auch  aj 

und  a  £  0  find.     Es  ist  alfo 

oa  +  bb  +  cc  +  -  -  -  _    aa  +  bb  +  cc  +  .  - 

oaj  +  M>!+  cct  +  •  •  •  _  (aa  +  bb  +  cc  +  •  •  -)£ 

=—  =  —     (nach  182  und  181). 
^l       at 

a 
9       15      21        9-3  +  15-2  +  21-7      204 
Beispiele:    i2  =  20  — 28  —  12.3  +  20.2  +  28.7  — 272 

9.ya-i5.'/3+^-2    4iya 

—  12 .  Vi  —  20 .  V»  +  28  -2  — 55>/3 
Bat a.     Eine  beliebige  Vielfachenfumme  ungleich  Hüll  aus  dem  293, 
Zähler   und  Kenner  des  einen  Bruches  verhält  fich  zur  entsprechen- 
den Vielfachenfumme   aus   dem  Zähler  und  Nenner  jedes    gleichen 
Bruches,  wie  der  Zähler  oder  Kenner  des  ersten  Bruches  zu  dem  des 

zweiten. 

a        c 
Beweis:  Man  vertausche  in  —=— nach  288  die  innern  Grösen, 

b        d 

a       b 
fo  erhält  man  —  =  -j  und  hat  man  für  jede  beliebige  Vielfachenfumme 

aa  +  bb  die  Gleichung 

da  +  M)       a        b 

T  "  =  ~  =  ^  (nach  291)- 

ac  +  bd       c       d 

8 atz.   Wenn  in  zwei  Bruchgleichungen  drei  entsprechende  Grösen  294. 

gleich  find,  fo  find  auch  die  vierten  gleich. 

^         .      »^    *  .  i       a        c        .ö        c_.a         e 

Beweis:  Es  fei  gegeben  t-  =  -t  und  —  =— ,   fo  ist  -r- == — 

du  b       d  b        b 

mithin  (nach  289)  a  =  e. 

Satz.    Zwei  und  mehre  Bruchgleichungen  geben  zufammenge-  295. 
fetzt,  (d.  h.  wenn  man  die  entsprechenden  Grösen  mit  einander  ver- 
vielfacht) wieder  eine  richtige  Bruohgleiohung. 

Beweis:     Es  fei  gegeben  £  =  *    ^=  *  . . . .  *      *    fo   i8t 

bt       dt    b2       d2  bn      dn 

auch  (nach  17) 

&1         &2  an  Cj        C2  Cn  ....  ,QA. 

. —       .       . . .         mithin  (nach  180) 

Di        D2  Dn         Ui        ü2  ün 

ataa»  ■  -an CjCa»  •  •  cn 

bibj-  •  *bn      dtdj-  •  -dn 
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9       12       .  8       12     ir   .  9-8        12-12 

Beispiele:     jg  =  s  und  jg  =  15*'  alfo  ist  auch  f2ÖÖ  =  lÖ^Ö" 

2.  Der  Dreifatz  oder  die  Regeldetri. 
Es  bildet  der  Satz  290  das  Gefetz  der  Regeldetri  (der  regula  de  tribus) 
wo  drei  Grösen  gegeben  find  und  die  vierte  gefacht  wird.  Es  ist  dies  Gefetz  das 
wichtigste  fürs  praktische  Rechnen  und  bedarf  daher  noch  einer  Besprechung. 
Das  Gefetz  macht  den  Sandern  bei  der  verschiedenen  Stellung  welche  das  x 
einnehmen  kann,  Schwierigkeiten.  Um  diefe  zu  befei tigert,  giebt  man  der 
Bruchgleichung  für  das  praktische  Rechnen  die  Form  des  Bruchkreuzes. 

a  I  c 

296.  Erklärung.    Das  Bruch  kreuz  -=-:-=-  gelefen  a  durch  b,  wie 

d  I  d 

c  durch  d  ist  die  Form  der  .Bruchgleichung  fürs  praktische  Rechnen. 
Die  Zeuge  der  Scheitel  ad  und  bc  heisen  die  Scheitelzeuge. 

297.  Satz.  In  jedem  Bruchkreuze  find  die  Scheitelzeuge  gleich  und 
kann  man  die  beiden  Grösen  desfelben  Scheitelzeuges  mit  einander 
vertauschen. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  286  und  288. 

Q   MO  O   \HA 

Beispiele:    In  jjW  i8t  8-21  =  14.12  und  ist  alfo  auch  T^löJ- 

298.  Erklärung.  Der  Dreifatz,  die  Eegeldetri  ist  eine  Bruch- 
gleichung, in  welcher  drei  Grösen  gegeben  find  und  die  vierte  x  ge- 
fucht wird. 

3  i  7  8 1  x 

Beispiele:  — -g-  alfo  7x  =  3«9     •    -g-  jg  alfo  5x  =  8.12. 

299.  Satz.  Im  Dreilatze,  in  der  Eegeldetri  findet  man  die  Unbe- 
kannte x,  indem  man  das  vollständige  Scheitelzeug  durch  das  un- 
vollständige teilt 

Beweis:  Unmittelbar  nach  290. 


7 
Beispiel:      js 


8  12-8  9110  9-11 


—    x  =  -tt-  -r*r    x 


x     *~     7  x(U    *—    10 

Bemerkt  möge   hier  noch  werden,    dass  man  fenkrecht,   wie  wagerecht 

heben  darf,  dagegen  nicht  über  Kreuz. 

10-8.12I18.20 
Beispiel:    "475707 — 7~ä-    Hier  kft&n  man  fenkrecht  heben  10  und  5, 

8  und  4,  12  und  27,  18  und  9  oder  wagerecht  10  und  20,  12  und  18,  27  und 
9;  aber  nicht  über  Kreuz  4  und  20,  5  und  20,  27  und  18  oder  12  und  9. 

300.  Satz.    Bei  benannten  Zahlen  muss  man  die  mehrfach  benannten 

in  einnamige  verwandeln,  beim  Anüatze  die  gleich  benannten  unter 
einander  schreiben  und  die  gleichen  Hamen  im  Zähler  und  Kenner 
heben.    Demnächst  findet  man  die  unbekannte  nach  299. 

Beweis.     Da  man  nach  297  die  Grösen  desfelben  Scheitelzeuges 
mit  einander  vertauschen  kann,  fb  kann  man  stets  die  gleichbenannten 
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unter   einander   schreiben,    dann  kann    man   die   gleichen  Namen   im 
Zähler  und   Nenner   nach    182  heben    und  nun  die  Unbekannte  nach 

299  finden. 

Beispiel:       Wenn  8  &  7  Mark  kosten,  was  kosten  9  U, 

A   rA    8  UJ  Jk    A      817  Jk    lr  9.7^» 

Anfatz  g-jfcj-—  oder   g-|—  alfo  x  =— 8~ • 

Wenn  die  entsprechenden  Zahlen  verschieden  benannt  find,  fo  muss  man 
üe  erst  gleichnamig  machen,  z.  B.  Ein  Zentner  kostet  115  J6,  wie  viel  kosten 
27  kgr.?  der  Zentner  hat  50  kgr.,  alfo  Anfatz 

50  kgr.1115  JA  501115  Jb.  27-115  J6 

znrfiir  oder  2?!  ^x~  Mo  x  =     5o 

Satz,    des  erweiterten  Dreifatzes.      Wenn  mehr   als   drei  301. 
Grösen  gegeben  find,  fo  muss  man  fie  stets  auf  drei  Grösen  zurück- 
fuhren, indem  man  die  Zeuge  oder  Produkte  der  Grösen  einfuhrt. ' 

Beispiel:  20  Arbeiter  arbeiten  30  Tage  an  einem  Graben  von  250  fa 
Lange,  6  m  Breite  und  2  m  Tiefe.    Wieviel  Arbeiter  find  zu  einem  Graben  von 

300  m  Länge,  8  m  Breite  und  1,5  m  Tiefe  erforderlich,  wenn  der  Graben  in 
78  Tagen  fertig  fein  foll? 

20.30  Tage [250 -6- 2  m  2Q.30i250-6.2 

Anfatz:      x  ,78  Tagel300.8.1,5m    oder    x  78:300. 8. V 
2Q.3Q.300.8.1,S  120 

x—        78.250.62        —     13     —  9 /»' 
Der  Dreifotz  bietet  hiernach  keinerlei  Schwierigkeiten  mehr  und  findet  die 
reichste  Anwendung  im  praktischen  Leben.     Das  dritte  und    das  vierte   Heft 
des  Verfassers  bieten  die  zahlreichsten  Beispiele  aus  dem  praktischen  Leben  und 
follte  fich  jeder  darin  die  gröste  Gewandtheit  aneignen, 

D.     Die  Gleichungen  ersten  Grades. 

Erklärung.     Die  unbekannte  x  einer  Gleichung  heist  die  302. 
Grftse,  deren  Wert  gefacht  werden  foll. 

Eine  Wurzel  der  Gleichung  heist  jeder  bestimmte  Wert, 
welcher  statt  der  Unbekannten  eingeführt  der  Gleichung  genügt. 

Aufgelöf  t  heist  die  Gleichung,  wenn  man  die  Wurzel  der 
Gleichung  gefunden  hat. 

Satz.    Eine  Gleichung  bleibt  richtig,  wenn  man  beide  Seiten  303. 
der  Gleichung  mit  gleichen  Grösen  auf  gleiche  Weife  knüpft,  nament- 
lich, wenn  man  auf  beiden  Seiten  Gleiches  zufügt,  Gleiches  abzieht, 
mit  Gleichem  vervielfacht,  durch  Gleiches  (ungleich  Null)  teilt. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  17. 

Satz.    Statt  auf  einer  Seite  der  Gleichung  ein  Stück  zuzufügen  304. 
oder  einen  Abzug  abzuziehen,  kann  man  auf  der  andern  Seite  das 
Stück  abziehen,  oder  den  Abzug  zufügen,  und 
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Statt  eine  Seite  mit  einem  Fache  "zu  vervielfachen  oder  durch 
einen  Henner  in  teilen,  kann  man  die  andere  Seite  durch  den  Faoh 
teilen,  oder  mit  dem  Kenner  vervielfachen,  d.  h. 

wenn  a  +  c  =  b,  fo  ist  a  =  b  —  c, 

wenn  a  —  c  =  b,  fo  ist  a  =  b  +  c, 

b 
wenn  ac  =  b,  f  6  ist  a  =  — , 

c 

wenn  -r-  =  c,  fo  ist  a  =  bo. 

D 

Beweis:  Unmittelbar  aus  303. 

Beispiele: 

Wenn    x  -|-  c  =  b,  fo  ist  x  =  b  —  c.   Wenn  x  —  c  =  b,  fo  ist  x  =s  b  +  c. 

b  x 

Wenn  ax  =  b,  fo  ist  x  =  — -.     Wenn  •—  =  b,  fo  ist  x  =:  ab. 

c  — b 
Wenn  ax  +  b  =  c,  fo  ist  ax  =  c  —  b  und  x  =  — —  u.  f.  w.    Und  in  Zahlen 

Wenn  x  +  12  =  27,  fo  ist  x  =  27  —  12.    Wenn  x  —  5  =  12,  fo  ißt  x  =  12+5. 

15  1 

Wenn  7-x  =  15,  fo  ist  x  =  y .     Wenn  -y  x  =  15,  fo  ist  x  =r  15.7. 

12  —  5 
Wenn  7  x  -f  5  =:  12  fo  ist  7-x  ==  12—5  und  x  =  — 7 —  u.  f.  w. 

305.  Sats.  Ein  Glied  schafft  man  von  einer  Seite  weg,  indem  man 
es  mit  dem  entgegengefetzten  Zeichen  auf  die  andere  Seite  der 
Gleichung  stellt 

Einen  Fach  oder  einen  Henner  eines  Gliedes  schafft  man  weg,  in- 
dem man  alle  andern  Glieder  durch  den  Fach  teilt,  oder  mit  dem 
Henner  vervielfacht. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  304. 

Beispiele:        x-j-c=:m    ,x  =  m —  c 

x  -\-  (c — b)  =sm    ,x  =  m  —  c-|-b 

306.  Satz.  Man  kann  die  Voneichen  aller  Glieder  einer  Gleichung 
entgegengefetzt  nehmen. 

Beweis:     Man  kann   beide  Seiten   der  Gleichung  mit  —  1   ver- 
vielfachen, dann  aber  werden  alle  Zeichen  entgegengefetzt  (nach  1 58). 
Beispiele:  a-xsb  —  c,  x  —  a:=r  c  —  b. 

307.  Satz.  Wenn  beide  Seiten  der  Gleichung  Brüche  find,  deren 
Zähler  ungleich  Null,  fo  kann  man  beide  Brüche  umkehren. 

Beweis:  Es  fei  -£-=  4",  fo  ist  1:  -£-  =  1:  ~  (nach  303) 
b  d  d  ü 

d.  h.  — = —  (nach  181),  was  zu  beweifen  war. 
a        c 


a 

mc 

X 

c 
a 

m 

,* 

a 

ma 

x: 

— ■ 

53 

m 

,* 

ss 

c 

c 
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a  x     *  1       a+b        m  —  c  x  1 

Beispiele:     -=c        *T  =  T    !— —  =  — —    ?-7qTb  =  m~c 

Erklärung.  Eingerichtet  heist  eine  Gleichung,  wenn  alle  308. 
Henner  in  denen  x  vorkommt,  fortgeschafft,  alle  Klammern,  welche 
x  enthalten,  aufgelöft,  die  Glieder,  welche  x  enthalten,  auf  die  linke, 
die  ohne  x  auf  die  rechte  Seite  gebracht  find,  die  Glieder,  welche  x 
gleich  oft  alt  Fache  enthalten,  in  ein  Glied  vereinigt,  und  die  Glieder 
fo  geordnet  find,  dass  das  vorangehende  Glied  x  öfter  als  Fach  ent- 
hält, als  die  folgenden  Glieder,  endlich  das  erste  Glied  auser  x  nur 
den  Fach  1  enthält 
1,     Die  Gleichung  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten. 

Sats.     Eine  Gleichung  ersten   Grades  mit   einer  unbekannten  309. 
ist  aufgelöst,  wenn  fie  eingerichtet  ist. 

Sats.    Löfung  der  Gleichung  ersten  Grades  mit  einer  310. 
Unbekannten.    Die  Gleichung  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten 
l&f't  man  in  folgender  Weife: 

L  Man  schafft  alle  Henner  weg  und  zwar  schafft  man  den  Henner 
eines  Gliedes  weg,  indem  man  jedes  andere  Glied  der  Gleichung  mit 
der  Gröse,  welche  im  Henner  steht,  vervielfacht. 

2.  Man  löft  alle  Klammern  auf,  welche  x  enthalten  nach  131, 
180  und  188. 

3.  Man  schafft  die  Glieder,  welche  x  enthalten,  auf  die  linke, 
die  andern  auf  die  rechte  Seite,  indem  man  jedes  Glied  der  rechten 
Seite,  welches  x  enthält,  mit  entgegengefetstem  Zeichen  auf  die  linke 
Seite  stellt,  und  jedes  Glied  der  linken  Seite,  welches  kein  x  ent- 
hält, mit  entgegengefetstem  Zeichen  auf  die  rechte  Seite  stellt. 

4.  Man  schliest  alle  Glieder  der  linken  Seite  in  eine  Klammer, 
welche  mit  x  vervielfacht  ist  nach  183. 

5.  Man  schafft  den  Fach  oder  Faktor  von  x  fort,  indem  man 
die  andere  Seite  durch  diefen  Fach  teilt. 

6.  Man  fuhrt  nunmehr  die  Eechung  aus. 
Beweis:  Unmittelbar  aus  den  Sätzen  303  bis  309. 


Beispiel  a. 

106  =r  (7  x  —  9)  3 
3x  — 8 

1.  105  (3  x— 8)        =3(7  x  —  9)3 

2.  315  x  —  840  =  21  x  —  27 

3.  315  x—  21  x  =840  —  27 

4.  (315  —  21)  x   =840  —  27 

840-27 
5*    x  ~  815  —  21 

813  271 
6'    x=r294==~98 


Beispiel  b. 

12  98 

-  +  13  =  3-  -18 

1.  12.3+I3.3x=98*-I8.3x 
2. 

3.  13.3x+18.3x=98— 12.3 

4.  (13- 3 + 18. 3) x  =»98 -12. 3 

98  -12>3 
5'  x— 13-3+18.3 
6.x="/w  =  >/, 
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Es  ist  notwendig,  dass  Ach  jeder  Gebildete  eine  reiche  üebung  in  der 
Löfung  diefer  Gleichungen  und  in  der  Ausführung  diefer  fechs  Umformungen 
schaffe.  Das  Uebungsheft  des  Verfassers  für  die  Gleichungen  ersten  Grades 
bietet  dazu  reiche  Gelegenheit. 

Bei  der  Auflösung  der  Klammern  muss  man  die  Strichklammer  z.  B. 

b 

—  (a  — b),  die  Malklammer  z.  B.  a  —  und  die  Beziehungsklammer  a  (b—  c)  unter- 

e 

scheiden.    Nicht  feiten  ist  die  Klammer  eine  mehrfache  z.  B.  in  a  —  b  (c-f-d)— * 

ist  im  zweiten  Gliede  eine  dreifache  Klammer:  eine  zwiefache  Beziehungsklammer 

e            e        bde 
b  (c  -f-  d)  und  (bc  -f-  bd)  —  =  bc—  + und  eine  Strichklammer 

e 

—  (b  (c  -|-  d)  — .    Bei  der   mehrfachen  Klammer  muss  [stets  erst  die  höhere 

Klammer  (hier  die  Beziehungsklammer)  und  dann  erst  die  niedere  Klammer 

(hier  die  Strichklammer)  gelöf't  werden.    Wenn  der  Teiler  oder  Nenner  zwei 

oder  mehre  Glieder  enthält,  fo  darf  man  diefe  Teilklammer  nie  auflöfen,  fondern 

muss  stets  mit  dem  ganzen  Nenner  teilen,  oder  muss  jedes  Glied  der  Gleichung 

mit  dem  Nenner  vervielfachen  und  dadurch  den  Nenner  fortschaffen,  z.  B.    In 

a 
r— i —  sd-f  e  darf  man  nicht  durch  b  und  durch  c  einzeln  teilen.    Will  man 
D-f-  c .         * 

den  Nenner  fortschaffen,  fo   vervielfacht  man  jedes  Glied  mit  b  +  c  und  er- 
hält dann  a  =r  (d  +  e)  (b  -+-  c).     Reiche  Uebungen  bietet  das  uebungsheft. 

Der  gewandte  Rechner  führt  einen  grosen  Teil  diefer  Umformungen  im 
Kopfe  aus  und  schreibt  nur  die  Umformungen  1  oder  2,  3  oder  6  nieder,  z.  B. 
(x  +  5)  :  (x-5)  =  7:4  (x  +  5)  4  =  (x  -  5)  7 

4x  +  20  =  7x-35  3  x  =  55  •,  x  =  18V3. 

311.  Satz.  Wenn  die  Aufgabe  in  einem  Satze  gegeben  ist,  fo 
müssen  zunächst  die  Worte  in  Formeln  überfetzt  werden;  die  er- 
haltene Gleichung  heist  der  Anfatz.  Die  Gleichung  wird  dann  ge- 
löf't, die  Löfung  und  die  Formel  wieder  in  einen  vollständigen 
Satz  zurüoküberfetzt,  die  Antwort. 

Beispiel.    Ein  Weg  foll  mit  Bäumen  bepflanzt  werden,  fo  dass  diefe 

3  m  aus  einander  stehen:,  hätte  man  100  Bäume  weniger,  fo  könnte  man  fie  nur 

4  m  aus  einander  stellen-,  wieviel  Bäume  hatte  man? 

Anfatz:    (x  —  100)  4  m  s  x3  m 

Löfung:    x-4  — 400  =  x-3  x  =  400, 

Antwort:    Man  hatte  400  Bäume. 

Die  Anwendung  diefer  Gleichungen  ist  für  das  praktische  Leben  und 
für  jeden  Fortschritt  in  der  Mathematik  von  gröster  Wichtigkeit.  Hier  ist  eine 
reiche  Uebung  geboten.  Des  Verfassers  Uebungsheft  bietet  hierfür  durch  262 
Aufgaben  die  reichste  Gelegenheit.  Im  Auflöfungshefte  findet  man  jederzeit  den 
Anfatz  und  die  Antwort. 
3.     Die  Gleichungen  ersten  Grades  mit  zwei  Unbekannten. 

312.  Satz.  Löfung  der  Gleichungen  ersten  Grades  mit  iwei 
Unbekannten. 
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# 

Bie  Gleichungen  mit  mehren  Unbekannten  löft  man  durch  Ein- 
führung, durch  Gleichfetzung  oder  Vervielfachung. 

L  Lotung  durch  Einführung  (Substitutionsmethode).  Man  löTt 
die  eine  Gleichung  in  Bezug  auf  eine  Unbekannte  und  fuhrt  den 
erhaltenen  Wert  in  die  andern  Gleichungen  ein. 

2.  Löfung  durch  Gleichfetzung  (Gleichfetzungsmethode).  Man 
löft  zwei  Gleichungen  in  Bezug  auf  diefelbe  Unbekannte  und  fetzt 
die  erhaltenen  Werte  einander  gleich. 

3.  Löfung  durch  Vervielfachung  (Multiplikationsmethode).  Man 
vervielfacht  jede  der  beiden  Gleichungen  mit  dem  Fache  (dem  Faktor); 
den  die  eine  Unbekannte  in  der  andern  Gleichung  hat,  und  zieht  nun 
die  eine  Gleichung  von  der  andern  ab. 

Die  erste  Löfungsart  ist  die  allgemeinste,  aber  häufig  auch  wegen  der 
Kenner  fehr  unbequem-,  die  dritte  Lösungsart  ist,  wo  fie  anwendbar  ist,  am  be- 
quemsten und  daher  vorzuziehen. 

Beispiel  a:  Einführung  33/4x  =  36  —  8/4  y  4a/3  x  =  2»/8  y  +  34 
15x  =  144  — 3y  14x  =  8y  +  102  x  =  144  —  102  — 11  y 

x  =  42-lly  alfo  15  (42  -  11  y)  =  144  -  3  y  j  (165  -  3)  y =  630-14* 
486 
y-  162ä3  x=42-lly  =  9 

«    .      .,.„,..,  4x-f-81  12  x+  97 

Beispiel  b:  Gleichfetzung   ^  Q    __ *„  =  b       ^ — ZTT7  =s  * 

4x  +  81  =  6(10y— 17)  =  60y— 102  $  12  x  + 97  =  4(15  y— 17)  =60  y —68 

4x  +  81  +  102  =  12x  +  97  +  68  $    8x  =  18  *  x  =  2»/4 

60  y  =s  4  x  +  81  +  102  =  192  y  =  31/». 

Beispiel  c:  Vervielfachung  2  x  —  3  y  =  35  *,      x  -j-  2  y  =r  9 

17 
2x  +  4y  =  18  |  4y  +  3y=18-35  *  y=-y  =s  -  2*h 

x  =  9-2y  =  9  +  4«/7  =  13«/7. 

Es  wird  auch  hier  fehr  zweckmäsig  fein,  wenn  lieh  die  Gebildeten  einige 
Üebung  in  der  Löfung  diefer  Aufgaben  schaffen.  Das  Uebungsheft  des  Ver- 
fassers bietet  hiezu  reiche  Gelegenheit 

4.     Die   Gleichungen   ersten   Grades  mit  drei  Unbekannten. 

Sati:   Löfung    der   Gleichung    ersten    Grades   mit   drei  313. 
Unbekannten.      Man   entfernt   zunächst   eine   Unbekannte   am   2 
Gleichungsparen    nnd    entfernt    dann    aus    den    erhaltenen  beiden 
Gleichungen  die  zweite  Unbekannte. 

Beispiel:  x  +  y +*=  1&  !    x+  y  —  z  =  5  $    x— y +z=l 
2x  +  2y  =  20    $    2x  =  6    *    x  =  3    $    y  =  7    $    z  =  5. 

Auch  hier  ist  es  fehr  zweckmäsig,  wenn  die  Gebildeten  lieh  üebung  in 
der  Löfung  diefer  Aufgaben  verschaffen.  Das  Uebungsheft  des  Verfassers  bietet 
wieder  zahlreiche  Uebungen,  fowie  zahlreiche  (132)  Aufgaben  zur  Anwendung 
diefer  Gleichungen  auf  das  praktische  Leben  dar  und  kann  zur  Üebung  im 
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Selbatutarrichte  wie  in   Schulen  empfohlen  werden,  da  die  Aufgaben  fo  ge- 
ordnet find,  das  jeder  fie  löTen  kann. 
314.  Aufgabe,     n  Gleichungen  ersten   Grades   mit   n    Unbekannten 

aufknlöfen. 

Auflöfung.  Aus  n  Gleichungen,  welche  u  Unbekannte  ent- 
halten, kann  man  nach  312  eine  Unbekannte  entfernen  und  erhält 
n  —  1  Gleichungen  ohne  diefe  Unbekannte.  Ebenfo  erhält  man  aus 
n  —  m  Gleichungen  mit  n  —  m  Unbekannten  (d.  h.  aus  denen  be- 
reite m  Unbekannte  entfernt  find)  andere  n  —  m  —  1  Gleichungen 
mit  n  —  m  —  1  Unbekannten  (d.  h.  aus  denen  m  +  1  Unbekannte 
entfernt  find),  und  zuletzt  n  —  (n  —  1),  d.  h.  1  Gleichung  mit  einer 
Unbekannten,  d.  h.  die  Gleichung  ist  nach  diefer  Unbekannten  gelöft. 
Tauscht  man  dann  die  entsprechenden  Vorzählen  diefer  Unbekannten 
xt  mit  einer  andern  Unbekannten  xa,  fo  erhält  man  die  Lotung  nach 
diefer  andern  Unbekannten  und  fo  fort. 

Die  bequemste  Art  und  Weife  der  Löfung  von  Gleichungen  ereten  Grades 
mit  n  Unbekannten  werden  wir  in  der  Ausdehnungslehre  kennen  lernen,  auf 
welche  hier  ver wie fen  werden  kann. 
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Zweiter  Abschnitt  der  Zahlenlehre:  Die  höhere 
Zahlenlehre  oder  die  Lehre  von  den  Höhen, 
den  Tiefen  und  den  Logen  oder  Logarithmen. 


9.     Höhen,  Tiefen  und  Logen  der  Zahlen  und  Eigenschaften 

der  Höhen,  Tiefen  und  Loge. 

A.     Das  Höhen  der  Zahlen. 

Erklärung.    Das  Höhen  (das  Potensiren)  heilt  die  dritte  oder  315. 

höchste   Ordnung  der  Grösenknflpfung,  für  welche   das   Gefeti   der 

Doppelbeziehung   zum  Zufügen  und  zum  Vervielfachen  gilt,   d.  h. 

statt  eine  Größe  zur  Summe  von  einer  zweiten  Gröse  und  einer  Eins 

su   höhen,  kann  man  die  Gröse  zur  zweiten  Gröse  höhen  und  das 

Ergebniss  mit  der  ersten  Gröse  vervielfachen. 

Eine   Gröse   zur    Eins   gehöht,   wird    der   Gröse   felbst    gleioh 
gefetzt 

Beispiele: 

31==3  ;  3*  =  3*+»  =  3-3  =  9  j  38  =  3a-M  =3*-3  =  9-3  =  27. 
Für   das  Höhen  empfiehlt   es  fleh,   diefe  Erklärung  zunächst  an  einigen 
Beispielen  klar  zu  machen,  z,  B. 

83+*  =  S^S1  =  83-8  2H-1  =  25.21  =  2*. 2 

81+1+M-1  —  s^-Si-S1  =  4096    2,+1+1+1+1H  =  21-21-21-21-21-21si6i 

am -f-i  — s  am,a*. 
£e  wird  zweckmäßig  fein  dies  bis  zur  vollsten  Anschaulichkeit  der  Erklärung 
an  dem  „Eins  hoch  Eins"  einzuüben  z.  B. 

2»+*  sa  2.2  =  4  ;  23+«  =  2^2  =  8  ;  23+*  =  2» -2  =  16  ;  2*+»  =a  2*.  2  =s  32 
3»+i  =  3.3  =  9  \  3Ht  =■  33.3  =  27  5  3»+i  s  83-3  =  81  ;  3*+»  =  3«-3  =3  243 
41+1=34.4  =  16;  4'+i  =  4'.4  =  64  ;  4»+»  =4'.  4  =  266  5  4*+»  =  4*.  4  as  1024 
Die,  Erklärung  bietet  dann  keine  Schwierigkeiten  mehr. 
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Die  fo  eben  gegebene  Erklärung  ist  die  allein  scharfe  und  streng  wissen- 
schaftliche und  zugleich  die  einfachste  (die  elementarste).  Aus  ihr  lässt  lieh 
dos  ganze  Gefetz  der  Doppelbeziehung  ableiten.  Andrerfeits  enthalt  diefe  Er- 
klärung aber  auch  nicht  mehr,  als  unumgänglich  nötig  ist,  um  das  Gefetz  der 
Doppelbeziehung  daraus  ableiten  zu  können. 

Endlich  ist  diefe  Erklärung  auch  allein  einfach  (elementar).  Wollen  wir 
z.  B.  9*  ableiten,  fo  müssen  wir  zunächst  92  =  91*1  =  9-9  =  81  ableiten, 
daraus  9'  =  9*-M  =  81-9  =  729;  dann  9*  =r  9'f  *  =  729-9  =  6561  endlich  95 
=r9Hi  =  6561  -9  =  59049.  Die  Erklärung  ist  alfo  ganz  einfach  oder  elementar. 
Der  Name  „das  Höhen"  entspricht  ganz  der  Bezeichnung  dieier  Grösen- 
knüpfung  an  gelcfen  a  hoch  n,  und  bezeichnet  höchst  passend  die  Art  diefer 
Knüpfung,  der  höchsten  in  der  Zahlenlehre,  wie  unter  den  möglichen  Arten 
der  Denk-Knüpfungen  überhaupt. 

316.  ^       Erklärung.    Das  Zeichen  des  Höhen*  ist  das  Hochsohreiben 
der  Gröse,  welche  die  andere  höht,  z.  B.  am  gelefen  a  hoch  m. 

Die  niedrig  stehende  Gröse,  welche  gehöht  werden  foll,  heist 
die  Bäte,  die  hochstehende,  welche  höht,  heist  die  Stufe  oder  der 
Exponent,  das  Ergebniss  der  Beziehung  heist  die  Höhe  oder  die 
Potenz. 

Wenn  keine  Klammer  steht,  fo  wird  die  geflammte   Stufe  nur 
auf  die  nächst  vorher  stehende  Gröse  der  Bafe  bezogen. 
Beispiele:  Ohne  Klammer: 

a  +  bc  =  a+(bc)  ab"  =a(bm)  bm.a=a(bm)a 

am+n=sa(m'H,l)  amn  =  a(mn)  abC  =  (at>)c 

Die  Kamen  „die  Bafe,"  „die  Stufe"  und  die  „Höhe"  und  bereits  allgemein 
eingeführt  und  entsprechen  der  Sache.  Da  jedoch  diefe  deutschen  Ausdrücke 
noch  einigen  Gelehrten  weniger  geläufig  find,  fo  führe  ich  neben  den  deutschen 
Ausdrücken  auch  jeden  Satz  in  den  üblichen  Fremdwörtern  auf. 

Auch  beim  Höhen  oder  Potenziren  ist  es  wieder  höchst  wichtig,  (ich 
darüber  klar  zu  werden,  welche  Klammern  ohne  Aenderung  des  Wertes  weg- 
gelassen werden  können.  In  jeder  einlachen  Knüpfungsart  können  die  Klam- 
mern fortgelassen  werden,  wenn  fortschreitend  geknüpft  werden  foll:  fo  ist 

c 
a(b  +  «)  t  d  =s  ab+c  f  d  f0  ist  (a  )c  =  a  . 
Wenn  dagegen  zwei  oder  mehr  Knüpfungsarten  gemengt  und,  fo  muss  jedes- 
mal zunächst  die  höhere  Knüpfung  ausgeführt  werden,  ehe  die  niedere  Knüpfung 
ausgeführt  wird,  doch  gilt  dabei  die  Knüpf ung  in  der  Stufe  oder  im  Exponenten 
höher  als  in  der  Bafe.  So  ist  a  +  bc  +  cdc  =  a  +  (bc)  +  [c(de)  ],  fo  ist 
bce  ss  b(ce)  und  b  ec  =  (be)c,  fo  ist  ab+c  ==  a(b+c)  und  abc  =  a(bc)-  Es  ist  wich- 
tig, dass  man  fich  hierin  übe. 

317  Erklärung.    Die  Klammer  heist  eine  Bafenklammer,  wenn 

fie  in  der  Bafe  steht;   fie  heist  eine  Stufenklammer,  wenn  fie  in 
der  Stufe  steht. 
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Beispiele:    Bafenklammer:  (3.5)3    •     (3+5)*    •    (a.b)n 

Stufenklammer:  aO*+»)c    -,    aOW    •    a^c  \ 
Grundformeln  des  Höhens  (des  Potenzirens). 

ab+1  =  ab.a  a*=  a  lx  =  l 

Statt  zu  der  Stufe  eine  Eins  zu 
fügen,  kann  man  die  Höhe  der 
Bafe  zur  Stufe  mit  der  Bafe  ver- 
vielfachen. 


(a  +  b)m. 


318. 


a  =  a 

Statt  zu  dem  Exponenten  eine 

Eins  zu  addiren,   kann   man  die 

Potenz  der  Bafe  zum  Exponenten 

mit  der  Bafe  multipliziren. 

Eine  Zahl  mit  Eins  höhen  (potenziren)  ändert  die  Gröse  nicht. 

Eins    ist    diejenige  Gröse,   welche  mit  fich  felbst  gehöht  (potenzirt) 

fich  nicht  ändert. 

Man  kann  aus  diefer  Grundformel  das  Eins  hoch  Eins  ableiten.  Die  um- 
stehende Tafel  ist  hienach  berechnet,  fie  giebt  die  neun  ersten  Höhender  Zahlen 
1  bis  50. 

Satz.  a<>  =  1        ,         wenn  a  £  0  ist.  319. 

Jede  Zahl  ungleich  Null  giebt  mit  Null  gehöht  eins. 

Beweis:    Es  ist  a  =  a1  =  a°+a  (nach  318  und  134) 

=  a°-a  (nach  318) 

Alfo  ist  a°  eine  Gröse,   welche  mit  jeder  beliebigen  Zahl  vervielfacht 
diefelbe  nicht  ändert,  d.  h.  es  ist  a<>  =  1  nach  98. 

Satz.  ab+c  =  ab  •  ac       >        wo  c  eine  ganze  Zahl  320. 

Statt  in  der  Stufe  zu   einer  Zahl    Statt  in  dem  Exponenten  zu  einer 

Zahl  eine  ganze  Zahl  zu  addiren, 
kann  man  die  Bafe  zu  den  einzel- 
nen Zahlen  des  Exponenten  höhen 
und  die  beiden  Potenzen  mit  ein- 
ander multipliziren  und 
Zwei  Potenzen  gleicher  Bafe 
multiplizirt  man,  indem  man  bei 
derfelben  Bafe  die  Exponenten 
addirt. 
Beweis:    Einfach  oder  elementar  in  Bezug  auf  e. 

1.  Der  Satz  gilt,  wenn  c  =  1  ist  nach  318. 

2.  Wenn  der  Satz  für  eine  beliebige  ganze  Zahl  c  gilt  (Annahme), 

fo  gilt  er  auch  für  die  Zahl  c  +  1 ;  denn  es  ist 
aM-(c-fi)   =  a(H-c+i) 

=  aH-c-a 


eine  ganze  Zahl  zu  fügen,  kann 
man  die  Bafe  zu  den  einzelnen 
Zahlen  der  Stufe  höhen  und  die 
beiden  Höhen  mit  einander  ver- 
vielfachen und 
Zwei  Höhen  gleicher  Bafe  verviel- 
facht man,  indem  man  bei  derfel- 
ben Bafe  die  Stufen  fugt. 


=  aD-ac-a 


E.  QtiMlBinn  Zaldenlehre. 


(nach  131) 
(nach  318) 
(nach  Annahme) 
9 


318. 

Zahlenlehre. 

13Ü 

Zu  No 

.  318: 

Die  ersten  9  Potenzen  aller  Zahlen  von  1  bis  50. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

4 

8 

16 

82 

64 

3 

9 

27 

81 

248 

729 

4 

16 

64 

256 

1024 

4096 

5 

25 

125 

625 

3125 

15625 

6 

86 

216 

1296 

7776 

46656 

7 

49 

343 

2401 

16807 

117649 

8 

64 

512 

4096 

82768 

262144 

9 

81 

729 

6561 

59049 

531441 

10 

100 

1000 

10000 

100000 

1000000 

11 

121 

1331 

14641 

161051 

1771561 

12 

144 

1728 

20736 

248832 

2985984 

13 

169 

2197 

28561 

871293 

4826809 

14 

196 

2744 

38416 

537*24 

7529586 

15 

225 

3375 

50625 

759375 

11390625 

16 

256 

4096 

65536 

1048576 

16777216 

17 

289 

4913 

83521 

1419857 

24187569 

18 

324 

5882 

104976 

1889568 

84012224 

19 

861 

6859 

130321 

2476099 

47045881 

80 

400 

8000 

160000 

3200000 

64000000 

81 

441 

9261 

194481 

4084101 

85766121 

22 

484 

10648 

234256 

5153632 

118379904 

23 

529 

12167 

279841 

6436343 

148035889 

24 

576 

13824 

331776 

7962624 

191102976 

25 

625 

15625 

390625 

9765625 

244140625 

26 

676 

17576 

456976 

11881876 

308915776 

27 

729 

19683 

531441 

14348907 

387420489 

28 

784 

21952 

614656 

17210368 

481890304 

29 

841 

24389 

707281 

20511149 

594828321 

80 

900 

27000 

810000 

24300000 

729000000 

31 

961 

29791 

923521 

28629151 

887503681 

32 

1024 

32768 

1048576 

33554482 

1073741824 

33 

1089 

85937 

1185921 

89135393 

1291467969 

34 

1156 

39304 

.1336336 

45435424 

1544*04416 

35 

1225 

42875 

1500625 

52521875 

1838265625 

36 

1296 

46656 

1679616 

60466176 

2176782886 

37 

1369 

50653 

1874161 

69343957 

2565726409 

38 

1444 

54872 

2085136 

79235168 

3010936384 

39 

1521 

59319 

2313441 

90224199 

3518748761 

40 

1600 

64000 

2560000 

102400000 

4096000000 

41 

1681 

68921 

2825761 

115856201 

4750104241 

42 

1V64 

74088 

3111696 

130691232 

5489031744 

43 

1849 

79507 

3418801 

14700*443 

6821863049 

44 

1936 

85184 

374H096 

164916224 

7256313856 

45 

2025 

91125 

4100625 

184528125 

8803765625 

46 

2116 

97336 

4477456 

205962976 

9474296896 

47 

2209 

103823 

4879681 

229345007 

10779215829 

48 

2304 

110592 

5308416 

254803968 

12230590464 

49 

2401 

117649 

5764801 

282475249 

13841287201 

60 

2500 

125000 

6250000 

312500000 

15625000000 
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Die  ersten  9  Potenzen  aller  Zahlen  von  1  bis  50. 


1 

7 

1       8 

9 

1 

8 
8 

4 
5 

1 

128 

2187 

16884 

78125 

1 

266 

6561 

65586 

390625 

1 

512 

19683 

262144 

1958125 

6 

7 

8 

9 

10 

279936 

828548 

3097152 

4782969 

10000000 

1679616 

5764801 

16777216 

48046721 

100000000 

10077696 

40858607 

134217728 

887420489 

1000000000 

U 
18 
18 
14 
15 

19487171 

35881808 

62748617 

105418504 

170659375 

214858881 

429981696 

815780721 

1475789056 

2562890625 

2857947691 

5159780452 

10604499878 

20661046784 

88448359875 

16 
17 
18 
19 
80 

268435456 
410338678 
612220032 
893871739 
1280000000 

4294967296 

6*76757441 

11019960576 

16988568041 

25600000000 

68719476786 
118587876497 
198359290868 
822687697779 
512000000000 

81 
88 
88 
84 
85 

1801088541 
2494357888 
3404825447 
4586171424 
6103515625 

87822859361 

54875878536 

78310986281 

110075314176 

152587890625 

794280046581 
1207269217792 
180115*2661463 
26413)7540224 
3814697265625 

86 
87 

88 
89 
80 

8031810176 
10460353203 
18492928512 
17249876309 
2187000UO0O 

206827064576 
282429586481 
877801998836 
500246412961 
656100000000 

5429508678976 

7625597484987 

10578455958406 

1450714697586fr 

19683000000000 

81 
88 
88 
84 
85 

27512614111 
34359738868 
42618442977 
52523350144 
64339296875 

852891037441 
1099511627776 
1406408618241 
1785793904896 
2251875390625 

26489622160671 
85184372088832 
46411484401953 
60716992766464 
78815638671875 

86 
87 
88 
89 
40 

78364164096 

94931877133 

114415682592 

137231006679 

163840000000 

2821109907456 
3512479453921 
4347792188496 
5852009260481 
6553600000000 

101559956668416 
129961739795077 
165216101262848 
208728361158759 
262144000000000 

41 
48 
48 
44 
45 

194764278881 
280539888248 
271818611107 
819277809664 
873669458125 

7984925229121 

9682651996416 

11688200277601 

14048223625216 

16815125890625 

827881934893961 
406671388849472 
502692611936843 
618121839509504 
756680642578125 

46 
47 
48 
49 
50 

485817657216 
506623120468 
587068842272 
678228072849 
781260000000 

20047612281936 
28811286661761 
28179280429056 
33232980569601 
89062500000000 

922190162669066 
1119180473102767 
1852606460594688 
1628418597910449 
1953125000000000 
9» 
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321. 


=  a^a^a) 
=  ab«a°^"1 
S.     Alfo  gilt  der  Satz  nach  24  allgemein. 

'»     {nach  180) 
(nach  318). 

Beziehungsgefetz  des  Höhens  (des  Potenzirens) 

8  hfc 

aM    =  Pa  *                   oder  a  *    *           n  =  a  > 

.  a  2 a  ■ 

In  jeder  £ahlenknflpfung  durch  Höhen  kann  man  in    der  Stufe  <im 
Exponenteil)  die  Summe  von  ganzen  Zahlen  auflöten , 


indem  man  die  Bafe  zu  den  ein- 
zelnen Stücken  der  Stufe  höht  und 
die  Höhen  vervielfacht. 


indem    mau    die    Bafe    mit   den 
Stücken  des   Exponenten   einzeln 
potenzirt  und  die  Potenzen  mul- 
tiplizirt. 
Die  Höhe  oder  Potenz  ist  wieder  eine  Zahl 

Beweis:  1.     Der  Satz  gilt  für  n  =  2  nach  320. 

2;     Wenn  der  Satz  für  n  gilt,  fo  gilt  er  auch  für  n  +  1;  denn 


(nach  14) 
(nach  320) 

(nach  Annahme), 
(nach  14) 


i^+1     =  a^n   ' 

=  a^n    V1*1 
.        =PaVaM-i 

1,* 
=     P   *** 

3.     Alfo  gilt  der  Satz  nach  23  allgemein. 
322.  Satz.  a1  =  a  1*  =  1 

Die  Eins  in  der  Stufe  (im  Exponenten)  ist  die  nicht  ändernde  Gröse 
des  Höhens  und  die  Eins  in  der  Bafe  ist  die  unveränderliche  Größe 
des  Höhens. 

Beweis:    Es  ist  a1  =  a  nach  318;    es  ist   aber  auch   nach  321 
!•  =  1». li- lt. li. li... li=  l-l. l-l-l.    ...1  =  1.        (nach  97). 


323.  Satz.  (ab)c  =  acbc 

Das  Zeug  zweier  Zahlen  erhöht 
man  mit  einer  ganzen  Zahl,  in- 
dem man  die  beiden  Zahlen  ein- 
zeln zu  der  Stufe  erhöht  und  die 
Höhen  vervielfacht. 


plizirt 
Beweis:  Einfach  oder  elementar  in  Bezug  auf  c. 


,  wo  c  eine  ganze  Zahl. . 
das  Produkt  zweier  Zahlen  po- 
tenzirt man  mit  einer  ganzen 
Zahl,  indem  man  die  Faktoren 
einzeln  mit  dem  Exponenten  po- 
tenzirt und  die   Potenzen  multi- 


der  Stufe  fortschreitend  höht. 
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1.  Der  Satz  gilt,  wenn  c  =  1  ist;  denn 

(ab)*  =  ab  =  ai-b*  (nach  318) 

2.  Wenn  der  Satz   für  eine   beliebige   ganze   Zahl    c   gilt   (An- 
nahme), fo  gilt  er  auch  für  die  Zahl  c  +  1  (Folgerung);  denn 

(ab)«*1  =  (ab)«. ab  (nach  318) 

=  ac«bc-ab  (nach  Annahme) 

=  (ac.a)(bc-b)  (nach  180) 

=  a'+^b«*1  (nach  318). 

3.  Alfo  gilt  der  Satz  nach  24  allgemein. 

Satz.  abc  =  (ab)c  .    324. 

Eine  Zahl  höht  man  zu  dem  Eine  Zahl  potenzirt  man  mit  dem 
Zeuge  zweier  ganzen  Zahlen,  in-  Produkte  zweier  ganzen  Zahlen, 
dem  man  die  Bafe  zu  den  Zahlen    indem    man    die    Bafe    mit    den 

Zahlen  des  Exponenten  fortschrei- 
tend potenzirt. 
Beweis:  Einfach  oder  elementar  in  Bezug  auf  c. 

1.  Der  Satz  gilt,  wenn  c  =  1  ist;  denn  a0,1  =*=  ab  =  (ab)* 

(nach  318). 

2.  Wenn  der  Satz   für  eine  beliebige  ganze   Zahl  c  gilt  (An- 
nahme), fo  gilt  er  auch  für  die  Zahl  c  •)-  1  (Folgerung);  denn 

(ab)*H  =  (ab)*.ab  (nach  318)  _ 

_  abc.ab  (nach  Annahme)  ' 

=  ab«+b  (nach  320) 

=  a^+D  (nach  156) 

3.  Alfo  gilt  der  Satz  nach  24  allgemein. 

Satz.  (*hr  =  (ac)b.  325. 

Die  Ordnung  in  welcher  man  fortschreitend  erhöht  oder  poten- 
zirt, kann  man  ohne  Aenderung  des  Wertes  beliebig  ändern. 

Beweis:  (ab)c  =  abc  (nach  324) 

=  acb  (nach  180) 

=  (ac)b  (nach  324)* 

Gefetz  der  Zahlenhöhung  (der  Fotenzirung  von  Zahlen.)  326. 

Wenn  in  der  Stufe   (im  Exponenten)  nur  ganze  Zahlen  vorkommen, 

fo  kann  man  in  jeder  Zahlenknupfting  durch  Höhen 


erstens  jedes  Bafenzeug 
auflöfen,  indem  man  die  Fache 
der  Bafe  zu  der  Stufe  höht  und 
die  Höhen  vervielfacht, 


erstens  das  Bafenprodukt 
auflöfen,  indem  man  die  Faktoren 
mit  dem  Exponenten  potenzirt 
und  die  Potenzen  multiplixirj. 


327-330. 
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zweitens  jede  Stufenfumme 
auflöfen,  indem  man  die  Bafe  zu 
jedem  Stücke  der  Stufe  höht  und 
die  Höhen  vervielfacht  und 

drittens  jedes  Stufenzeug  auf- 
löfen, indem  man  die  Bafe  fort- 
schreitend zu  den  Fachen  der 
Stufe  höht. 

Die  Ordnung,  in  welcher  man 
fortschreitend  höht,  ist  beliebig. 
Die  BChe  ist  wieder  eine  Zahl. 


zweitens  die  Exponenten- 
fumme  auflöfen,  indem  man  die 
Bafe  mit  den  Stücken  potenzirt 
und  die  Potenzen  multiplizirt,  und 

drittens  das  Exponentenpro- 
dukt auflöfen,  indem  man  die 
Bafe  fortschreitend  mit  den  Fak- 
toren potenzirt 

Die  Ordnung,  in  weloher  man 
fortschreitend  potenzirt,  ist  belie- 
big.   Die  Potenz  ist  wieder  eine 


Zajü. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  323,  320,  324  und  325 

P 


*  n  eine  ganze  Pluszahl 
Wenn  der  Exponent  eine  ganze 
pofitive  Zahl  n  ist,  fo  ist  die  Po- 
tenz ein  Produkt,  dessen  n  Fak- 
toren der  Bafe  gleich  Und. 


327.  Satz.  a*  =£=  m  ' 
Wenn    die    Stufe    eine    ganze 

Pluszahl  n  ist,  fo  ist  die  Höh* 
ein  Zeug,  dessen  n  Fache  der 
Bafe  gleich  Und. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  326. 

328.  8fttl-  0n  =  0  *  n  eine  ganze  Pluszahl. 
Hüll,  zu  jeder  ganzen  Pluszahl  |      Hüll,  mit  jeder  ganzen  pofitiven 

erhöht,  giebt  wieder  Hüll.  j  Zahl  potenzirt,  giebt  wieder  HulL 

Beweis:  Unmittelbar  aus  327  und  174. 

329.  Satz.  1*  =^=  1  ;  (-D*  =  1  ;  <—  1)««+»  ~^~  -  1 

*  n  eine  ganze  PluszahL 


Jede  Höhe  von  Pluseins  zur 
ganzen  Stufe  ist  wieder  Pluseins; 
jede  Höhe  von  Stricheins  zur 
geraden  Stufe  ist  Pluseins,  zur 
ungeraden  Stufe  ist  Stricheins. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  322  und  180. 
330.      «atz.  <+  a)»  -t  +  <a») ;  <-a)*  «&=  +<a») ;  (-a)**1  =*=_<a»-H) 

*  n  eine  ganze  Pluszahl. 


Jede  Potenz  von  +  1  mit  gan- 
zem Exponenten  ist  wieder  4-  1; 
jede  Potenz  von  —  1  mit  gera- 
dem Exponenten  ist  +  1,  mit 
ungeradem  Exponenten  ist  —  1. 


Jede  Höhe  einer  Pluszahl  zur 
ganzen  Stufe  ist  wieder  eine  Plus- 


Jede  Potenz  einer  pofitiven 
Zahl  mit  ganzem  Exponenten  ist 
eine  pofitive  ZahL 
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Jede  Höhe  einer  Strichzahl  nr 
geraden  Stufe  ist  eine  Pinszahl, 
zur  ungeraden  Stufe  eine  Strich- 
xahl. 


Jede  Potenz  einer  negativen 
Zahl  mit  geradem  Exponenten  ist 
eine  pofitive  Zahl,  mit  ungeradem 
Exponenten  eine  negative  Zahl. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  158,  326,  und  329. 
Beispiele:    3*  =  3-3  =  9    j    33  =  27    •,    3*  =  243 
(-3P  =  (—3). (-3)  =9    •,    (-3)3=r(_3)'.(-8)  =  9.(—  3)  =  -27 
(—  3)5  =  (-3)*+i  =  (i-  3)«  •(—  3)i  =  81  •(—  3)  =  —  243. 

Satz.    Höhen  (Potenzen)  von  entgegengefetzter  Bafe  zu  gleicher  331. 
Stufe  find  einander  gleich,  wenn  die  Stufe  gerade,  entgegengefetzt 
wenn  fie  ungerade  ist. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  330. 
Beispiele:      3*  =  (—3)* ,  3*  =  —  (—8)*. 

Satz.  bt»  =^=  —  ;  an   *       — , #  a  £  0  ,n  eine  ganze  Zahl.  332. 

Wenn  die    Bafe  ungleich  Hüll   und  die  Stufe  eine  ganze  Zahl 

ist,  fo  find  die  Höhen  oder  Potenzen  zur  entgegengefetzten  Stufe  die 

umgekehrten  Werte  von  einander. 

a*~n  •  aB 
Beweis:     a~B  ss - —  (nach  167) 

a— »+» 
=  ~~JZ~  (nach  320) 

a»  —  an  (nach  319) 

2.     Ebenfo  folgt  an  =  — . 

Beispiele:    9-»  =  Vs3  ==  Vw  5  10-*  =  '/io4  =  Vioooo- 

Satz.    Sine  Zahl   vervielfacht   man   bez.   teilt  man  durch  10°,  333. 
wo  n  eine  ganze  Pluszahl  ist,  indem  man  das  Komma  um  n  Stellen 
nach  rechts,  bez.  nach  links  ruckt,  und 

Statt  das  Komma  um  n  Stellen  nach  rechts  bez.  nach  links  zu 
nicken,  kann  man  die  Zahl  mit  10n  vervielfachen  bez.  durch  10° 
teilen. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  193  und  194. 

ab 
Satz.        a*-6  -^—  *  a  £  0  ,    b  und  o  ganze  Zahlen. 

Wenn  die  Bafe  ungleich  Null  und  die  Zahlen  in  der  Stufe 
ganze  Zahlen  find,  fo  kann  man,  statt  mit  einem  Unterschiede  zu 
erhöhen,  auch  mit  den  Gliedern  einzeln  erhöhen  und  die  Höhen  ent- 
sprechend teilen  und 
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kann   man,   statt  Höhen   von  gleicher  Bafe  zu  teilen,  auch  die 
Stufen  entsprechend  abziehen. 

Beweis:    ab~c  =  a^-a«  :  ac  (nach  167) 

_  ab-c+c  .  ac  (nach  320) 

=  ab  :  ac  (nach  129). 

Beispiele:    7*-8  =  V  =  49  =  7*  :  7»  =  16807  :  343. 

(aV     ac 
|-J  _-*,=-£  *  b  £  0    ,  c  eine  ganze  Pinszahl. 

Einen  Brach  erhöht  man  zn  einer  Zahl,  indem  man  Zähler  und 
Henner  einzeln  erhöht,  und 

Statt  Zähler  und  Henner  eines  Bruches  einzeln  zu  erhöhen,  kann 
den  ganzen  Bruch  erhöhen. 

Beweis:       (!";=  ("rY"11*'  :  fec  (nach  167) 


-(**)• 


bc  (nach  323) 


=  ac:bc  (nach  167). 

Beispiel:    (»/O*  =  3» :  4». 

336.  Satz.     (—)     =  \~")         *  a  und  b  £  0,  c  eine  ganze  Zahl 

Einen  Brach   erhöht   man  zu  einer  Strichzahl,   indem   man  den 
Brach  umkehrt  und  zu  der  entsprechenden  Pluszahl  erhöht. 

Beweis:       (^ j   *  =  1  :  C^)  (nach  332) 


a' 


1  :  r-  (nach  335) 


'b< 
b' 
a< 


c  (nach  181) 


-$* 


(nach  335) 

Jeder  pofitive  edhte  Bruch 
giebt,  mit  einer  ganzen  pofitiven 
Zahl  potenzirt,  einen  echten 
Bruch,  mit  einer  ganzen  nega- 
tiven potenzirt,  eine  Potenz  gröser 
als  1,  und 

Jede  Zahl  gröser  als  1  giebt, 
zu  einer  ganzen  Pluszahl  erhöht  I  mit  einer  ganzen  pofitiven  Zahl 


Beispiel:  (»/*)-»  »  (*/3)8. 
337.  Satz.  Jeder  echte  Plusbruoh 
giebt,  zu  einer  ganzen  Pluszahl 
erhöht,  einen  eohten  Bruch,  zu 
einer  ganzen  Strichzahl  erhöht, 
eine  Höhe  gröser  als  Eins,   und 

Jede  Zahl  gröser  als  Eins  giebt, 
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eine  Höhe  gröser  ah  Eins,  zn 
einer  ganzen  Striohzahl  erhöht, 
«inen  echten  Bruch. 


potenzirt,  eine  Potenz  gröser  als 
1,  mit  einer  ganzen  negativen 
potenzirt,  einen  echten  Brach. 


Beweis:  1.  Wenn  die  Stufe  eine  Piaszahl  ist,  fo  folgt  der 
Satz  unmittelbar  aus  207. 

2.     Wenn   dagegen   die    Stufe   eine  Strichzahl  ist,    fo  fei   b  ;>  a 

a 
und  beide  Zahlen  Pluszahlen,  dann  ist  --  «in  echter  Bruch,  nach  205, 

b 

dagegen  —  gröser  als  eins;  denn  ist  —  -—  1  = eine  Pluszahl, 

a  a  a 

da  b  —  a  eine  Pluszahl,  nach  142  und  a  desgleichen,  alfo  b  :  a  gröser 

als  1  nach  142.     Nun  ist  aber  1  —  l      =   I  — )     nach    336,     mithin 

giebt  ein  echter  Plusbruch,  mit  einer  Strichzahl  erhöht,  dasfelbe,  was 
eine  Zahl   gröser  als   1,  mit  einer  Pluszahl  erhöht,  d.  h.  nach  337,, 

eine  Zahl  gröser  als  1.     Ebenfo  ist    nach  336 1 —  1     =  (—  J,  mithin 

giebt  eine  Zahl  gröser  als  1,  mit  einer  Strichzahl  erhöht,  dasfelbe 
was  ein  echter  Bruch  giebt,  mit  einer  Pluszahl  erhöht,  d.  h.  nach 
337,i  einen  echten  Bruch. 

Satz.    Wenn  eine  Pinszahl  a  zn  einer  beliebigen  ganzen  Zahl  338. 
ungleich  Hall  erhöht,  Eins  geben  foll,  fo  mnss  fie  Eins  fein. 

Beweis:  Trennend  (indirekt).  Jede  Pluszahl  ist  nach  143  ent- 
weder gleich  Eins  oder  gröser  oder  kleiner  als  1. 

Angenommen  nun,  a  fei  gröser  als  Eins,  oder  es  fei  kleiner  als 
Eins,  d.  h.  ein  echter  Bruch  nach  196,  fo  ist,  da  die  Stufe  ungleich 
Süll  ist,  die  Stufe  nach  139  entweder  eine  Pluszahl  oder  eine  Strich- 
zahl, d.  h.  die  Höhe  nach  330  entweder  gröser  als  1  oder  kleiner 
als  1,  d.  h.  jedenfalls  nicht  gleich  Eins.  Die  Pluszahl  darf  alfo  weder 
gröser   noch   kleiner  als  1  fein,    d.  h.  fie  ist  gleich  Eins  (nach  143). 

Satz.    Wenn  eine  Pinszahl  ungleich  eins,  zn  einer  ganzen  Zahl  339. 
b  erhöht,  Eins  giebt,  fo  ist  die  letztere  Null 

Beweis:  Trennend  (indirekt).  Jede  Zahl  b  ist  nach  140  ent- 
weder Null  oder  eine  Plus-  oder  eine  Strichzahl.  Angenommen  nun, 
die  Stufe  b  fei  eine  Pluszahl,  oder  fei  eine  Strichzahl,  fo  ist,  da  die 
Bafe  ungleich  1  ist,  die  Bafe  nach  143  entweder  gröser  als  1,  oder 
kleiner  als  1*  mithin  auch  nach  337  die  Höhe,  welche  man  erhält, 
wenn    man  die  Bafe  mit  einer  Pluszahl   t>der   mit  einer  Strichzahl  er- 
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höht,  entweder  gröser  oder  kleiner  als  1,  d.  h.  jedenfalls  nicht  gleich 
Eins.  Die  Stufe  oder  der  Exponent  darf  alfo  weder  eine  Pluszahl, 
noch  eine  Strichzahl  fein,  Xle  muss  alfo  (nach  140)  Null  fein.  Ist  aber 
b  =  0,  fo  ist,  was  auch  a  für  eine  Gröse  fei,  ab  =  a°  =  1  (nach 
319). 
340.  Satz.  Zwei  Pluszahlen  a  und  b,  welche,  zu  derfelben  ganzen 
Zahl  c  ungleich  Null  erhöht,  diefelbe  Höhe  oder  Potenz  geben,  find 
einander  gleich,  und 

Zwei   ganze  Zahlen  c  und  d,   zn  welchen   diefelbe   Pluzahl  a 
ungleich  Eins  erhöht,  diefelbe  Höhe  geben,  find  auch  einander  gleich. 

Beweis:    1.     Es  fei  ac  =  bc  und  a  und  b  Pluszahlen  und  c  £  0, 

fo  ist  1=^  =  £C  (nach  173) 

bc      bc 


-(sy 


(nach  335) 


mithin  ist,  da  c  £  0  ist,  ~  =  1,  nach  338,   d.  h.  a  =  b,  nach  173. 

2.     Es  fei  ac  =  ad  und  a  eine  Pluszahl  ungleich  Eins,  fo  ist 

!_•!«*  (nach  173) 

ac       ad 

=  a*-d  (nach  334) 

mithin,  da  a  £  1  ist,  fo  ist  nach  339  c  —  d  =  0,  d.  h.  c  =  d 
(nach  135). 

B.     Das  Tiefen  oder  das  Radiziren  der  Zahlen. 

341.  Erklärung.    Das  Tiefen,  das  Badiziren  der  Zahlen  heist  die 
.  dem  Höhen  der  Zahlen  entsprechende  Trennung,  wo  die  Höhe  (die 

Potenz)  b  =  ac  und  die  Stufe  (der  Exponent)  c  gegeben  ist  und  die 
Bafe  a  gefacht  wird.  Die  Stufe  o  muss  beim  Tiefen  stets  eine  ganze 
Zahl  ungleich  Hüll  fein. 

Die  Höhe  oder  Potenz  b,  welohe  getieft  werden  foll,  heist  die 
zu  tiefende  Gröse  (der  radicandus),  die  tiefende  Gröse  o  heist  die 
Senke  (der  radicator),  das  Ergebniss  des  Tiefen»  heist  die  Tiefe 
(die  radiz)  a. 

342.  Erklärung.    Das  Zeiohen  des  Tiefens  ist  eine  Bruoheinheit 

j_ 

in  der  Stufe,  z.  B.  a n  gelefen  „a  zur  ein  nteltt  oder  „a  tief  ntf .  Die 
Zeiohen  „hoch"  und  „tief  heisen  gemeinfam  steigende  Zeichen. 

In  den  mathematischen  Werken  wird  die  Tiefe  gewöhnlich  die  Wurzel 
genannt,  aber  mit  diefen  Wurzeln  ganz  unwissenschaftlich  verfahren.    Es  wird 


139  Tiefen  oder  Radiziren  der  Zahlen.  343—346; 

nämlich  in  den  mathematischen  Werken  ra2  =s  ra3  gefetzt,  und  dabei  gleich- 
seitig gewöhnlich  gelehrt,  dass  es  von  a2  zwei  Wurzeln  gebe,  +  a  und  —  a; 
darnach  fetzen  diefe  Werke  alfo,  da  Äe  die  beiden  Wurzeln  nicht  unterscheiden 

+  as-»;  denn  +  a  =  Va*  und  —  a  =  pa^  alfo  +  a  =  p  aa  —  —  a,  das 

n 

aber  ist  jedenfalls  unwissenschaftlich.    Da  es  nun  für  Va  n  verschiedene  Werte 

n 

giebt,  fo  ist  V  a  eine  n  wertige  Gröse,  mit  welcher  man  nicht  rechnen  darf.    Ich 

L  n_ 

unterscheide  alfo  die  Tiefe  uD  als  einwertige  Gröse  von  m  als  n  wertiger 
Gröse. 

Sollen  zwei  mehrwertige  Grösen  einander  gleich  gefetzt  werden,  fo  rauss 
man  dafür  ein  befonderes  Zeichen  einfuhren.    Ich  wähle  dafür  das  Zeichen 

n  o 

£2,  gelefen  „entsprechend  gleich*  und  fetze  alfo  V  a  ^  V*,  d.  h.  die  nte  Wur- 
zel aus  a  ist  der  nten  Wurzel  aus  a  gleich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die 
entsprechenden  Werte  einfahrt 

Grundformel  des  Tiefe»  (des  Eadiiirens).  343. 

1  \n 


(.*)-. 


Hit  einer  ganzen  Zahl  fortschreitend  tiefen  nnd  höhen  (radiziren 
«od  potenxiren)  ändert  nichts. 

Beispiel:  (27V»)8  =  3»  =  27. 
i 

Satz.  (a»)»  =  a.  344. 

Mit  einer  ganien  Zahl  fortschreitend  höhen  nnd  tiefen  (potenxiren 
nnd  radiiiren)  Ändert  nichts. 

Beweis:       [(a»)*"]"1  =  a»  (nach  343) 

\_ 

mithin,  da  a  und  (an)n  Pluszahlen  und  n   eine  ganze  Zahl  i»t,  fo  ist 

(a*)B  =  a  (nach  340). 

i 

Satz.  1"  =  L  345. 

Sie  nte  Tiefe  ans  Eins  ist  wieder  1. 
i.  JL 

Beweis:     1 B  =  (i»)n  (nach  329) 

=  1  (nach  344). 

Gefets  des  Tiefens.    Für  die  Tiefe  oder  Radix  gelten  alle  Ge-  346. 

fetze  der  Erhöhung. 

j_ 

Beweis:     Da  die  Tiefe  aa  nur  einen  Wert  hat  k(wenn   a  nur 


347—348.  >  Zahlenlehrt.  140 

einen  Wert  hat)   und  alfo  eine  Zahlgröse  ist,  fo  folgt  es  anmittelbar 
aus  326  für  die  Tiefe,  wie  für  jede  andere  Zahlgröse.' 
ii 


-  (;)"=-: 


347. 

V  b  J 

b* 

Einen  Brach  tieft  (radirirt)  man,  indem  man  Zahler  und  Venner  tieft 


{*MWf 


Beweis:     Es  ist  yjf )    =  |7-f^l  (nach  343) 

(nach  346  und  335) 


-m 


a^ 

i 
b» 


(nach  344) 


Beispiele:     ^     =  — jä-j 


4- 
648 


m  1_  /     1  \m 

n  n  I      n"  I 

b.     a    =(am)    =  \a  /  . 


348.         Satz. 

Zu  einem  Bruche  erhöht  man,  indem  man  die  Bafe  fortschreitend 
an  dem  Zähler  und  Henner  oder  fortschreitend  «u  dem  Venner  und 
Zähler  erhöht 

Beweis:    1.    a°  =  a' *'  =  VVja'TV  )  (nach  344) 

=  a\* "/  (nach  324) 

i 

=  (am)n  (nach  167) 


t     6)     &-) 

»     =  ax      =±=  a 

m 

-l4) 


2.    an=aw=^a  (nach  177) 

(nach  343) 

(nach  348,0 

(nach  177,167). 


f41  Tiefen  oder  Radiären  der  Zahlen.  3494—351: 

i   ••   /L\*.  \  ■>:   ... 

Beispiele:        8  8  =  \83/  =2*  =  32. 

hti    r^(ai)B==(uln)n;    ir?=%\  349. 

Zu  dem  Zeuge  oder  Produkte  zweier  Zahlen  tieft  (radizirt)  man, 
indem  man  die  Bafe  erst  zu  dem  einen  Fache  nnd  dann  zum  andern 
Faehe  tieft  und  zu  einem  Bruche  tieft  (radizirt)  man,  indem  man  die 
Bafe  zu  dem  umgekehrten  Bruche  erhöht. 


,:  1.  •"-=V(*~)"J" 


Beweis:  1.  s     =  v\a     /  J  (nach  344) 

■"•!■-■ 

=  Va™      ;  (nach  324) 


•2.  a~=a™"==v)m 

_L        (J_)       /JLV 
3.     ■:B^am,,==aV/  (nach  181) 


(nach  167) 


(nach  349,0 


m 

=a . 


C.     Das  Logen  oder  das  Logarithmiren  der  Zahlen. 

Erklärung.    Das  Logen,  das  Logarithmiren  der  Zahlen  heizt  350« 
die    dem  flöhen  der  Zahlen  entsprechende  Trennung,  wo  die  Höhe 
(die  Potenz:)  b  =  ac  und   die  Bafe  a  gegeben  ist  und  die  Stufe  o 
gefacht  wird.  . 

Die  Bafe  a  muzs  beim  Logen  stets  ungleich  Eins  fein. 

Die  Höhe  öder  Potenz  b,  welche  gelogt  werden  foll,  heist  die 

zu  logende  Gröse  oder  die  Loghöhe  (die  potentia  logarithmi),  die 

logende   Gröse  a  heist  die  Logbafe  (die  bafis  logaiithmi),  das  Er- 

jgebniss  des  Logens  c  heist  der  Log  (der  Logarithmus). 

b 
Erklärung.    Das  Zeiohen  des  Logens  ist  =  (gelefen  b  ge-  351. 

a 

logt  nach  a,  kurz  b  nach  a)  oder  log*  b  (gelefen  log  b  nach  a).    Die 
Zeichen  „hoch"  und  „log  nach"  heisen  gemeinfame  Logzeichen. 

Das  Zeiohen  log  bezieht  fich  auf  alle  folgenden  Grösen  desfelben 
Gliedes.  > 


353-355. 


Zahlenlehre. 


142 


352.         Grundformcl  dei  Logens  (dei  Logarithmirens). 
Satz. 


ä 


Der  log  einer  Hdhe  der  Bafe 
ist  gleich  der  Stufe  diefer  Höhe. 


353. 


Der  Logarithmus  einer  Potent 
der  Logarithmen-Bafe  ist  gleioh 
dem  Exponenten  diefer  Potent. 
Beweis:    Unmittelbar  nach  350. 

Beispiel:    jg=  =  8,    ^  6. 
8att.  i  =  0. 


Der  Log  (der  Logarithmus)  von  Eins  ist  MuH 
Beweis:    Es  ist  1  =  a° 


mithin    ist 


354. 


Beispiel: 

Satt.      * 


a         a 

1       10« 


(nach  319) 
(nach  352) 


=  1. 


Der  Log  (der  Logarithmus)  der  Bafe  ist  Eins. 

Beweis:  Nach  322  ist  a  =  a1,  mithin  *=  =  L=  =  1  (nach 352) 

a         a 


355. 


Beispiel: 
ab 


10 

iö 


=  1 


10» 

io 


=  1. 


8atz. 


.-T  + 


oder  log  ab  =  log  a  -j-  log  b. 


Der  Log  eines  Zeuges  ist  die        Der    Logarithmus    eines    Pro- 
Summe aus  den  Logen  der  Fache,    duktes    ist    die   Summe  aus  den 


und  die  Summe  zweier  Loge  ist 
gleich  dem  Loge  des  Zeuges  ihrer 
Zahlen. 


Beweis: 

ab 

c 


Logarithmen  der  Fache,  und  die 
Summe  zweier  Logarithmen  ist 
gleich  dem  Logarithmus  des  Pro- 
dukts ihrer  Numeri 

fei  a  =  ca  und  b  =  c*,  fo  ist 

c*       ca+h 
=-- --.  =  =-  (nach  320) 

c  c 

=  a  +  b  (nach  352) 


~c        c 

-i+i. 

c        c 


(nach  352) 


143  Logen  oder  da»  Logarithmiren  der  Zahlen.  356—358. 

Ä  .     .  ,         10M0»       10» -M       Ä  ,  c,       10'    ,  10> 
Beispiele:      ==5=  =  =55=  =  3  +  2  =  -ß  +  ==. 

Satz.  =^  =  =  —  -  oder  log  -  =  log  a  —  log  b.     356. 

000  •  b 

Den  Log  (den  Logarithmus)  einet  Bruches  erhält  man,  indem 
man  den  Log  dea  Hennen  von  dem  des  Zählers  abzieht,  oder 
Der  Unterschied    iweier  Loge  (Logarithmen)  ist  gleich  dem  Loge 
eines  Bruches,  dessen  Zähler  die  erste,  und  dessen  Henner  die  zweite 
Loghöhe  (die  potentia  logarithmi)  ist 

Beweis:    Es  ist  ^-  =  -:~  +  =  —  —  (nach  129) 

c  c  c  e 


(a  :  b)  -  b        b^ 
c  c 

—  -L_  1 
c         c 

n    .      .    f         10*:1<H         10»-'       m       ä       10*      10» 
Beispiele:      -j0 -  =     T0     =  5  ~  2  =  10  ""  fÖ ' 


(nach  355) 
(nach  167) 


Sati.     =====  b-=  oder  log  ab  =  b-log  a.  357. 

e  e  •  * 

Der  Log  einei  Höhe  oder  Potenz  ist  gleich  der  Stufe  der  Höhe  mal 
dem  Loge  der  Bafe. 

cft 
Beweis:    Es  fei  a  =  ca,   fo  ist  a  =  =  ;  (nach  352) 

c 

mithin   =====  iü  =  (nach  324) 

c  c  c 

==ba  (nach  352) 

c  c " 

(105)3      105'3  10* 

Beispiel:  10    =  ^1()    ~5.3=r  8- j^. 

I  11 

Sati.     »1  _  1  ^         oder  log  a  b  =  -i  log  a.  358. 

0  —  b  '  c  '  b 

Der  Log  einer  Tiefe  (Radix)  ist  gleich  dem  Loge  der  Tiefcahl 
(dea  Badicand),  geteilt  dnroh  die  Senke  (den  Badicator). 
Beweis:    Unmittelbar  aus  357. 

(10«) '        lO^la  10« 

Beispiel:       ^-  =^  =  6.1/,=  t,%  f() . 


5394-361.  /      Zablenlehre.  144 

359.  Gefetz  des  Logens.    8tatt  eine  Zahl  mit  mehren  Zahlen  im  ver- 
vielfachen, kann  man  die  Loge  derfelben  nach  derfelben  Bafe  zufügen 

;  und,  statt  eine  Zahl  durch  mehre  Zahlen  zu  teilen,  kann  man  die 
Loge  der  Henner  von  dem  Loge  des  Zählers  abziehen,  und  schlies- 
lioh  zu  dem  Loge  die  Loghöhe  fuchen  •  und 

Statt  eine  Zahl  zur  cten  Höhe  zu  erhöhen,  kann  man  den  Log  der 
Zahl  mit  c  vervielfachen  und  statt  eine  Größe  zur  cten  Tiefe  zu 
Vertiefen,  kann  man  den  Log  der  Tiefe  durch  c  teilen  und  schlies- 
lich  zu  dem  Loge  die  Größe  fuchen  oder 

log  abc  =  log  a  -f  log  b  +  log  c 

log  — -  =  log  a  —  log  b  —  c 

DC 

c  i        ! 

log  a   =  c •  log  a  ;  log  ac  =  -  log  a. 

c 

Beweis:    Unmittelbar  aus  355,  356,  357  und  358. 

Beispiele:    log  1001  =  log  7-11.13  =log  7  +  log  11  +  log  13 

999 
log  727-  ==  log  999  —  log  27 

log  73*  rrr.  54og  73       ;       log    30      =1/s-log30. 

a  a      b 

360.  Satz.  ==L=A.= 

o         b      c 

Der  Log  einer  Zahl  a  nach  der  Bafe  o  ist  gleich  dem  Loge  jener 
Zahl  nach  der  zweiten  Bafe  b  mal  dem  Loge  diefer  Zahl  b  nach  der 
ersten  Bafe  c. 

Beweis:     Es  fei  a  =  ba  und  b  =  eb.  fo  ist 

(nach  357) 
(nach  352) 


ba        (cb)a 

c* 

—   .  ^s    --      -  =  \X  • 

■=-?=. 

C                 0 

c 

ba 

ib 

—  T 

0 

a 

b 

—  ~b 

e 

ips     JLO       10^ 

lÖ  "  ~e    —  ~e  * 

a        a     c 

T        r:"b' 

Beispiele: 

361.  Satz. 

Der  Log  einer  Zahl  a  nach  der  Bafe  c  ist  gleich  einem  Bruche,  dessen 
Zähler  der  Log  jener  Zahl  a,  und  dessen  Henner  der  Log  jener  Bafe 
c  ist,  beide  nach  einer  neuen  Bafe  b  genommen. 


145  Logen  oder  Logarithmiren  der  Zahlen.  362 — 366. 

a  &>       c      c 

Beweis:  Es  ist     -=  =-     =r-:=f=  (nach  167) 

c  ebb 

=  JL:-C  (nach  360). 

b      b 

Erklärung.     Der  Zehnlog  oder  der  gemeine   oder  brig-  362. 

giiehe  Logarithmus  einer  Zahl  heist  der  Log  (der  Logarithmus)  diefor 

Zahl  nach  der  Bafe  10. 

Das  Zeichen  des  Zehnloges  oder  des  gemeinen  Logarithmus  der 

Zahl  a  ist  log,0  a,  gewöhnlich  nur  log  a. 

Sats.        log  a  =  logio  a=  t    ?  log  abcn  =  log  (abcn)  363. 

Das  Zeichen  des  Zehnloges  logl0  oder  log  bezieht  fich  auf  alle  fol- 
genden Grösen  desfelben  Gliedes. 

£e  erschien  zweckmasig  hier  nochmals  hervorzuheben,  dass  das  Zeichen 
des  Zehnloges  ein  Formelzeichen  ist,  welches  fich  auf  die  folgenden  Grösen 
alfo  nach  85  auf  alle  folgenden  Grösen  desfelben  Gliedes  bezieht.  Es  folgt 
daraus,  dass  log  log  x  =  log  (log  x)  den  Log  des  Loges  von  x  bezeichnet,  dass 
loganc=log  (anc)  ist,  dass  dagegen  log  a  -|-  c  =  (log  a)  -}-  c  ist  Soll  fich 
das  Logzeichen  nicht  auf  alle  folgenden  Grösen  desfelben  Gliedes  beziehen,  fo 
muss  es  mit  denGrösen,  aufweiche  es  fich  beziehen  foll,  in  eine  Klammer  ge- 
schlossen werden. 

Sats.     log10  a-10B  =  log10  a  +  n  ;  logl0  a  :  10*  =  log10  a— n.  364. 

8tatt  eine  Zahl  a  mit  10»  zu  vervielfachen  oder  durch  10n  su 
teilen,  kann  man  zu  dem  Zehnloge  der  Zahl  n  zufügen,  bes.  n  ab- 
ziehen. 

Beweis:  1.  Es  ist  log10  a-10n  =  log10  a  -f-  log10  10n  (nach  355) 

=  logio  a  +  n  (nach  352) 

2.    Es  ist  log10  a  :  10n  =  log10  a  —  log10  10n  (nach  356) 

=  log10  a  —  n  (nach  352) 

Satz.    Statt  in  einer  Zahl  das  Komma  um  n8tellen  nach  rechts  365. 
bez.  nach  links  su  rücken,   kann  man   zu  dem  Zehnloge  der  Zahl 
n  zufügen,  bez.  n  vom  Zehnloge  abziehen. 

Beweis:  Nach  333  kann  man,  statt  das  Komma  um  n  Stellen 
nach  rechts  bez.  nach  links  zu  rücken,  die  Zahl  mit  10n  vervielfachen, 
bez.  durch  10n  teilen;  dies  aber  tut  man,  indem  man  nach  364  beim 
Zehnloge  der  Zahl  n  zufügt,  bez.  n  abzieht. 

Erklärung.    Der  Zehnlog,  der  gemeine  Logarithmus,  wird  durch  366. 
das  Komma  in  zwei  Stücke  zerlegt:  eine  ganze  Zahl  oder  die  Ziffern 
links   vom  Komma  und  einen  echten  Zehntbruch  oder  die  Ziffern 
rechts  vom  Komma.    Die  ganze  Zahl  im  Zehnloge  heist  der  Stellen- 

E.  Qrnnaann,  Zahlenlehre.  10 


367—368.  Zahlenlehre.  14« 

log   (die  characteristica),  der  echte   Zehntbruch  im  Zehnloge  heilt 
der  Ziffernlog  (die  mantissa). 

Beispiel:  Im  Zehnloge  9,37276  ist  9  der  Stellenlog,  876276  der  Ziflendog. 

367.  Satz.  Alle  Zahlen  a,  b,  c-  •  »welche  diefelben  Ziffern  ata?** •  a* 
in  derfelben  Reihenfolge  enthalten,  haben  denselben  Ziffenüog  und 
nnterteheiden  fich  nur  im  Stellenloge. 

Der  Stellenlog  ist  n,  wenn  die  Zahl  n  +  1  geltende  Ziffern  links 
vom  Komma  hat,  er  ist  c  —  10  =  —  n,  wenn  die  erste  geltende 
Ziffer  der  Zahl  auf  der  nten  Stelle  rechts  vom  Komma  steht 

Beweis:  Da  alle  die  Zahlen  a,  b,  c,  •  •  •  ganz  diefelben  Ziffer» 
in  ganz  derfelben  Reihenfolge  enthalten  feilen,  fo  können  fie  fich  nnr 
noch  in  der  Stelle  unterscheiden,  welche  das  Komma  m  der  Zahl  ein- 
nimmt. Man  verwandelt  alfe  die  eine  Zahl  a  in  jede  andere  b,  c*  ♦ 
der  gegebenen,  indem  man  das  Komma  in  der  Zahl  um  b,  c  •  •  Stellen 
nach  rechts  bes.  nach  links  rückt,  oder  indem  man  nach  365 
bei  dem  Zehnloge  der  Zahl  a  die  Zahl  b,  c  •  •  zufügt  bez.  absieht 
Da  diefe  Zahlen  b,  c  •  •  aber  ganze  Pluszahlen  find,  fo  verändert  dies 
Zufügen  bez.  Abziehen  nur  den  Stellenlog,  nie  den  Ziffernlog. 
Beispiele:       Zahl  Stellenlog  Zahl  Stellenlog 

7826  3  0,„,  -1  =  9  —  10 

32*i  1  0^o7li        -4*s6-10 

5,7«  0  (UN«»       -6  =  4-10 

36g,  Satz.  Die  Logtafel  oder  die  Logarithmentafel  der  gemeinen 
oder  briggischen  Logarithmen  giebt  zu  jeder  Reihenfolge  beliebiger 
Ziffern  einer  Zahl  den  zugehörigen  Ziffernlog  die  Mantisse. 
Es  giebt  Logtafeln  mit  5  Ziffern,  mit  7  Ziffern  und  mit  zehn  Ziffern. 
Die  bequemsten  und  für  das  praktische  Leben  ausreichenden  find  die 
funfziffrigen,  welche  wir  daher  der  Betrachtung  zu  Grunde  legen; 
die  Benutzung  der  fiebenziffrigen  und  der  zehniÜfrigen  Logtafeln 
bietet  dann  keine  Schwierigkeiten  mehr. 

Die  Berechnung  eines  Zehnloges  werden  wir  im  nächsten  Zweige  in  der 
Folgelehre  oder  Funktionenlehre  kennen  lernen;  die  Art  und  Weife,  wie  eine 
ganze  Lögtafel  berechnet  wird,  ist  in  der  Folgelehre  des  Verfassers  ausführlich 
dargestellt  und  kann  hier  darauf  verwiefen  werden.  Jeder  der  üe  kennen  lernen 
will;  kann  iie  dort  nachfehen.  Wir  nehmen  die  Logtafel  hier  als  richtig 
an,  zumal  die  Richtigkeit  von  jedem  leicht  geprüft  werden  kann,  und  wieder- 
holt febr  streng  geprüft  ist 

Jeder  Gebildete  muss  die  Logtafel  leicht  gebrauchen  können  und  im  Ge- 
brauche derfelben  die  gröste  Gewandtheit  haben;  dagegen  ist  es  nicht  erforder- 
lich, dass  er  die  Logtafel  felbst  berechnet  und  geprüft  habe;  dies  kann  er  den 
Mathematikern  vom  Fache  überlassen. 


147  Logen  oder  Logarithmiren  der  Zahlen.  369 — 370; 

Sats.     Der  Stellenlos     Wenn  die  hftehste   Ziffer  der  Zahl  369. 
auf  der  nullten  Stelle  (auf  der  Stelle  der  Einer  links  vom  Komma) 
steht,  16  ist  der  entsprechende  Stellenlog  0. 

Wenn  die  höchste  Ziffer  der  Zahl  auf  der  nten  Stelle  (der  nten 
Stelle  links  neben  den  nullten)  steht,  fo  ist  der  entsprechende  Stellen- 
log n. 

Wenn  die  höchste  Ziffer  der  Zahl  auf  der  —  nten  Stelle  (der  nten 
Bruchstelle)  steht,  fo  ist  der  entsprechende  Stellenlog  —  n.  Bei  dem 
Zehnloge  fetst  man  aber  statt  des  —  n  im  Stellenloge  eine  Pinszahl 
a  vor  das  Komma,  und  lässt  hinter  dem  Zehnloge  eine  Strichsahl 
—  b  folgen,  fo  dass  a  —  b  =  —  n  ist.  Am  liebsten  wählt  man  die 
beiden  Zahlen  a  und  b  fo,  dass  b  ein  Vielfaches  von  10  ist. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  366. 

Es  ist  notwendig,  dass  man  Ach  hier  die  Regel  über  die  Stellen  nach  117 
and  die  über  die  Bruchstellen  nach  188  vergegenwärtige  und  an  zahlreichen 
Beispielen  einübe. 

Die  Stelle  links  vom  Komma  mit  den  Einern  bildet  die  nullte  Stelle 
(Stellenlog  0,);  die  ate  Stelle  links  neben  der  nullten  Stelle  bildet  die  ate 
Stelle  (Stellenlog  a,);  die  ate  Stelle  rechts  neben  den  Komma  bildet  die  ate 
Brachstelle  oder  die  —  ate  Stelle  (Stellenlog  —  a). 

Beispiele: 


Zahl  Stellenlog 

3405  8 

O*^  —  2  =  8  -  10 

73,m  1 


Zahl  Stellenlog 

3>0005  0 


0*003  -4  =  6-10 

8876392  6 

Das  Uebungsheft  vom  Verfasser:  Logen  und  Gleichungen  höherer  Grade 
bietet  reiche  Uebungen  dar. 

Die  Sitte  für  die  Bruchstelle  vor  den  Log  eine  Pluszahl  und  hinter  den 
Log  —  10  oder  —  m40  zufetzen,  rechtfertigt  fich  dadurch,  das  man  für  die 
Loge  stets  Plusziffern  verwendet. 

Satz.    Das  Auffuchen  des  Logs  (des  Logarithmus)  zur  370. 
gegebenen   Zahl    In  der  Logtafel  (der  Logarithmentafel)  sehlägt 
man  zu  den  gegebenen  Ziffern  der  Zahl  den  entsprechenden  Ziffern* 
log  auf. 

In  der  ersten  Spalte  der  Tafel  findet  man  unter  Z.  bei.  H.  in 
einer  Reihe  die  ersten  drei  Ziffern  der  Zahl  und  in  der  folgenden 
Spalte  in  derfelben  Reihe  ausgerückt  die  ersten  beiden  Ziffern  des  Logs. 
Im  Kopfe  der  folgenden  10  Spalten  findet  man  die  vierte  Ziffer  der 
Zahl  und  in  der  entsprechenden  Reihe  derfelben  Spalte  die  dritte: 
bis  fttnfte  Ziffer  des  entsprechenden  Logs.  Sin  Stern  vor  den  Ziffern 
des  Logs  bezeichnet,  dass  man  für  die  ersten  beiden  Stellen  des  Logs 
die  Ziffern  der  nächst  folgenden  Reihe  nehmen  mnss. 

10* 


371. 
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371 


'  .!■■••  Hat  die  Zahl  noch  eine  fünfte  Ziffer,  fo  sieht  man  den  Log  der 
betreffenden  Spalte  von  dem  entsprechenden  Loge  der  folgenden 
Spalte  ab;  den  Unterschied  findet  man  in  der  letzten  Spalte  der 
Tafel  abgedruckt,  er  entspricht  10  Einheiten  der  fünften  Ziffer,  die 
kleben  Hülfstafeln  der  letzten  ßpalte  geben  an,  wieviel  für  jede 
fünfte  Ziffer  der  Zahl  dem  Loge  zugefügt  werden  muss. 

>    Nachdem  der  Ziffernlog  festgestellt  ist,  fetzt  man  links  von  dem- 
felben  das  Komma  und  bestimmt  den  Stellenlog  nach  369. 

Es  ist  notwendig,  dass  Ach  jeder  Gebildete  reiche  Uebung  im  AufTuchen 
der  Loge  verschaffe.  Das  Uebungsheft  des  Verfassers  bietet  dazu  reiche  Ge- 
legenheit. 

Auf  der  letzten  Stelle  des  Logs  bezeichnet  die  grose  Ziffer,  dass  der 
genaue  Log  gröser,  die  kleine  Ziffer,  dass  er  kleiner  ist  als  der  auf  fünf  Stellen 
abgekürzte  Log.  So  z.  B.  giebt  der  Log  0,9584444  abgekürzt  0,95844,  dagegen 
giebt  der  Log  0,9581576  abgekürzt  0,9581s. 

Beispiele: 


b. 


In  der  7  stelligen  Logarithmentafel  findet  man  unter  N  oder  Z  die  ersten 
4  Ziffern  der  Zahl  und  in  den  zehn  folgenden  Spalten  für  die  folgende  5te 
Ziffer  der  Zahl  den  betreffenden  Log.  Hat  die  Zahl  noch  e*ne  6te  und  7te  Ziffer) 
fo  zieht  man  den  Log  der  Zahl  vom  nächst  höheren  Loge  ab,  fo  hat  man  den 
Unterschied  der  Loge  für  die  Einheit  der  5ten  Stelle.  Man  nimmt  dann  für 
Jede  Einheit  der  nächst  folgenden  Ziffer  Vio,  für  jede  der  zweitfolgenden 
Ziffer  Vioo  d  efes  Unterschu  des  und  fügt  diefe  zum  Loge  hinzu.  In  den  Tafeln 
find  diefe  Teile  der  Unterschiede  bereits  hinten  berechnet. 

8atz.  Das  Anffnchen  der  Zahl  znm  gegebenen  Loge 
(zum  Logarithmus).  In  der  Logtafel  (in  der  Logarithmentafel) 
facht  man  den  Log  auf,  welcher  der  nächst  niedere  ist  zu  dem  ge- 
gebenen Loge  nnd  findet  in  derfelben  Zeile  die  drei  ersten  Ziffern, 
und  im  Kopfe  derfelben  ßpalte  die  vierte  Ziffer  der  entsprechenden 
Zahl. 

Nun  sieht  man  den  Log  der  Tafel  von  dem  entsprechenden 
Loge  der  folgenden  ßpalte  ab;  den  Unterschied  findet  man  in  der 
letzten  Spalte  der  Tafel  abgedruckt,  er  entspricht  10  Einheiten  der 
fünften  Ziffer  der  Zahl.  Zieht  man  nnn  den  Log  der  Tafel  vom  ge- 
gebenenLoge  ab  nnd  nimmt  in  der  Hülfstafel  den  Wert,  der  dielen* 


Zahl 

Log 

Zahl 

Log 

3,26 

0,5132a 

7,28 

0,86213 

53,7 

1,72997 

93,9 

1,97267 

283,5 

2,45255 

6739 

3,8286o 

42*6 

1,62789 

524900 

5,72008 

1,2789 

0,10084 

0,0038273 

7,58289  —  10 

37625 

4,57547 

0,56782 

9,75421  -  10 

Log 

Zahl 

0,29003 

1>95 

0,57576 

«^766 

2,47094 

295,76 

6,28051 

1907700, 
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Koste  am  nächsten  steht,  fo  findet  man  daneben  die  fünfte  Ziffer  der 
Zahl 

Die  erste  oder  höchste  Ziffer  der  Zahl  erhält  die  Stelle,  welche 
der  Stellenlog  angiebt  und  wird  das  Komma  dem  entsprechend  nach 
S69  gefetzt. 

Wieder  ist  eine  reiche  Uebung  im  Auffuchen  der  Zahl  erforderlich;  das 
Uebungsheft  vom  Verfasser  bietet  dazu  reiche  Gelegenheit. 
Beispiele: 

Log  Zahl 

2,40381  253,4 

5,94265  876300 

b.      2,47094  295,7fi  8,77645-10        (Um 

7,43704  -  10  0^»* 
Bei  den  7  stelligen  Logen  erhält  man  in  der  Tafel  5  Ziffern  der  Zahl. 
Nun  zieht  man  den  Log  der  Tafel  vom  demnächst  höhern  Loge  der  Tafel  ab 
nnd  findet  daraus  den  Unterschied  der  Loge  für  die  Einheit  der  5ten6tellä,  fof 
den  an  der  Seite  in  der  letzten  Spalte  der  Tafel  eine  kleine  Hülfetafel  steht« 
Nun  nimmt  man  den  Unterschied  der  gegebenen  Mantisse  und  des  nächst  niedern, 
Logs  der  Tafel  und  ermittelt,  welche  Zahl  in  der  Hülfstafel  diefem  Unterschiede 
entspricht  und  setzt  darnach  die  nächstfolgende  oder  die  beiden  nächstfolgenden 
Stellen  fest. 

8a  tz.    Das  Rechnen  mit  Logen  (Logarithmen).  372. 

log  abo  =  log  a  +  log  b  +  log  c 

a 
log  —  =  log  a  —  log  b  —  log  c. 
bc 

Statt  eine   Zahl  mit  mehren  Zahlen  zu  vervielfachen,  kann  man  die 
Loge   derfelben  zufügen  nnd  statt  eine  Zahl  durch  mehre  Zahlen  zu 
teilen,  kann  man   die  Loge  der  Nenner  von  dem  Loge  des  Zählers 
abziehen,  nnd  schlieslich  zu  dem  Loge  die  Zahl  fachen. 
Beweis:  Unmittelbar  aus  355  und  356. 

Beispiele:      log  87265  x  57366  =  4,9408*  +  4,75865  =  9,69949 
alfo  87265  x  57366  =  5006000000 
log  92,763  :  582,67  =  1,9673g  —  2,7654?  =  9,20195  — 10 
alfo  92,763  :  582* 7  =  0,159204. 

Satz.    log-an  =  nloga  log-a11  = — log  a.  373. 

Statt  eine  Zahl  zur  nten  Stufe  zu  erhöhen,  kann  man  den  Log  der 
Zahl  mit  n  vervielfachen  nnd  statt  ans  einer  Zahl  die  nte  Tiefe 
zu  nehmen,  kann  man  den  Log  der  Zahl  durch  n  teilen  und  schlies- 
lich zu  dem  Loge  die  Zahl  fachen. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  357  und  358. 

Beispiele:  log  72*«'  =  74,86142=    13,02994  ■    ,         .; 
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alfo  72,<M7  =  10'713'75Ü'000'OÖO 

log  85363  ,z  =  1/3-4,93127  =  1,64376 

alfo  8oW3  =  44*31. 
Ee  ist  dringend  wünschenswert,  dass  jeder  Gebildete  zahlreiche  Uebungen 
im  Rechnen  mit  Logen  mache-,   das   Uebungsheft   vom   Verfasser   bietet  dazu 
reiche  Gelegenheit. 

374.  Erklärung:  Der  Log  nach  e  heist  der  Elog  oder  der  na- 
türliche, der  nepersche  Logarithmus,  und  zwar  ist  e  =  2,718281828469 
und  log  e  =  0,4342944819. 

Das  Zeichen  des  Elogs  ist  löge  oder  log-nat. 

375.  Sati.        =  =  -    :  ===     oder  löge  a  =  2,3025861- logt0  a. 

Der  Elog  (der  natürliche  Logarithmus)  einer  Zahl  ist  gleioh  dem 
Zehnlog  (dem  gemeinen  Logarithmus)  der  Zahl  geteilt  durch  den 
Zehnlog  von  e,  d.  h.  geteilt  durch  0,4342945  oder  vervielfteht  mit 
2,3025851. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  361  und  374. 

a  a       e 

376.  Satz.         -  •  =-=•  =~  oder  log10  a  =  0,4342945  löge  a. 

Der  Zehnlog  (der  gemeine  Logarithmus)  einer  Zahl  ist  gleich  dem 
Elog  (dem  natürlichen  Logarithmus)  der  Zahl  mal  dem  Zehnlog  von 
e  d.  h.  mal  0,4342945. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  360  und  374. 

D.     Die  Eigenschaften  von  Höhen,  Tiefen  und  Logen. 

377.  Sati.  Eine  Vergleichung  zweier  Plnsiahlen  ändert  fich  nicht, 
wenn  man  fie  mit  gleichen  Pluszahlen  erhöht  oder  tieft. 

Beweis:    Es  fei  gegeben  a  z>  b,   wo  a  und  b  Pluszahlen.     Sei 
nun  c  eine  ganze  Pluszahl,  fo  ist 

1.  ac  ;>  bc  (nach  203). 

I        JL  II 

2.  fo  ist  auch  ac  >  bc;  denn  wäre  ac  <:  bc,  fo  wäre  auch 

\a«/   <  V>c/  (nach  Fall  1),    d.  h.    es    wäre  a  <  b  gegen   die  An- 

nähme,  wäre  ferner  ac  =  bc,  fo   wäre  auch   a  =  b  (nach  Fall    1). 

I         1 
dies  aber  ist  gleichfalls  gegen  die  Annahme,  alfo  ist  auch  ac  >  b  °, 

3.  fo  ist  auch  ac  >bc,  fofern  d  und  c  ganze  Pluszahlen   find 
(nach  Fall  1  und  2). 
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*L        %U  "*     ' 

Beispiele:    9  >  4  alfo  auch  9»  >  4»  und  9  n  >  4 ,a 

Satz.    Eine  Vergleiehung  zweier  Pluszahlen  ändert  floh  nicht,  378. 
wenn  man  gleiohe  Zahlen»  welohe  gröser  als  Eins  And,  in  ihnen  er- 
höht und  wenn  man  Ae  nach  gleichen  Zahlen  gröser  als  Eins  logt. 

Beweis.  Es  fei  gegeben  a  >  b,  wo  a  und  b  Pluszahlen,  und 
fei  c  >  1,  fo  ist 

1.  c*  >  cb,  denn  nach  142  ist  a  —  b  eine  Pluszahl,  alfo  nach 
337  ist  c*-b  >  1,  und  da  cb  eine  Pluszahl,  fo  ist  auch  c*  >  cb 
nach  203. 

a         b 

2.  =>  =:  denn  ee  fei  a  =  ca  und  b  «  c*,  fo  würde,  wenn 

c         c ' 

a  =  b  wäre,  auch  cft  =  c*  fein  (nach  377),  follte  aber  a  .<  b  fein, 

fo  wäre  nach  378*  auch  ca  <  o\  d.  h.  a  <  b.     Da  nun  a  >  b  fein 

a  b 

foQ,  fo  muss  alfo  auch  a  >  b  fein,  und  da  =  =  a  und  =  =  b,  fö 

c  c 

ist  sJfo  auch  =»  >  =. 
c         c 

Beispiele:    8«  ;>  8«  •,  4*  >  4*. 

Satz.    Die  Loge  (die  Logarithmen)  aller  Zahlen,  welche  gröser  379. 
all  Eins  And,  And  Pluszahlen;  die  Loge  aller  Plussahlen,   welohe 
kleiner  als  Eins  And,  d.  h.  aller  echten  Brüche,  And  Strichzahlen. 

Beweis:  Die  Loge  von  1  find  Null  (nach  353).  Alle  Zahlen, 
welche  gröser  als  Eins  find,  haben  aber  nach  378  Loge,  welche  gröser 
als  der  Log  von  1,  d.  h.  gröser  als  Null  find,  oder  fie  find  Pluszahlen; 
alle  Pluszahlen,  welche  kleiner  als  1  fiud,  haben  Loge,  welche  kleiner 
als  der  Log  von  1,  d.  h.  kleiner  als  0  find,  oder  fie  find  Strichzahlen. 

10»      Ä      10~ 
Beispiel:        Tg8  =  3    j  35  =  -  3. 

8 atz.    Wenn  eine  Primzahl  p  in  eine  Höhe  ab,  deren  Bafe  und  380. 
Stufe   ganze   Pinszahlen   And,   aufgeht,   fo   geht    Ae   auch    in    die 
Bafe  auf 

Beweis.  Angenommen,  p  gehe  nicht  in  a  auf,  fo  geht  es  (nach 
222)  auch  nicht  in  das  Zeug  von  b  Fachen  oder  Faktoren  a  auf, 
d.  h.  (nach  321)  nicht  in  ab,  was  gegen  die  Yorausfetzung  des  Satzes 
ist.  Alfo  ist  die  Annahme,  dass  p  nicht  in  a  aufgeht,  unmöglich, 
d.  b.  p  geht  in  a  auf. 

Beispiele:    Wenn  8  in  9*  aufgeht,  fo  auch  in  9. 

S  atz.  Wenn  zwei  Zahlen  (a  und  b)  einander  fremde  oder  primär  find,  381 . 
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fb  find  auch  ihre  Höhen  in  gamer  Stufe  n  einander  fremde  oder 
primär. 

Beweis:  Angenommen,  es  feien  an  und  bn  nicht  einander  fremde, 
fo  mü88ten  beide  ein  gemeinfames  Mas  c  haben  (nach  214)  das  groser 
als  Eins  ist.  Sei  d  ein  Primfach  diefes  c  und  größer  als  1,  fo  mttsste 
auch  d  in  an  und  bn  aufgehen  (nach  213),  mithin  (nach  380)  auch 
in  a  und  b  aufgehen,  d.  h.  a  und  b  wären  einander  nicht  fremde, 
was  gegen  die  Vorausfetzung  des  Satzes  ist.  Alfo  ist  die  Annahme, 
dass  an  und  bn  einander  nicht  fremde  feien,  unmöglich,  d.  h.  an  und 
b*  find  einander  fremde  oder  primär. 

382.  Erklärung.  Endzahlen  oder  Rationalzahlen  nennt  man 
die  ganzen  Zahlen  und  die  Bruchzahlen. 

Unzahlen  oder  Irrationalzahlen  heizen  folche  Grösen,  welche 
nicht  Endzahlen  find,  für  welche  aber  alle  Vergleichungsl&tze  in 
demfelben  Umfange  gelten  wie  für  Endzahlen. 

383.  Satz.  Alle  Sätze  der  Zahlenlehre,  welche  ftr  beliebige  ganze 
und  Bruchzahlen  gelten,  gelten  auch  für  die  Unzahlen  oder  Irrational- 
zahlen. 

384.  8  atz.  Die  nte  Tiefe  einer  ganzen  Pluszahl  a  ist  entweder 
eine  ganze  Zahl  oder  eine  Unzahl  (Irrationalzahl);  aber  kein  Brach. 

Beweis.     Angenommen,  an  fei  ein  Bruch,  und  fei  derfelbe  kurz 

h  JL  h  /   JL\n         /  K  \n      Kä 

oder  reduzirt  — ,  fo  wäre  an  = — ,  mithin  a  =lan/  =(  —  i  = — 
c  c  \  c  /       c* 

oder  acn  =   bn.     Da  nun  b  und  c  einander  fremde  find  (nach  227) 

fo  find  auch  bn  und  cn  einander  fremde  (nach  381),  mithin  (nach  218) 

b* aas  a,  d.  h.  cn  =  1,  alfo  auch  c  =  (cn)*  =  1  ■  =  1  (nach  338).  Alfo 

—        b         b 
ist  an  =  —  =  —  =  b,   was   gegen  die  Annahme  ist,   alfo   ist  die 

c  i 

Annahme  unmöglich,  und  an  ist  kein  Bruch,  fondern  entweder  eine 
ganze  Zahl  oder  eine  Unzahl  (Irrationalzahl). 

385.  Satz.  Der  Zehnlog  von  allen  Zahlen,  welche  weder  Höhen 
nooh  Tiefen  von  zehn  And,  ist  eine  Unzahl  (Irrationalzahl.). 

Beweis:  Sollte  der  Zehnlog  einer  Zahl  a  eine  ganze  Zahl  n  fein, 

a 
fo  mttsste  log  a  =  --  =  n  fein,   d.  h.    nach  352   müsste  a  =  10* 

d.  h.  eine  Höhe  von  10  fein. 
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Sollte  der  Zehnlog  einer  Zahl  a  ein  Bruch  —  fein,  fo  müsete  loga  =tK 

n  IM; 

m 

=  —  fein,  d.  h.  nach  357  und  358  müsete  a  =  10    d.  h.  eine  Tiefe, 
n 

von  10  fein.     Da  beides  gegen  die  Annahme  ist,  fo  kann  der  Zehn- 

og  einer  Zahl,  welche  weder  eine  Tiefe,  noch  eine  Höhe  von  10  ist, 

weder  eine  ganze  Zahl  noch  ein  Bruch  fein,  alfo  ist  er  nach  382  eine! 

Unzahl  (Irrationalzahl). 

'  Satz.    Die  (4a)ten  Höhen  der  Primzahlen  auser  2  und  5  haben  386. 

in  der  letzten  Stelle  eine  Eins,  oder  die  vierte  Höhe  derfelben  weniger 

1  ist  durch  zehn  teilbar.  '  :' 
Die  (4  a  +  2)  ten  Höhen  der  Primzahlen  auser  2  und  5  haben  in  der 
letzten  ßtelle  entweder  eine  Eins  oder  eine  Neun. 

Beweis:     Sei   a  +  10  b,     wo  a  <  10     eine    Primzahl/    fei- 
c  +  10  d  die  nte  Höhe  derfelben,  fo  ist  die  n  -f  1  te  Höhe  derfelben 
(a  +  10  b)  (c  +  10  d)  =  ac  +  10  (ad  +  bc)  -f  100  bd.      Für   die 
letzte  Stelle,  die  Einer  der  höhern  Höhen  kommt  es  demnach  nur  auf 
das  Zeug  oder  Produkt  der  Ziffern  in  der  letzten  Stelle  an. 

Für  alle  Zahlen  ist  nun  der  erste  Teil  des  Satzes  gültig  für  a  =  0; 
denn  a°  =  1  nach  319.  Bewiefen  foll  werden,  dass  wenn  der  Satz  für 
die  4a te  Höhe  gilt,  dass  er  dann  auch  für  die  (4  a  +  2)te  und  für  die 
(4a  +  4)te  oder  für  die  4  (a  +  l)te  Höhe  gilt     Alle  Primzahlenanser 

2  und  5  haben  in  der  letzten  Stelle  eine  der  Ziffern  1,  3,  7,  9. 

Die  Primzahlen  mit  1  in  der  letzten  Stelle  haben  alfo  in  der  letzten 
Stelle  in  der  4a  ten  Höhe  1  (Annahme),  in  der  (4a  +  1)  ten  Stelle 
1*1  =  1  und  ebenfo  in  den  letzten  Stellen  f  ämmtlicher  folgenden  Höhen 
eins. 

Die  Primzahlen,  welche  9  in  der  letzten  Stelle  haben,  haben  in 
der  letzten  Stelle  in  der  4a  ten  Höhe  1  (nach  Annahme),  in  der 
(4a  +  l)ten  Höhe  1-9  =  9,  in  der  (4a  -f  2)tenHöhe  99  =  81  d.  h.  in 
der  letzten  Stelle  1,  in  der  (4a  +  3)  ten  Höhe  1-9  =  9  und  in  der 
(4a  +  *)ten  Höhe  99  =  81,  d.  h.  in  der  letzten  Stelle  1. 

Die  Primzahlen,  welche  3  in  der  letzten  Stelle  haben,   haben  in 
der   letzten  Stelle  in   der   4a ten  Höhe    1    (nach   Annahme),   in   der 
(4a  +  l)ten  Höhe  1-3  =  3,  in   der  (4a  +  2)ten  Höhe  3-3  =  9, 
mithin  in   der  (4a  +  4) ten  Höhe   9-9  =  81,   d.  h.   in  der  letzten. 
Stelle  1.  ;    .    .  v 

Die  Primzahlen,   welche   7  in  der  letzten  Stelle  haben,   haben  jn. 
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dar  letzten  Stelle  in  der  4aten  Höhe  1  (nach  Annahme),  in  der 
(4t  +  i)ten  Höhe  1  -7  =  7,  in  der  (4a  +  2)ten  Höhe  7-7  =  49, 
d.  h.  in  der  letzten  SteUe  9,  in  der  (4a  +  4)ten  Höhe  mithin  99  =  81, 
d.  h.  in  der  letzten  Stelle  1. 

Wenn  der  Satz  für  die  4a  te  Höhe  gilt,  fo  gilt  er  mithin  auoh 
Ar  die  (4a  +  2)te  und  für  die  4a  +  4  oder  4  (a  +  l)te  Höhe,  nun 
gilt  er.  für  4a  =  0,  mithin  gilt  er  allgemein. 

10.     Die  Höhen  von  Summen  und  die  Summen  von  Höhen. 
A.    Die  Höhen  und  die  Loge  von  Summen. 

387.  Erklärung.    Die  Gesohiedszahl  von  n  zur  mten   Stufe 

..  .  .  . .    _  . ,  n  (n  —  1)  (n  --  2) . « •  (n  —  m  +  1) 

heizt  die  Zahl - ,  wo  n  eine 

l»      jj.        9*  •  •  m 

ganze  Pluszahl  ist 

.  Die  Zahl  n  (n  —  1)  <n  —  8).  •  -(n  —  m  +  1)  heizt  die  Ge&mder» 

zahl  von  n  zur  mten  Stufe;  die  Zahl  1.8 «8-  •  *m  heizt  die  Tausch* 

zahl  von  hl    Die  Gesohiedszahl  von  n  zur  nullten  Stufe  fetzt  man 

L    Die  Zahl  n  heizt  hier  die  Bafe,  die  Zahl  m  die  Stufe. 

388.  BrkUrung.  Dm  Zeichen  der  Oezohiedizahl  von  n  zur 
mten  Stufe  izt  nm  (gelefen  n Punkt  m),  daz  der  Ge&nderzahl  von 
n  zur  mten  Stufe  izt  n'm  (gelefen  n  Sohlag  m),  daz  der  Tausch- 
zahl  von  m  izt  m!  (gelefen  m  Tauzehe). 

Beispiele:  10«  ss  1,  10*  =  10,  10'sa46,  10*  =  120,  10*«  =a  210, 
10-*  =s 262, 10«  =  210, 10-' ss  120, 10» « 45, 10»  =  10, 10"  =  1, 10-"  =  0.  Es 
ist  0!  =  1,  1 !  =  1,  21=2,  8!  =6,  4!  =  24,  5!  5=120,  6!  ss720 
8 !  ss  5780,  9 !  sss  51840,  10 !  =618400. 

389.  Satz.  n«  =  —    ;    n'm  =  m!nm. 

m! 

Sie  Gesehiedszahl  von  n  zur  mten  Stufe  izt  gleich  der  Geänderzahl 
von  n  zur  mten  Stufe  geteilt  durch  die  Tauschzahl  von  m  und  die 
Geftnderzahl  von  n  zur  mten  Sjfcufe  izt  gleich  der  Gesohiedszahl  von 
n  znr  mten  Stufe  mal  der  Tauzohzahl  von  m. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  387. 

Beispiel:    Es  ist  10" ss  10» -2!  =  90;    10"8slO-M!  ssMMO. 
n! 


390.         8  atz. 


n-m« 


t!(n^-m)! 

Die  Gesohiedszahl  von  n  zur  mten  Stufe  izt  gleich  der  Tauschzahl 
vom  n  geteilt  durch  das  Zeug  oder.  Produkt  der  beiden  Tauschzahlen 
vom  »  und  von  n—m. 
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Beweis:    Die  Geechiedeaahl  von  n  zur.  mten  Stufe  ist  nach  387 
und  nach  182 

n  (n— l)(n— 2)   •  (n—m+l)  _  i 

1-     2-         3--  m  ~  ;    (1  ;     > 

n(a— l)(n— 2)  .(n— m+l)(n— m)-.-321  ul 


12-         3..  m         (n— m)     -3-2.1       m!(n— m)! 

Satz.        <n+ly»  =nm  +  a1-1,  391. 

Jede  Gesohiedsmhl    iit  gleich  der  Summe  iweier   Gesehiedssahlen, 
deren  Bafen  um  eins  kleiner  And  all  die  Bafe  der  gegebenen  Oer;. 
sehiedsiahl  und   von  deren  Stufen  die  eine  ebenfö  gros,  die  andere ; 
um  eins  kleiner  ist  als  die  Stufe  der  gegebenen  Oesehiedssahl. 
Beweis:    Nach  387  ist 
n.»  i  n.m-i  _  n  (n-1)  (n— 2).  -  «(n-m+2)  (n-in+1) 
"*"  ""1.   2-         3..  (m-1).         m 

n  (n—  1)  (n— 2)»  -  (n— m+2) 
+  1.    2-         3..        (m— 1) 
_  n-(n— 1)  (n— 2)-  -  -(n— m+2)  (n— m+1) 
—  1.    2-         3.«        (m— 1).  m 

n  (n— 1)  (n— 2>  -  *(n— m+2)-m 
+  1-     2-         3-.        (m— 1)       m 
_  n.(n— 1)  (n— 2>  >  .(n-m+2^         ...     . 

=  1.     2>       3... (S=l)n7(n-in-fl+ra) 

_  (n+l)n  (n-1)  (n-2).  -  .(n-m+2)     5=s(n+1).m 
1 •     2 •  3 •       4«  •  •  m 

Sati.    Die  iweite  Höhe  oder  das  Quader  der  Summe.       392. 
<a+b)a  =  a>  +  2ab  +  b». 
Die  iweite  Höhe  einer  Summe  ist  gleich  der  Summe  aus  den  »weiten 
Höhen   der  beiden  Stücke  plus  dem  doppelten  Zeuge  oder  Produkte 
der  beiden  Stücke. 

Beweis:    Man  führe  die  Vervielfachung  nach  315   aus,   fo  ist 
(a+b)*  =  (a+b)  (a+b)  =  aa  +  ab  +  ba  +  bb  =  a*  +  2ab  +  b*. 
Beißpiel:    (5+6)'  =  5'  +2-5-6  +  6^  =  25  +  60  +  86=s  121. 
Binomischer  Lehrfati  oder  die  nte  Höhe  der  Summe,     393. 

H +  nah*-1  +  b» 

=  an  +  n- HP-*b  +  n'V-*b*  +  n'%*-»b«  H 

+  n-»-1ab*-1  +  n*b'v      1  .1, 
=  Sn*ftan-aba  ,    we  n  eine  ganse  Plussahl.    . 
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.   Bew-eis:    U.  Der  Satz  gilt  für  n  =s=2,  d.  h.  für  (a  -ff-  b)*  nach  392. 

2.  Wenn  der  Satz  für  (a  +  b)n  gilt  (Annahme,)  fo  gilt  er  auch 
fllr  (a  +  h)11*1  Folgerung;  denn 
(a+b)n+,=(a+b)(a+b)n=a(a+b)n+b(a+b)n  = 
a»+i+n.ianb4-n-Ja,|-'bJ  +  n-8a,|-*b3H hn^-Vb^+n-^ab» 

+aBb+n-ian-1b2  +  n,2an"ah3-F  •  ■  •  +n-a-aa2bn~14-nn-1abn+b,H-1 

=aB-*-1+(ö+l),1anb+(n  +  l),aan""1b2+(n+l)-3an-*b« 

+  . . .  4-(n+l)n-1a>bn-1+(n+l)'nabn+ba+1 
da  stets  (n-j-l^^n'+n*-1  nach  391,  alfo  gilt  der  Satz  auch  für 
(a  +  b)»». 

3.  Mithin  gilt  'der  Satz  nach  23  ganz  allgemein. 

Den  Binomischen  Lehrfatz  wendet  man  gewöhnlich  an,  um  die  zweite 
Tiefe  (Wurzel)  zu  berechnen,  die  beiden  folgenden  Satze  394  und  395  enthalten 
diefe  Anwendung.  Es  ist  diefe  Anwendung  aber  fo  gänzlich  unpraktisch  weit- 
länftig  und  unbequem,  dass  ich  jedem  raten  möchte,  diefelbe  zu  überschlagen. 
Einerfeits  liefern  die  Loge  oder  Logarithmen  einen  höchst  bequemen  Weg  zur 
Berechnung  für  die  Wurzel  bis  auf  5  bis  7  Stellen;  andrerseits  werden  wir  in 
der  Folgelehre'  oder  Funktionslehre  noch  einen  zweiten  bequemen  Weg  für  die 
Berechnung  der  Tiefen  für  beliebig  viele  Stellen  kennen  lernen.  Die  beiden 
Sätze  894  und  395  habe  ich  hier  nur  aufgeführt,  damit  die  Herren,  welche  an 
diefelben  gewöhnt  find,  äe  nicht  vermissen. 
394.  Satz  für  das  stellenweife  Berechnen  der  zweite  Tiefe 

(Wurzel):  Man  teilt  die  Zahl  links  vom  Komma  in  m  Gruppen  von 
je  2  Stellen,  zieht  von  der  ersten  linken  Gruppe  das  grftste  Quader 
einer  einzifltigen  Zahl  84  ab,  welches  fich  davon  abziehen  lässt.  Fügt 
zu  dem  Beste  rt  die  nächste  Stelle  und  zieht  davon  den  doppelten 
Wert  der  Zahl  ai  foviel  mal  (btnial)  ab,  als  er  aufgeht.  Der  Rest  fei 
rV  Zu  dem  Beste  r^  fugt  man  die  Ziffer  der  nächsten  ßtelle,  und 
zieht  davon  das  Quader  bt2  ab,  und  fei  r2  der  Best,  der  übrig  bleibt» 
dann  ist  a-10+b  der  zweite  genäherte  Wert  a*  der  Tiefe.  So 
fahrt  man  fort  Sei  an  der  nte  genäherte  Wert  und  rn  der  Best  der 
übrig  geblieben  ist,  nachdem  b*^  abgezogen  ist,  fo  fügt  man  zu  rn 
die  Ziffer  der  nächsten  Stelle  und  zieht  davon  den  doppelten  Wert 
der  Zahl  an  foviel  mal  (bn  mal)  ab,  als  er  aufgeht,  der  Best  fei  rV 
Zu  dem  Beste  r^n  fugt  man  die  Ziffer  der  nächsten  Stelle  und  zieht 
davon  das  Quader  bn3  ab,  fei  rn+1  der  Best,  der  übrig  bleibt,  dann 
ist  aa-10+bn  der  n+lte  genäherte  Wert  der  Wurzel  a»^. 

Beweis:  Nach  392  ist  (a  +  b)a=a»  +  2ab  +  b\  gestattet  man 
diefe  Formel  fo  um,  dass  a  und  b  einziffrige  Zahlen  find  und  a  eine 
Stelle  höher  ist  als  b,  fo  wird  daraus  (a- 10+b)J  =  a2 100  +  2al0b 
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+b*.  Sei  alfo  R  die  gegebene  Zahl  und  teilt  man  diefelbe  in  m  Gruppen 
zu  2  Stellen.  Sei  nun  an  die  nte  Wurzel  und  rn  der  Rest  für  eine 
Stelle,  wenn  man  bis  zu  diefer  Stelle  an2  abgezogen  hat  und  fei  e 
die  Ziffer  der  nächsten  Stelle  und  d  die  der  zweiten  Stelle,  und 
R^!  der  Rest  der  folgenden  Stellen,  fo  ist  alfo  R  =  a*'  •  100 
+  rulOO  +  clO  +  d  +  Ra+i  will  man  nun  davon  (a«-10  +  bn)* 
=  an2  100  -f-  2au-10bn  +  bn8  abziehen,  fo  muss  man  von  r^flOO 
+  c-10  die  Zahl  (2an-10)b  mal  abziehen,  und  bleibe  rVIO,  fo  muss 
man  von  rVlO-j-d  die  Zahl  b8  abziehen,  fei  der  Rest  r**1  fo  ist 
alfo  R  =  (a*10  -f  bn)2  +  r^  -f  Rll+l  und  ist  alfo  an- 10  +  b  der 
n  +  1  te  Näherungswert  der  Wurzel. 

Beispiele:        ^2X7533001  =  14749 
12117(53,30101 


»1  =  1 

r,.10  + 

c 

1 

11 

2a,b,= 

2-4=3 

8 
37 

b»»  = 

16 
215 

28,1),= 

28-7  = 

:  196 
193" 

v= 

49 

r,-10  +  d 

1443 

2a3b,==  294-4  = 

1176 

"2670" 

v= 

16 

26540 

2*^  =  2948.9  = 

26532 

81 

b42  = 

81 

Sati  für  das  abgekürzte  Berechnen  der  zweiten  Wurzel  395. 

Wenn  a^i  ein  n-fl  ziffiiger  Häherungswert  von  Bs  ist  und 
rn-fi-10p  +  Rn+i  der  zugehörige  Best,  fo  findet  man  die  p  folgenden 
Ziffern  der  zweiten  Wurzel  K+i,  indem  man  r^i  10p  +  B^i  durch 
2Eb+i  teilt  nnd  zwar  bn+ 1  mal,  doch  kann  in  diefem  Ausdrucke  die 
Ziffer  der  letzten  Stelle  um  eine  Einheit  zu  gros  fein.  Sei  dann 
r'n+i-lOP  +  R'n+1  der  Best,  fo  zieht  man  bna  von  diefem  Beste  ab 
nnd  erhält  dann  den  Best  r,^*  10''  -f-  Rn+2  ftr  die  weitem  Hfthe- 
rnngswerte. 

Beweis:  Der  Beweis  ist  fehr  leicht  ganz  entsprechend  dem  Be- 
weife  von  394  zu  führen. 


3vfr 


>ü 


Zahletilehre. 

•i,.'     Beispiele: 
i 

|/"2  =  1,14114211866128700950 

i    i           i 

1 

r^lO-f-c 

10 

2»lb1  =  2.4 

ö 

iV10'+d 

20 

,b!*±=4» 

16 

•  >iy»10.+  c 

40 

,  JM*rtfM      ■,, 

28 

^arlO  +  d,    . 

120 

v = la       ' 

1 

-pj-iöö^c 

11900 

2a,b»=-282.tt 

11844 

rV100  +  d 

5600 

b«,  =  42» 

1754 

r4.1000  +  c 

38360000 

244b4  =  28284-1586 

38653104 

rVJOOOO+d 

68960000 

V  — (1356)» 

1838736 

n-io,  +  c 

6712126400000000 

:  2asb5  =  282842712  -28780950              6712126256386400 

rV10t  +  d 

14366360000000000 

0,*  =  (23780950)» 

363157987902500 

r€=r 

14003202012097500 
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;  r  ;r  Auch  die  folgenden  beiden  Sätze  396  und  397,  welche  Ganss  1812  erfanden 
hat,  werden,  überaus  feiten  gebraucht.  Ich  rate  daher  diefelben  zunächst  zu 
überschlagen  und  Ae  dann  nachzuholen,  wenn  ile  praktisch  gebraucht  werden. 

396.  r         8ati.    Der  Log  der  Summe. 

Es  ist  bei  den  log.  Berechnungen  höchst  unbequem,  wenn  mitten  in  der 
Rechnung  die  Summe  oder  der  Unterschied  zweier  Zahlen  vorkommt,  deren 
Loge  man  hat.  Man  muss  dann  erst  zu  den  beiden  Logen  die  beiden  ent- 
sprechenden Zahlen  auffuchen,  von  diefen  die  Summe  oder  den  Unterschied 
nehmen,  und  dann  erst  wieder  den  Log  der  gefundenen  Zahl  aufschlagen.  Um 
diefe  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  hat  man  eine  Hülfetafel  entworfen.*)  Van 
hat  für  A  =  log  x,  das  B  =  log  (x  -|-  1)  aus  der  Logarithmentafel  berechnet 
Selen  nun  a  und  b  die  Zahlen,  deren  Loge  gegeben  und  fei  a  >-  b;  so  wird 
der  log  (a  +  b)  gefacht. 

b                                   b              b  +  a 
1.  Wir  fetzenx  =r  —    dann  ist x  +  1  =  —  + 1  =3  — s 


und 


a  -f-  b  =  a  (x  -|_  1)  mithin  ist  log  b  —  log  a  =  log  x  =  A, 

log  (a  +  b)  =  log  a  (x  +  l)  =  log  a  +  log  (x  +  l)  =  log  a  +  B. 


*)  Bemerkt  möge  hier  nochmals  werden,  dass  jedes  Formelzeichen, 
alfo  auch  das  Zeichen  log  Ach  stets  auf  das  ganze  folgende  Glied  be- 
sieht,    Es  ist  demnach  log  a  (x  + 1).  —  log  [a(x  -\-  1)]  und  log  log  j  =-= 

lOg  (kg  y)  u.  f.  W. 
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2.  Wirfetocnx  =  ^,  dann  irtx  +  lsY  +  1=^nn^+ib=b(x+1) 
mithin  ist  log  e  —  log  b  =  log  x  sss  A. 
log(a  +  b)ssl»g  b  (x  +  l)=logb  +  log  (x  +  l)  =  log  b  +  B 

=  log  a<*  +  1}—  =i0g  a+log  (x+l)-iog  Ja  h>g  a'iHjri - A) 

Dies  find  dann  die  Formeln  der  HülfstafeL 

Es  wird  bemerkt,  das»  der  entere  Weg  schneller  «ua  Ziele  fsjvt» 

Beispiele:    L  *  :>  b;  mg  b  —  lag  a ss  A*  J*f fr+bj  =  lüg,*+B. 
logl>=2,JS7B2  lorb=ai7ö» 

leg  a  ra  2,95678  log  a=  3,36216 

A=  9,18104-»  A=  9,82437-^10 

B  =0,06181  Bss  0,22204      ■ 

log  a+  B*w(  3,01812  log  e+B  =  (  3,57420 


10^(^19=)  log(a+b)=] 

£    a>*b;loga  — logb  =  A;  log (a  +  b)  =  log b  +  B ss log a  +  (B— A). 
log  a  =  2,96678  log  a  =  8,36216 

log  b  =  2,13782  log  b  =  3,17663        ; 

A  =  0,81896  A=  0,17668 

B=  0.88030  B  =  0,89767 

logb  +  B)  =8,01812  log  a+(B-A)(  =8,67420 

log(a  +  b)j  log(a  +  b)       j 

Sati.    Der  Log  des  Unterschiedi,  397« 

1.  Für  den  Log  des  Unterschieds  gilt  diefelbe  Hülfstafel,  wie  für  den  Log 
der  Summe.  Man  hat  alfo  für  A  =  log  x  das  B  =  log  (x  +  1)  *&*  der  Loga- 
rithmentafel berechnet    Dann  ist,  wenn  man  Bas  log  y  fetot,  A  =  log  (y— 1). 

Seien  nnn  a  und  b  die  Zahlen,  deren  Loge  gegeben  und  fei  a  >  bj  es  wird 
der  log  (a  —  b)  gefacht 

a  a  a  —  b 

1.  Wir  fetxen  y  ss  -^  dann  ist  y  —1  =  -j-—  1  =  — w- —  und 

a  —  b  =  b  (y—  1)  mithin  ist  log  a  —  log  b  s=  log  y  =  B  und 

log  (a  —  b)  =  log  b  (y  —  1)  =  log  b  +  log  (y  —  1)  =  log  b  +  A 

b(y— 1)  a  a 

=  log —  sc  log  a  -f.  log  (y  —  1)  —  log-jj-  =  loga+A-*B 

==  log  a  —  (B  —  A). 

2.  Wenn  B  ss  log  a  —  log  b  kleiner  als  Ojosoo,  fo  wird  in  der  Tafel  A 
zu  ungenau  und  muss  man  dann  A  dadurch  finden,  dass  man  den  Log  B  nimmt 
und  diefen  in  P  anfügt,  fodass  A=P  +  log  B;  dann  ist  alfb  log  B  =  A  — P, 
d.  h.  log  log  y  =s  log  (y  —  1)  —  P  nnd  P  eine  Hülisgrüse  ans  den  logarith- 
mischen Tafeln  berechnet.  Eine  eigene  kleine  Hüllstafel  ist  für  di^epWle  be- 
rechnet   Es  ist  dann  log  (a  —  b)  =  logb  + A  =  log b  +  P  +  log  R.  '  . 

Beispiele:    a  z>  b;  log  a  —  log  bsB; 
log (%— b)=  log  b+A» log  a  +  A-B. 
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ni      -       log  » =  3,78210  log  a  =  9,68426-10 

'          log  b  =  9,86354  log  b  =  8,78354-10 

B  =  3,91856  B=  0,75072 

A  =  3,91861  A  =  0,66584 

,4     lag  b  +  Ai  =3,78215  loga+A-B)  =  9,34938 

log  (a  —  b)J  log  (a  —  bj     S 

a  >  b;  log  a  —  log  b  =  B;  A  =  P  +[log  B;  log  (a  —  b)  =  log  b  +  A. 

log  a  ==  9,57362—10  log  a  =  3,42378 

:d    •            log  b  =  9,52738—10  log  b  =  3,28737 

B  =  0,04624  B  =  0,13641 

P  =  0,38554  P  = 


log  b  +  A  i  =  9,95916-10  log  b  +  A  j  =  3,85598 

log(a-b)   ]  log(a-b)» 

3.  Uebrigens  muss  hiebei  noch  befonders  bemerkt  werden,  dass  diefe  Rech- 
nung mit  Logen  stets  fehr  ungenaue  Ergebnisse  liefert,  wenn  fehr  kleine  Unter- 
schiede gefacht  werden  und  dass  man  diefe  Fälle  mithin  vermeiden  muss. 

4.  Es  geben  diefe  beiden  Sätze  396  jund  397  zugleich  ein  bequemes  Mittel 

um  die  Wurzel  aus  Summen   und  Unterschieden   zu  berechnen.     Sei 

Va 
z.  B.  a  =  (1  —  ba)    ,  eine  Formel,  welche  in  der  Trigonometrie  häufig  vor- 

Va  Va 

kommt,  wo  sinx  =  (1 «—  (cosx)2)      und  cosx  =  (1  —  (sinx)a)     ,    fo    hat   man 

B  =  log  -*-j  ==  —  2  log  b,  mithin  A  =  log  ( -^  —  l)  =  log  — p —  ,  alfo 

log  (1  —  b»)  =  2  log  b  +  A,  und  log  a  =  log  (1  —  b*y2  =  log  b  +  >/a  A. 

Die  Rechnung  ist   dann  alfo   einfach:   Man  fetze,  da  log  b  gegeben  ist, 

B  =  —  2  log  b,  fuche  dazu  A  und  findet  dann  log  (1  —  b2)  '  =logb+  VaA 

**-.->  i/a 

Beispiele:  sinx  =  (l—  (cosx)2)      \  B  =  —  2  log  cosx, 

log  sinx  =  log  cosx  +  Va  A 

log  cosx  =s  9,99761  log  cosx  =  9,S8425 

B     =0,00478  B     =0,23150 

A     =8,04404  A     =  9,84764 

log  cosx  +  Va  A  j  =  9,01963  log  cosx  +  Va  A  1  =  9,80807 

log  sinx  i  log  sinx-  i 

Vi 
cosx  =  (1  —  (sinx)2)      j  B  =  —  2  log  cosx 

log  cosx  =  log  sinx  +  Va  A 

log  sinx  =  9,65054  log  sinx  =  9,53578 

B     =0,69892  B     =0,92844 

A     =0,60200  =0,87396 

log  sinx  +  Va  A  i  =  9,95154  log  sinx  +  Va  A  j  =  9,97276 

log  cosx  J  log  cosx  ) 


.161  Zahlenreihen  höhern  Ranges.  398—402. 

B.     Die  Zahlenreihen  höhern  Banges  und  die  Stufenreibe». 
1.    Die  Zahlenreihen   (die  arithmetischen  Beihen) 
höhern  Banges. 
l        Erklärung.    Wenn  man  in  einer  Beine  von  Zahlen  jede  rorher-  398. 
gehende  von  der  nächstfolgenden  abzieht,  fo  heisen  die  dadurch  er- 
haltenen Unterschiede  die  ersten  Unterschiede. 

Wenn  man  in  der  Beine  der  aten  unterschiede  wieder  jedes 
Glied  von  dem  nächstfolgenden  abzieht,  fo  erhält  man  die  tt  +  lten 
Unterschiede. 

Erklärung.   Eine  Zahlenreihe  (arithmetische  Beihe)  pten  Banges  399. 
heist  eine  Beihe  von  Zahlen,  deren  pte  Unterschiede  alle  .einander 
gleich  find. 

Wir  bezeichnen  das  ttte  Glied  der  Zahlenreihe  mit  °a«,  das  ate 
Glied  der  cten  Unterschiede  mit  caa. 
Die  allgemeine  Bezeichnung  der  Zahlenreihe  pten  Banges  ist  alfo 

•at^^^^0^^0«^ 

%t  »a,         »aa         ^         %*         *e«         % 

^         *a2         *a3         *a4         »a*         *a« 

'»l  ^  ^  ^4  ^ 

%         *aa         %         *a4 
*a,         **         ^ 
%         «a* 
7ai 
Satz.  'a^x  =  «an  +  e+1fci  «an+i  =  °an  +  c+1äa  400. 

Bei  den  Zahlenreihen  höhern  Banges  ist  das  n  +  lte  Glied  der 
cten  Unterschiede  gleich  der  Summe  aus  den  beiden  nten  Gliedern 
der  cten  und  der  c  +  lten  Unterschiede. 

Beweis:     Nach  398  ist  in  der  Beihe  der  cten  Unterschiede  das 
n-flte  Glied  weniger  dem  nten  Gliede  gleich  dem  n  +  lten  Unter- 
schiede und  zwar  gleich  dem  nten  Gliede  der  c  +  1  ten  Unterschiede,  d.  h- 
ca.,+1  —  «a«  =  ^u  .       alfo  auch  «a11*1  =  «a*  +  C+H* 

Beispiele:    Es  ist  °a,  =  °a«  +  Ut        ,        es  ißt  %  =  %  +  ••a- 
Satz.    In  einer  Zahlenreihe  pten  Banges  find  alle  p  +  fiten  401. 
Unterschiede  gleich  Hüll,  wo  a  eine  Pluszahl. 
Beweis:  Unmittelbar  aus  399. 

Satz.    Das  allgemeine  nte  Glied  der  cten  Unterschiede  402« 
einer  Zahlenreihe  pten  Banges. 

B.  OraMmann  Zahlenlehre.  11 
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«=8n«  •+% 
hier  find  alle  Glieder  der  p  +  aten  Unterschiede  H-a*  HulL 

Beweis:    1.     Der  Satz  gilt  für  n  =  1,  denn  «a,  =<*!  +  ^^ 
«ach  400. 

2.  Wenn  der  Satz  für  6a»+i  gilt,  (Annahme)  fo  gilt  er  auch  für 
fa^t  (Folgerung);  denn  nach  400  ist 

«a,**  —  *«+!  +  -Ha^i 

=  «at+n^^^at+n^^^atH hnn-lc+*-1a1+c+,,a1 

+      c+1a1+nlc+»a1H +n*-*<H^iai+n»-lc+^+H-M-ia1 

Ä^+Cn+^^ai+Cn+l^^at  +••• 

+(n+l)a-1  ^—HK+Cn+l)"11  ^"at +c+a+lat 
da  (n+1)*  =  n«  +  n*-1  (nach  391). 

3.  Alfo  gilt  der  Satz  nach  23  allgemein. 

403.  Satz.      «-^41—*-%=  •%+•»!  +  •■■  4  •••  +^=8*. 

Die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  cten  untenohiede  ist  gleich 
dem  n  +  lten  Gliede  weniger  dem  ersten  Gliede  der  c  —  lten 
Unterschiede. 

Beweis:  Nach  400  ist  c~1aa  =  ^^-1  +  ca«_i,  mithin  ist,  wenn 
wir  stets  für  c~1att  den  Wert  einfetzen, 

^an+i  =  ^a*  +  «a.  =  «-^i  +  <*«_!  +  «a« 

=  «"^-a  +  ***-»  +caa-i  ■+■***  u.  f.  w. 

=  •"^  +  ^  +  %  H +  "a* 

alfo  wenn  wir  c~1a1  auf  die  linke  Seite  schaffen 

o-^!  —  -%  =cat  +  %  +•  •  .+ca*. 

404.  Satz.    Die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  cten  Unter- 
schiede einer  Zahlenreihe  pten  Banges. 

8ca1  =  nlcal+nac+ial+nac+*a1  +... 

l,n 

hier  find  alle  Glieder  der  p  +  aten  Unterschiede  p+aa  HulL 

Beweis:  Nach 400 ist c-1an+1=c-1at  +  n lcat  +  n * °+%  +n » H^ 

H +n  n-1  o*»-^  +<4-B-1a1 

mithin  ist  B^a=c-1B1^1  —  c-1a1  =  nlcai  +  n*0*^  +  n8 ^-^a,  H 

1,11 


+n  »-1  c+°-ai  +  c+n-1a1 


Die  Zahlenreihe  zweiten  Ranges  heist  eine  Reihe  von  Vieleckszahlen  (Polygonal- 
zahlen),  wenn  °a  =  1  und  *a  =  1  ist.    Für  das  n  eck  ist  aa  =  n  —  2. 
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Die  Zahlenreihe  dritten  Ranges  heist  eine  Reihe  von  Turmsahlen  (Pyramidai- 
sahlen), wenn  °a,  *a  und  %  alle  gleich  Eins,  für  die  neckige  Bafe  des  Turmes 
isfassn  —  2. 

Die  Zahlenreihe  p  ten  Ranges  heist  eine  Reihe  figurirter  Zahlen  (series  nnmerorom 
fignratornm)  wenn  °a,  %  %..p-ia  alle  gleich  Eins  find,  und  Pa  eine  ganse 
Pluszahl  ist. 

B.     Die  Stufenreihe  ersten  Banges  nebst  Zins-  und  Renten- 
Rechnung, 

Erklärung.    Eine  Stufenreihe  ersten  Ranges,  (eine  geome-  *^5. 
trisehe  Reihe  ersten  Banges)  heist  eine  Reihe  Ten  Zahlen,  wenn  in 
ihr  jede  Zahl  geteilt  durch  die  nachatvorhergehende  denblben  Brooh 
giebt 

Bs  beieiehnen  in  der  Stufenreihe  ersten  Banges  a  das  erste,  t  das 
nte  Glied,  b  den  Folgebnich  <L  h.  ein  Glied  geteilt  durch  das  niehst- 
rorhergehende,  8  die  Summe  der  n  ersten  Glieder. 

Gefets  der  Stufenreihe  (geometrischen  Reihe)  ersten  Banges.  *^- 
Fftr  die  Stufenreihe  (geometrische  Reihe)  ersten  Banges  hat  man 
folgende  Formeln 

v«  i        a       *  -  a        fl         b-  -  1         1  —  b* 

t  s:  ab11-"1         8  = S  es  a =:  a 

"  b-1  ^    b  -1         1-b' 

Die  Summe  einer  Stufenreihe  ersten  Grades  erhält  man»  indem  man 
das  erste  Glied  mit  dem  Unterschiede  aus  der  Eins  und  der  nten 
Höhe  des  Folgebruches  vervielfacht  und  durch  den  Unterschied  aus 
der  Eins  und  dem  Folgebruohe  teilt 

Beweis:    1.     Die  erste   Formel   folgt  [unmittelbar   aus  der  Er- 
klärung 405. 

2.     Um  die  Summe   zu  finden,  schreibt  man  die  Reihe  sweimal 
in    gleicher  Folge,  aber  das  zweite  mal   mit  b  vervielfacht   und  zieht 
die  erste  von  der  weiten  ab,  dann  hat  man 
S  =  a  +  ab  -f  ab*  +  •••  +  t 

Sb= ab  +  ab*  +  -    -  +  t  +  tb 

Sb  —  S  —  tb  —  a,  mithin 
tb  —  a 

b  -  r 

Die    dritte  Formel  erhält  man,  wenn   man   den   Wert  von  t  aus  der 

ersten  Formel  einfuhrt  und  die  letzte  Formel,  wenn  man  Zähler  und 

Nenner  mit  —  1  vervielfacht. 

729  »3— 3  3*— 1 

Beispiele:   3,  9,  27,  81,  243,  729    8  =     8__1—  =  8.-335-  =  1092. 

Bruch  3  3     3     3       3       3. 

11» 
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407.  Erklärung.      Zinfen   und  Renten.      Wenn   das  Vermögen 

(Kapital)  1  durch  Zinfen  nach  einem  Jahre  1  +  —^  wird,  16  nennt 

100 

man  p  den  Zinsfus,  i  =  1  +  ~.  den  Zinsfaeh  (den  Zinsfaktor) 
und  beieiohnet  -^—  durch  p  °/0  gelefen  p  Froiente. 

Wenn  am  Anfange  jedes  Jahres  eine  gleiche  Summe  eingeiahlt 
wird,  fo  heist  diefe  ein  jährlicher  Beitrag  b,  wenn  am  An&nge 
jedes  Jahres  eine  gleiche  Summe  ausgezahlt  wird,  fo  heist  diefe  eine 

Jahresrente  r. 

5 
Beispiel:   Sei  der  Zinsfus  5,  fo  ist  das  Zinslach  z  =  1  -}-  jqq  =  1^. 

Sei  der  Zinsfiis  1%  fo  ist  das  Zinsfech  z  =  1  +  -^  —  1,04B. 

Bemerkt  wird,  dass  hier  stets  mit  Zinfeszins  gerechnet  wird.  d.  h.  dass 
auch  die  Zinfen  von  den  Zinfen  mit  berechnet  werden,  wie  dies  für  Renten- 
rechnung und  Sammlung  eines  Vermögens  notwendig  ist. 

408.  Satz.     Das  Vermögen  (Kapital)  k  hat  nach  n  Jahren  bei  dem 
Zinsfitche  i  den  Wert  x,  wo 

x  =  kzn. 

Beweis:    Unmittelbar  aus  der  Erklärung  407. 

Beispiele:  Das  Kapital  1000  Jb.  hat  nach  20  Jahren  beim  Zinsfüße  5 
den  Wert  von  1000.(l^5)a»=  2663,30  Jk 

409.  Satz.    Ein  Vermögen  k  hatte  vor  n  Jahren  bei  dem  Zins&ohe 
i  den  Wert  x,  wo 

x  =  kx-n. 

Beweis:     Nach  408  ist  k  =  xzn,  mithin  x  =  —  =  kz~~B. 

'  zn 

410.  Satz.    Der  jährliche  Beitrag  b  giebt  naeh  n  Jahren  ein  Ver- 

zn  —  1 
mögen  (Kapital)  x,  wo  x  =  bz — y. 

Beweis:  Der  erste  Beitrag  steht  n  Jahre  und  verwandelt  (ich 
alfo  in  bzn  (nach  408),  der  letzte  steht  ein  Jahr  und  wird  bz,  die 
Summe  aller  diefer  Werte  ist  mithin 

x  =  bz*  +  bzD~l  +  •  •  •  +  bz'  4-  bz  =  bzZP~!  (nach  406) 

z   —  1 

Beispiele:  Sei  der  jährliche  Beitrag  b  =  100  J6und  fei  er  n  =  20  Jahre 
in  zahlen,  fo  ist  nach  20  Jahren  das  Vermögen  z  beim  Zinsfuse  5 

1,05  *  vl05  v*>6 
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Satz.    Wie  gros  nnias  gegenwärtig  ein  Vermögen  (Kapital)  x  411. 
fein,  wenn  daran«  n  Jahre  die  Jahresrente  r  gexahlt  werden  toll! 
Antwort: 

«»  —  1 

Beweis:  Die  erste  Rente  r  wird  fofort  gezahlt,  die  zweite  r 
nach  einem  Jahre,  fie  hat  alfo  gegenwärtig  den  Wert  rz— *  (nach  409), 
die  nte  r  nach  n  —  1  Jahren,  fie  hat  alfo  gegenwärtig  den  Wert 
rz— (»— *),  mithin  ist 

x  =  r  +  rz-1  +  rz-*  +  •  •  •  +rz~<n-1> 
=  (rzn  +  rz*-1  +  rz»-*+  •  •  •  —  rz)  :  z* 

rz    zn  —  1  zn  —  1 

~  zTi^ZTi  —  r  (Z  _  l)B»-i' 

Beispiele:  Sei  die  Jahresrente  [r  =  100  M  und  fei  fie  n  =*  20  Jahre 
zn  sahlen,  fo  mnss  das  gegenwärtige  Vermögen  x  fein. 

x  =  100  (i^^l>Ö^)ii  =  1308'M  M 
Satz.    Wie  gros  mnss  der  jährliehe  Beitrag  x  fein  der  n  Jahre  ge-  412. 
zahlt  wird,  wenn  man  dafür  q  Jahre  die  Jahresrente  r  erhalten  will  nnd 
die   erste  Jahresrente  ein  Jahr  nach   dem  letzten  Beitrage  gezahlt 
wird!   Antwort 

—  1  *q  ""  1 

X  —  z*V  —  1" 

Beweis:    Der  jährliche  Beitrag  x  ist  (nach  410)  nach  n  Jahren 

zn  —  1  z*  —  1 

xz 3-,   und  dies  muss  (nach  411)  gleich  r  - .^  m  .,    bin, 

z   —  1  (z  —  l^*-1 

alfo  ist 

zn  _  1  z*  —  1  _     , 

xz T  =  r  - tt-;;— i»  d.  h. 

z   —  1  (z  -  l^i-1 

r      zi  —  1 

Z«      Zn  —    1 

Beispiele:    Sei  n  =  15  Jahre,  qs25  Jahre,  die  Jahresrente  100  Jk, 

100   (1*,)»  — 1 
Zinsfofl  6,  foist  x =^    ^  ^    ,  16  __  ^  =a  65^a  „-Ä 

C.    Die  Höhenreihen  oder  Potenzreihen. 
Erklärung.     Eine  Höhenreihe  oder  Potenzreihe  von  x  413. 
heist   eine  Reihe,  in  welcher  jedes   Glied  ein  Zeug   einer  Vorzahl 
(eines  Koeffizienten)  mit  einer  Höhe  der  Bafe  x  ist,  nnd  bei  welcher 
alle  Glieder,  welche  diefelbe  Höhe  von  x  enthalten,  in  ein  Glied  zn» 
tanmengefasst,  die  Glieder  aber  nach  der  Stufe  von  x  geordnet  find* 
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Sie  Form  einer  Höhenreihe  von  ziit«i*  +  bx*-1  +  exJ"*  +  •  •  • 
Kommt  eine  Höhe  von  x  in  der  Höhenreihe  nioht  vor,  fo  Atgt 

man,  ihre  Torzahl  sei  Hüll. 

In  zwei  Höhenreihen  gleicher  Bäte  nennt  man  die  in  gleioher 

Stufe  gehörigen  Tonahlen  einander  entsprechend. 

414.  Sats.  Zwei  Höhenreihen  (Potenzreihen)  gleioher  Bafe  fügt 
man  in,  indem  man  die  entsprechenden  Vorzählen  (Koeffizienten) 
zufugt,  und  die  ingehörigen  Höhen  unverändert  lässt,  cL  h.  es  ist 

(ax»  +  bx— *  +...)  +  (0xB  +  bx»-1  +  •  •) 
=  (a  +  a)  x"  +  (b  +  b)  x—1  + 
Beweis:    Unmittelbar  aus  122. 

415.  Satz:  Ton  einer  Höhenreihe  (Potenzreihe)  zieht  man  eine 
Höhenreihe  gleicher  Bäte  ab,  indem  man  von  jeder  Torzahl  (Koeffi- 
zienten) der  erstem  die  entsprechende  der  letztem  abzieht  und  die 
zugehörigen  Höhen  unverändert  lässt,  cL  h.  es  ist 

(ax»  +  bx*-1  +  •  )  —  (ox*  +  bx—1  +  •  ) 
=  <a  -  <t)  x»  +  fl>  -  b)x— *  +  •  •  • 
Beweis:    Unmittelbar  aus  131. 

416.  Satz.  Eine  Höhenreihe  (Potenzreihe)  der  Bäte  x  vervielfaoht 
man  mit  oxm,  indem  man  jede  Torzahl  derfelben  mit  a  vervielfacht 
und  zu  jeder  Stufe  m  zufügt,  d.  h.  es  ist 

(ax*  +  bx*-1  +  •  •)  0xm  «■  aux»^  +  box"**-1  -f   . . . 
Beweis:    Unmittelbar  aus  180. 

417.  Satz.  Eine  Höhenreihe  (Potenireihe)  der  Bäte  x  teilt  man 
durch  oxm,  indem  man  jede  Torzahl  derfelben  durch  a  teilt  und  von 
der  Stufe  m  abzieht,  d.  h.  es  ist 

(ax»  +  bx*-1  +  ..)  :  (ox»)=  —  x— ■  +  A  x«-m-i  +  .. 

tt  a 

Beweis:    Unmittelbar  aus  180. 

418.  Satz.  Zwei  Höhenreihen  (Potenzreihen)  gleioher  Bäte  verviel- 
faoht man  mit  einander,  indem  man  die  eine  derfelben  mit  jedem 
Oliede  der  andern  vervielfacht  und  die  erhaltenen  Höhenreihen  zu- 
fügt, d.  h.  es  ist 

(ax*  +  bx*-1  +  cxB-*  +  •  •)  (oxm  +  bx"1-1  +  cxm-*  +  •  •) 
=  aax*+a  +  box**«1-1  +  oaxB+m-2  +  . . 
+  uix"^1*-1  +  bbxa+m-a  +  - . 
+  acx***-*  +  •  • 
=  aox»+»  +  (ba  +ab)  x^—1  +  (oa  +  bi  +  at)x»+»-a  +  . . 


167  Reihenzahlen  der  6ystemzahlen.  419 — 421. 

Beweis:    Unmittelbar  aus  180. 

Sati.    Wenn  man  zwei  Höhenreihen  gleioher  Bafe  mit  einander  419. 
vervielfacht,  fo  erhalt  man  die  in  einer  Stufe  p  gehörige  Vonahl, 
indem   man  je  zwei  Vorzählen,   deren  Stufen  p   zur  Summe  haben» 
mit  einander  vervielfach,  und  die  erhaltenen  Zeuge  zufügt 

Satz.  Eine  Höhenreihe  A  teilt  man  durch  eine  zweite  B,  in- 4,3Q. 
dem  man  das  erste  Glied  der  erstem  durch  das  erste  Glied  d*r 
zweiten  teilt  und  das  Ergebnis«  C  als  erstes  Glied  des  Bruches  Jfetit. 
Indem  man  dann  mit  diefem  Gliede  C  den  ganzen  Venner  B  ver- 
vielfacht, das  erhaltene  Zeug  von  dem  Zähler  A  absieht,  den  Best 
demnächst  aufs  Heue  durch  den  Venner  B  teilt  und  den  auf  gleiche 
Weife  gefundenen  Bruch  zu  dem  zuerst  gefundenen  zufügt,  cL  h. 
es  ist 

A       „   ,   A  —  BC 
B=C  +  -B— 

_                   A       A  +  BC  -  BC  _      .    4nark 

Beweis:       —  = — : — (nach  129) 

BC  + A  — BC  " 

= —^ (nach  131)' 

—  -g-+  — g—  (nach  170> 

A     "Dp 

=  C  +        D  (nach  167). 

D 

D.     Die  Reihenzahlen  oder  Systemzahlen. 

Die  Lehre  von  den  Reihenzahlen  behandelt  die  Zahlen  des  gewöhnlichen 
zehnteiligen  Systemes  von  einem  neuen  Gefichtspunkte  ans,  indem  fie  jede 
Zahl  als  eine  Summe  von  Höhen  betrachtet  Neue  Gefetze  lehrt  diefelbe  nicht; 
dagegen  ist  es  lehrreich  und  für  die  Anwendung  auf  die  Reihen  von  Bedeutung 
auch  «liefe  Betrachtungsweife  kennen  zu  lernen. 

Erklärung.  Eine  Reihenzahl  heist  eine  Höhenreihe  (eine  421. 
Systemzahl),  wenn  die  Bafe  x  eine  ganze  Zahl  gröser  als  Eins,  die 
Vorzahlen  (Koeffizienten)  aber  ganze  Zahlen  von  0  bis  x— 1  find. 
Die  BaTe  heist  dann  die  Grundzahl.  Hau  schreibt  die  Beiheniahl, 
indem  man  nach  der  Reihe  die  Vorzahlen  von  der  höchsten  bis  zur 
Oten  Höhe  hinschreibt.  Hinter  die  Vorzahl  von  x°  fetzt  man  ein 
Komma,  wenn  noeh  Höhen  mit  Strichstufen  oder  mit  negativen  Ex- 
ponenten folgen,  und  nennt  dann  die  Reihe  rechts  vom  Komma  einen 
Reihenbruch. 

Ist  die  Grundzahl  10,  fo  heist  die  Reihenzahl  eine  Zehnzahl 
(dekadische  Systemzahl),  der  Reihenbruch  ein  Zehntbruoh  (Dezi- 
malbruch). 


422.  Zahlenlehr«.  108 

Beispiel:    5008  =  5.10»  +  3.10°-,    5,008  =  6.10°  +  3:i0-*. 

Man  hat  verschiedene  Zahlen,  gewöhnlich  10  zur  Grundzahl  der  Reihen- 
zahlen genommen.  Jetzt  haben  alle  Völker  die  10  als  Grundzahl  angenommen, 
indem  Äe  lieh  an  die  10  Finger  der  Hände  angeschlossen  haben,  welche  zum 
Abzählen  benutzt  wurden  und  von  Kindern  auch  jetzt  noch  benutzt  werden. 
Die  Deutschen  haben  schlieslich  noch  den  Versuch  gemacht,  über  das  zehn- 
teilige System  hinaus  in  das  zwöfteilige  überzugehen,  welches  zahlreiche 
Vorzüge  befitzt,  da  in  12  die  Zahlen  2,  3,  4,  6  aufgehen,  während  in  10  nur 
2  und  5  aufgehen;  aber  der  Verfuch  ist  nicht  durchgeführt  und  muss  daher 
aufgegeben  werden. 

Jetzt  find  allgemein  die  indischen  (die  fogenannten  arabischen)  Ziffern  im 
Gebrauche,  und  werden  nur  die  Vorzahlen  oder  Koeffizienten  als  Ziffern  ge- 
sehrieben, die  Stufen  oder  Exponenten  von  Zehn  aber  durch  die  Stelle  der 
Ziffer  bezeichnet 
422«  Erklärung.    In  der  Eeihenzahl  der  Zehnsahlen  bezeichnet  die 

Stelle  der  Ziffer  die  Stufe  oder  den  Exponenten  der  Grundzahl,  und 
zwar  bezeichnet  die  Ziffer  a  anf  der  Stelle  links  neben  dem  Komma 
a-10°  oder  die  Einer.  Die  anf  der  mten  Stelle  links  von  den  Einern 
(oder  die,  welche  bis  zum  Komma  m  Stellen  rechts  neben  ßch  hat) 
ist  a-10m,  die  anf  der  mten  Stelle  rechts  vom  Komma  ist  a«10-m. 
Die  Stellen,  wo  keine  Wertziffer  steht,  erhalten  eine  0.  So  bezeichnet 
0,05  die  6  10"». 

Vach  den  Stellen  teilt  man  die  ganzen  Zahlen  ein  in  Einer 
(erste  Stelle,  10°),  in  Zehner  (zweite  Stelle,  MM),  in  Hunderte  (dritte 
Stelle,  10*),  in  laufende  (vierte  Stelle,  103),  in  Zehntaufende  (fünfte 
Stelle,  10*)  und  in  Hnnderttanfende  (fechste  Stelle,  10*). 

Ist  die  Eeihenzahl  noch  größer,  fo  teilt  man  die  Zahlen  in  je 
6  Stellen  und  bezeichnet  je  6  Stellen  durch  einen  Strich  oben.  Es 
heist  dann  die  fiebente  Stelle  oder  10*  eine  Killion,  die  dreizehnte 
Stelle  oder  10 "  eine  Billion,  10"  eine  Trillion,  10"  eine  Quadrillion, 
10*o  eine  Quinquilüon,  1036  eine  Sezillion  n.  f.  w. 

Kach  den  Stellen  teilt  man  die  Zehntbrüche  (Dezimalbrüche), 
in  Zehntel  (—  erste  Stelle,  10-1  ),  in  Hundertel  (—  zweite  Stelle, 
10-*),  in  Tanfendtel  (—  dritte  Stelle,  10~*),  in  Milliontel  10"6,  in 
Billiontel  10"1Ä  n.  t  w. 
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Dritter  Abschnitt  der  Zahlenlehre: 

Die  dehnende  Zahlenlehre:  Die  Richtgröse,  die 

Winkelfolgen  und  die  Winkeltafeln. 


11.     Die  Richtgröse,  die  Winkelfolge  und  die  Winkeltafeln. 

Wir  haben  durch  das  Logen  und  Tiefen  bereits  eine  neue  Gröse,  die  Un- 
zahl oder  Irrationalzahl,  kennen  gelernt,  indessen  lies  lieh  diefelbe  doch  noch 
durch  einen  Zehntbruch  darstellen  und  gehörte  demnach  in  die  Reihe  der 
Zahlen. 

Durch  das  Tiefen  lernen  wir  aber  noch  eine  andre  Art  von  Grösen  kennen, 

das  ist  die  zweite  Tiefe  aus  —  1,  nämlich  (—  1)  '\  welche  ganz  aus  der  Reihe 
der  Zahlen  heraustritt  und  eine  ganz  eigentümliche  Bedeutung  gewinnt.  Bereits 
1645  hat  Cardano  auf  diefe  Gröse  aufmerkfam  gemacht-,  John  Wallis  nannte 

1673  die  Gröse  ( —  a)  "  eine  magnitudo  imaginaria  und  diefen  Namen  hat  Äe 

behalten,  aber  erst  in  diefem  Jahrhundert  ist  die  Gröse  ( —  1)  '\  namentlich 
durch  Gauss  und  Gauchy  einer  eingehenden  Betrachtung  und  wissenschaftlichen 
Behandlung  unterworfen  worden.  Gauss  führte  1801  für  diefe  Gröse  das 
Zeichen  i  ein,  welches  jetzt  allgemein  angenommen  ist.  Die  Gröse  a  -f  ib  nannte 
er  eine  magnitudo  complexa  und  wies  die  Bedeutung  diefer  Gröse  in  der  An- 
schauung und  im  Räume  nach*,  er  gelangte  dadurch  zu  den  Folgen  oder 
Funktionen  der  Winkel,  welche  in  der  Formenlehre  eine  Xo  überaus  große  Be- 
deutung befitzen  und  deren  Kenntniss  für  jeden  Gebildeten  unentbehrlich  ist. 

1.     Die  Richtgröse. 
Erklärung.     Das  J   oder   die   imaginäre   Eins   heist  die  423. 
iweite  Tiefe  aus  Stricheins.    Die  Jgröse  (die  imaginäre  Gröse)  heilt 
das  Zeug  oder  Produkt  aus  i  und  einer  Zahl 


B- 
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Das  Zeiohen  des  J  ist  i,  das  Zeichen  der  Jgrftse  iit  ia,  wo  a  eine 
beliebige  Zahl  iet. 

Der  Name  imaginäre  Gröse  bezeichnet  diefe  Gröse  als  nur  dem  Scheine 
nach,  nur  in  der  Einbildung  bestehend,  während  diefe  Gröse  in  der  Wirklich- 
keit eine  nahe  ebenfo  grose  Bedeutung  hat,  wie  die  Zahl  oder  die  reelle 
Gröse.  Es  kommt  nur  darauf  an,  dass  man  fle  gleich  von  vorne  herein  in 
ihrer  Bedeutung  richtig  erkennt,  und  Äe  Ach  anschaulich  macht,  fo  dass  man  Ach 
wirklich  bei  jeder  derfelben  etwas  denkt  und  vorstellt.    Das  Eigentumliche  bei 

der  Jgröse  ist  nun,  dass  z.  B.  in  dem 
Räume,  während  -f-  a  die  Linie  AB 
und  —  a  die  entgegengefetzte  Linie 

AC  bezeichnet,  ia  oder  (—  1)  '*a  die 
Mitte  zwischen  -f-  *  und  —  a,  d.  h. 
die  fenkrechte  Linie  AD  auf  a  be- 
zeichnet. In  a  -f-  ib  bezeichnen  alfo 
a  nnd  b  zwei  Katheten  im  rechtwinkligen  Dreiecke  (und  zwar  bezeichnet  i 
die  fenkrechte  Lage  der  Linie  b  zu  a).     Die  Hypotenufe  r  ist  hier  die  Linie, 

a  b 

fftr  welche  ra  =  aa  +  °J  *•* >  die  Gröse  ~  +  i  ~f  bezeichnet,    die  Verhaltnisse 

a  b 

—  nnd  — ,  d.  h.  die  der  beiden  Katheten  zur  Hypotenufe     Es  ist  einleuchtend, 

a  b  a  b 

dass  hier  y  ==  cos/J  und  dass  —  =?:  sin/J  ist,  dass  alfo  —  -+-  i  -—  as  cos/9   +• 

isin/J  ist  und  dass  wir  alfo  durch  Einfahrung  der  Gröse  i  und  der  Gröse  a-(-ib 
fofort  zu  den  Sätzen  Aber  die  Winkel  und  zu  den  Sätzen  Aber  die  Funktionen 
der  Winkel,  d.  h.  Aber  den  Sinus  und  Cosinus,  die  Tangente  und  Cotangente 
eines  Winkels  gelangen. 

Die  ganzen  Sätze  der  Trigonometrie  ergeben  Ach  demnach  aus  diefer 
dehnenden  Zahlenlehre. 

424.  Sati.  i  =  (_l)1/a  i»  =  —  1 

Das  J  (die  imaginäre  Eins)  ist  gleich  der  zweiten  Tiefe  ans  Strich- 
eins  nnd  das  Quader  des  J  ist  Stricheins. 

425.  Satz.  <- a)1'»  —  i-a1'« 

Die  zweite  Tiefe  einer  Strichzahl  ist  gleich  dem  Zenge  oder  Pro- 
dukte von  i  nnd  der  zweiten  Tiefe  der  entsprechenden  Pinszahl. 

Beweis:  Es  ist  (-a)1'*  =  ((_l).a)l/>  (nach  158) 

=  (—  l)l''V'2  (nach  346) 

=  i-a!/a  (nach  424) 

426.  Erklärung.  Die  Bichtgröse  oder  die  komplexe  Gröse  heiat 
die  Summe  einer  Zahl  nnd  einer  Jgröse  a  +  ib.  Die  Zahl  a  heiat 
die  erste  Zahl,  die  Zahl  b  die  zweite  Zahl 


-c 
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Der  Biohtwert  (der  pofitive  Wert  der  komplexen  Gröse) 
r  heiet  die  zweite  Tiefe  aas  der  Summe  der  Quader  der  beiden 

Zahlen  der  Kiohtgröse,  d.  h.  r  =  (a3  +  b3)1'3. 

Die  Biohteinheit  (die  komplexe  Einheit)  hebt  die  Rieht* 

gröse9  deren  Richtwert  eim  ist,  d.  h.  wo  (a3  +  b3)1'3  =  1  ist. 

Gleich  heisen  swei  Siehtgrösen  oder  komplexe  Grösen  a  +  ib  und 
a  +  iß  dann  und  nur  dann,  wenn  die  entsprechenden  Zahlen  gleieh 
find,  d.  h.  wenn  a  =  a  und  augleich  b  =  ß  ist  Die  Siehtgrösen 
und  die  Zahlen  heisen  gemeintem  Zahle ngr Ösen. 

Es  ist  dringend  notwendig,  dass  man  Ach  fogleich  bei  diefer  Erklärung 
eine  Anschauung  verschaffe,  was  man  Ach  unter  der  Richtgröse  zu  denken 
habe,  damit  die  Gedanken  eine  klare  Unterlage  haben 
und  man  fleht,  wohin  die  Betrachtung  fuhren  foll. 
Die  Betrachtung  im  Räume  wird  uns  diefe  Anschauung 
gewahren. 

Sei  alfo  AB  =  1,  fo  wird  AC  =  -1  fein,  es 

1/  B~— 

wird  alfo  i  s  (—  1)  /a  die  Mitte  zwischen  beiden  hal- 
ten müssen,  d.  h.  das  Lot  AD  auf  CB  und  zwar  gleicher  Größe  fein  müssen. 

In  der  Tat  betrachten  wir  den  Richtwert  r  =  (a3  +  b3)  '*,  fo  ist  r3  — 
a3  +  b3.  Hier  ist  alfo  a  die  Grandfeite,  b  die  fenkrechte  oder  die  lotrecht  auf 
der  Grundfeite  errichtete  Seite,  welche  mit  der  Grundfeite 
einen  rechten  Winkel  bildet,  r  die  Hypotenufe  oder  Spannfeite 
des  rechtwinkligen  Dreiecks.  Das  J  bezeichnet  alfo  im  Räume 
eine  Seite,  welche  nicht  in  der  Linie  der  Grundfeite  liegt, 
welche  man  alfo  nicht  zu  ihr  zufügen,  auch  nicht  von  ihr  ab- 
ziehen kann,  welche  vielmehr  einen  bestimmten  feststehenden 
Winkel  mit  ihr  bildet,  und  man  hat  in  der  Mathematik  fest- 
gestellt, dass  diefer  Winkel  stets  ein  rechter  fein  folle,  der 
weder  nach  der  einen,  noch  nach  der  andern  Seite  neige,  fondem  fcnkrecht 
auf  der  Grundfeite  ausgerichtet  ist. 

Hieraus  rechtfertigt  fich  denn  auch  der  Name  Richtgröse  und  Richtwert, 
welchen  ich  für  diefelbe  in  die  Wissenschaft  einführe.  Der  Name  magnitudo 
complexa,  welchen  Gauss  in  feinem  latein  geschriebenen  Werke  dafür  hat,  und 
welchen  man  dann  ins  Deutsche  übernommen  hat,  bezeichnet  eigentlich  die  um- 
fassende, umschließende  Gröse,  ist  demnach  wenig  passend  und  ist  bereits 
lange  vor  Einfuhrung  der  Richtgröse  a  +  ib  für  Geschiede  verwandt.  Leibniz 
hat  den  Ausdruck  Complexio  zuerst  am  7.  März  1666  in  der  Disputatio  arithmetica 
de  complexionibus  (Opera  omnia  ed  Dutens  III  S.  1—10)  für  die  Geschiede  der 
Kombinationslehre  verwandt  und  für  diefe  Geschiede  ist  der  Ausdruck  denn 
auch  in  Gebrauch  geblieben.  Es  ist  unwissenschaftlich  und  verwirrend,  wenn 
man  denfelben  Ausdruck  für  fo  gänzlich  verschiedene  Grösen  verwenden  will. 
Es  empfiehlt  Ach  demnach  der  Name  Richtgröse. 

Dies  vorausgeschickt,  fo  ergiebt  lieh  febr  klar  aus  der  Anschauung,  dass 
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man  swei  Richtgrösen  (komplexe  Grösen)  a  +  ib  und  a-\-iß  dann  und  nur 
dann  gleich  fetzen  kann,  wenn  a-a  und  b  =  ß  ist  j  denn  a  und  b  bezeichnen 

hier  die  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  der  Richtwert  r  =  (aa  +  ba)  " 
bezeichnet  die  Hypotenufe  desfelben.  Alle  diefe  Verhältnisse  And  aber  nur 
gleich,  wenn  die  rechtwinkligen  Breiecke  deckend  oder  kongruent  And,  d.  h. 
wenn  zwei  Seiten  in  den  Dreiecken  gleich  Aud. 

Dasfelbe  folgt  aber  auch  ohne  Anschauung  aus  dem  Begriffe  der  Richt- 
gröse-, denn  in  derfelben  And  a  und  b  ganz  unabhängig  von  einander  und 
kann  demnach  a  -f-  ib  nur  dann  gleich  a  -\-  \ß  fein,  wenn  fowohl  a  =s  a,  als 
auch  b  =  ß  ist. 

427.  Satz.  r*  *  a2  +  b2  *  wenn  a  -f  ib  gegeben. 
Bei  jeder  Bichtgröse  iit  die  Summe  der  beiden  Quader  der  Zahlen 
gleich  dem  ftuader  des  Richtwertes  der  Chröse. 

Beweis:    Unmittelbar  aus  426. 

428.  Erklärung.  Die  Lotfeiten  oder  die  Katheten  heisen  die 
beiden  Zahlen  und  zwar  hebt  die  erste  Zahl  die  anliegende  Lotfeite; 
die  Spannfeite  oder  die  Hypotenufe  heilt  der  Wert  der  Bicht- 
gröse. 

Es  führt  diefe  Benennung  die  Richtgrösen  dem  Verständnisse  näher. 
Cauchy  nennt  den  Richtwert  der  Richtgröse  den  module  oder  Modulus,  die 
Richteinheit  nennt  er  den  terme  reduit,  den  reduzirten  Ausdruck.  Beide  Namen 
find  aber  weder  bezeichnend,  noch  schön.  Der  Richtwert  der  Richtgröse  ist 
im  Kreife  der  Halbmesser,  im  rechtwinkligen  Dreiecke  die  Hypotenufe. 

429.  Satz.  Für  die  Richtgrösen  (die  komplexen  Grösen)  gelten  alle 
Gefetze  des  Zufügen*  und  Abziehens,  des  Vervielfachens  und  Teilens 
oder 

die  Gefetze  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  And  ftr  die  Richt- 
grösen diefelben  wie  für  die  Zahlen,  fofern  man  beachtet,  dass 
ü  =  —  1  ist 

Beweis.  Es  ist  fowohl  i  als  auch  ib  eine  einwertige  Gröse, 
und  zwar  ist  i  eine  Einheit,  ib  eine  benannte  Zahl;  ebenfo  giebt  es 
nur  eine  Gröse,  welche  zu  a  +  ib  gefügt  die  gleiche 
Summe  giebt,  es  gilt  alfo  auch  trennbares  Zufügen; 
ebenfo  giebt  es  nur  eine  Gröse,  welche  mit  a  +  ib  ver- 
vielfacht oder  verwebt  das  gleiche  Zeug  giebt,  es  gilt 
alfo  auch  trennbares  Verweben;  alfo  gelten  auch  die 
a  Gefetze  des  Abziehens  und  des  Verteilend 

430.  Satz.  (a  +  ib)  +  «x  +  iß)  =  (a  +  a)  +  i  (b  +  ß) 

(a  +  ib)  -  (et  +  iß)  =  (a  -  a)  +  i  (b  —  ß). 
Statt   Richtgrösen    (komplexe  Grösen)    zuzufügen    oder    abzuziehen, 
kann  man  ihre  entsprechenden  Zahlen  zufügen  oder  abziehen. 
Beweis:    Unmittelbar  aus  426. 
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Beispiele:        (5  +  13)  +  (8  +  16)  =  (5  +  8)  +  i  (3  +  6)  —  18  + 19 
(9  +  16)  -  (5  + 14)  =  (9  -  5)  + 1  (6  -  4)  =3   4  + 12. 

Sati.        (a  +  ib)  (o  +  iß)  =  (aa  -  bß)  +  i  (a/J  +  ba).  431. 

Bai  Zeug  oder  Produkt  zweier  Bichtgrösen  (zweier  komplexer  Grftsen) 
ist  gleich  einer  Biohtgröse,  deren  erste  Zahl  das  Zeug  der  ersten 
beiden  Zahlen  weniger  dem  Zexige  der  zweiten  beiden  Zahlen  ist 
und  deren  zweite  Zahl  die  Summe  der  beiden  Zeuge  ans  der  ersten 
Zahl  der  einen  und  der  zweiten  Zahl  der  andern  Riohtgröse  ist  Der 
Richtwert  des  Zeuges  ist  das  Zeug  der  Richtwerte  der  Fache  oder 
Faktoren, 

Beweis:     (a  +  ib)  (a  •*-  iß)  =  aa  +  ia0  +  iba  +  übß 

(aach  180) 
=  (aa  — b#  +  i(a£  +  ba) 

(nach  426) 
der  Richtwert  des  Zeuges  ist  (aa  —  b/?)*  +  (a/?  +ba)* 

_  (aa)»  _  2aab0  +  Q>ß)*  +  (a/?)»  +  2aabj*  +  (ba)» 
=  (aa)»  +  (b/*)>  +  (afl»  +  (ba)» 
=  (a'  +  b»)  (a>  +  ß*)- 
Beißpiele:    (5+  i6)  (8+i8)  =  (5.8—6.3)  +  i  (5.3+6-8)  =  22  +  i-68 
(8+i4)  (8+i8)  =  (8-6-4.3)  +  i  (8-3+4.6)  =  36  +  1-48 

8  atz.  (a  +  ib)  (a  —  ib)  =  a»  +  b*  =  r».  432. 

Das  Zeug  zweier  Richtgrösen  (zweier  komplexer  Grösen),  deren  ent- 
sprechende  Zahlen  gleichwertig  find,  während  die  zweiten  Zahlen 
entgegengefetztes  Zeichen  haben,  ist  gleich  dem  Quader  des  Richt- 
wertes (des  pofitivea  Wertes  der  komplexen  Gröse). 

Beweis:     (a+ib)  (a— ib)  =  a»+b»  +  i  (ab-ab)  (nach  431) 

=  a»  +  b2  =  r»  (nach  135  und  427). 

Beispiel:        (9+i-5)  (9— 1-5)  ==  81+25  =  106 
(6+1 .7)  (6-i  .7)  =  36+49  =  86. 
Cauchy  und  Gauss  nennen  die  Richtgrösen  a+ib  und  a  —  ib  reciproke  <>der 
gcparte  Werte;  diefe  Benennung  ist  passend  und  daher  beizubehalten. 

fl»t«            a+ib     —     (a +  "» <«  -  #>  .,, 

Sat*  ^+iß     =     *  +  p 433- 

Beweis:    Man  vervielfache  Zähler   und  Nenner  mit  a  —  i/>,  fo 
ergiebt  fich  die  Formel  aus  431. 

a  +  ib        a        .  b 

Satz.        = |-i  —  ist  eine  Biohteinheit  oder  434, 

r  r  r 

Jede  Biohtgröse  (komplexe  Gröse),  geteilt  durch  ihren  Richtwert  ist 

eine  Biohteinheit  (eine  (komplexe  Einheit). 
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Beweis: 


Es  ist  in  der  Richtgröse  a  -f  ib  (nach  426)  der  Richt- 
wert r  =  (a*  +■  b  *)  '*,  teilt  man  nun  die  Richtgröse 
durch    diefen    Richtwert,    fo    ist    in    der   neuen  Gröse 


^.^««.((iy+djyj 


(a>+b») 


=»  —  =19  also  ist  die  neue  Richtgröse  eine  Richtein- 
r 

heit,  deren  Richtwert  1  ist,  nach  426. 

Jeder  fieht  hier  mit  dem  ersten  Blicke  auf  das  nebenstehende  rechtwink- 

a  b 

lige  Dreieck,  dass  hier  —  der  Cosinus,—  der  Sinus  des  Winkels  ß  ist,  und  dass 

Iwir  liier  unmittelbar  in   der  Richteinheit   die   Folgen  oder   Funktionen  der 
Winkel  erhalten.    Das  i  *or  dem  Sinus  zeigt  dabei  an,  dass  die  Kathete  des 

j  Sinus  fenkrecht  auf  der  des  Cosinus  steht. 

Die  folgende  Erklärung  ist  der  einlache  Ausdruck  diefes  Verhältnisses) 
felbstredend  muss,  wenn  die  Erklärung  für  alle  Winkel  auch  für  die  mehr- 
facher Ümschwenkung  gelten  foll,  den  Verhältnissen  des  Kreifes  und  der  Folgen 
des  Winkels  Rechnung  getragen  werden.  Der  Halbmesser  oder  Radius  des 
Kreises  ist  hierbei  stets  der  Richtwert  r. 

2.     Der  Winkel,  der  Sinus  und  der  Cosinus. 

435.  Erklärung.    Der  Winkel  der  Riohteinheit  heist  der  Winkel 

ß  «wischen  der  Grundfeite  und  dem  Richtwerte.    Derfelbe  wird  gleich 

Eins  gefetzt,  wenn  fein  Kreisbogen 
demRichtwerteoderdemHalbmesser 
des  Kreifes  gleich  ist. 

Der  Kreisumfang  ist  dann  2n 
oder  2  X  3,14lm65859;  er  wird  in  84 
Stunden  oder  in  360  Grade,  jeder 
Grad  in  60  Minuten,  jede  Minute 
in  60  Sekunden  geteilt  Der  rechte 
Winkel  ist  gleich  90  Grade  oder 

gleich  -^n. 

Der  echte  Winkel  ist  der  Win- 
kel innerhalb  des  einfachen  Umkrei- 
fes  oder  zwischen  +  n  und  —  n  oder 
zwischen  +  180°  und  —  180°  und  zwar  wird  diefer  einfache  Umkreis  in  4 

Rechte  geteilt    Der  erste  Pinsrechte  von  0  bis  — ,  der  zweite  Plus- 


^K — i       yk 

0  H — "^^fe-Ä"' — 
X2/   \jT7 


n 

"2" 
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rechte  von  ^  bii  n,  der  ente  ßtriohrechte  von  0  bis  —  y,  und 

der  zweite  Strichrechte  von  —  —  bii  —  n. 

Die  Gröse  des  Kreisumfanges  oder  2  x  *  ist  in  der  Formenlehre  genau 
berechnet,  wir  werden  (Liefe  Berechnung  im  folgenden  Zweige  kennen  lernen, 
hier  nehmen  wir  einfach  den  berechneten  Wert  auf. 

Die  Gröse  eines  Grades  1°,  einer  Minute  1'  und  einer  Sekunde  V  in 
Teilen  des  Halbmessers  ist 

1°  —  0*174*3392»!  1'  —  O^ooasoMtaOtM         1"  ^  0*0000414111— 

1  Es  wäre  viel  richtiger  den  Kreis  in  24  Stunden  (h),  diefe  aber  zehnteilig- 
weiter  zu  teilen.    Es  wäre  dann  1*  =  ja  n  =  Oiui7MU7?99i  und  alle  folgenden 

Teile,  alfo  j^  Stunde  = :  10». 

Erklärung.    Der  Ergänzungswinkel  (das  comp  leinen  tum)  436. 

tum  Winkel  ß  heilt  der  Winkel  (90°  —  ß)  oder/-^  —  ß  \  Der  He- 
benwinkel des  Winkels  ß  heist  der  Winkel  (180°  —  0)  oder  (rc  —  jJ). 

Die  Erklärung  ist  einfach  aus  der  Raumlehre  aufgenommen,  um  den 
Sätzen  im  Folgenden  eine  bequemere  Form  geben  zu  können. 

Erklärung.     Der  Cos  oder  der  Cosinus  ß  heist  die  ente  Zahl  437. 
der  Richteinheit,  der  Sin  oder  der  Sinns  ß  heist  die  zweite  Zahl 
der  Richteinheit  oder  der  komplexen  Einheit 

Die  Zeichen  cos  und  sin  beziehen  fioh,  wenn  keine  Klammer 
steht,  stets  auf  alle  folgenden  Ordsen  desfelben  Gliedes  bis  mm 
nAchsten  Plus-  oder  Strichxeichen. 

Man  bezeichnet  den  sinus  allgemein  mit  sin,  den  cosinus  mit  cos;  es 
empfiehlt  Ach  diefe  beiden  Funktionen  im  Deutschen  daher  kurz  den  Sin  und 
den  Cos  zu  nennen  und  die  lateinische  Endung  us  bez.  inus  fortzulassen.  Jeder 
kann  dann  den  Sin  und  den  Cos  lefen,  wie  es  ihm  beliebt. 

Die  Zeichen  sin  und  cos  find  Zeichen  von  Folgen  oder  Funktionen.  Wie 
jedes  Zeichen  einer  Folge,  beziehen  fich  auch  die  Zeichen  des  sin  und  des 
cos  stets  auf  die  folgenden  Grösen  und  zwar,  wenn  keine  Klammer  steht,  stets 
auf  alle  dem  Zeichen  folgenden  Größen  desfelben  Gliedes  bis  zum  nächsten 
Plus-  oder  Strichzeichen.  Es  folgt  diefe  Regel  aus  dem  allgemeinen  Qefetsc 
für  alle  Formelzeichen,  welche  fich  auf  die  folgenden  Orösen  beziehen. 

Es  ist  demnach  sin  2n  =  sin  (2h),  sin  (2n  -f-  1)  n  =  sin  [(2n  -j-  1)*],  da- 
gegen ist  sin  a  -j-  b  =  (sin  a)  +  b  alfo  verschieden  von  sin  (a  -f-  b).  Eine  be- 
fondere  Aufmerksamkeit  erfordern  die  Ausdrücke  sinxa,  sin*x  und  (sinx)a,  zu- 
mal hier  die  Deutschen  eine  fehlerhafte  Schreibweife  beobachten.  Zunächst  ist 
sinx3  =  sin  (xa),  hierüber  kann  ein  Zweifel  nicht  obwalten.  Dagegen  wird  das 
Zeichen  ßin3x  von  den  Deutschen  fehlerhaft  fo  gebraucht,  dass  R»  sinax  =  (sinx)* 
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fetzen,  während  die  Franzofen  sin2x  =  sin  -sinx  =  sin  (sin  x)  fetzen.  Hier  haben 
die  Franzofen  offenbar  die  richtige  Bezeichnung  gewühlt,  denn  ein3  kann  keinen 
andern  Sinn  haben  als  sin  «sin,  während  es  ganz  fehlerhaft  ist  bei  sin*x,  das 
Stufenzeichen  auf  den  ganzen  Ausdruck  beziehen  zu  wollen.  Beispielsweife 
kann  a3b  nie  gleich  (ab)3  gefetzt  werden,  alfo  auch  nicht  sinaz  =  (sinx)2.  Die 
deutsche  Schreibweife  muss  demnach  aufgegeben,  die  franzöfische  aber  einge- 
führt werden.    Auch  log3*  ist  dann  gleich  log  log  x  =  log  (log  x). 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  man  (sinx)2  am  besten  lieft  „sinx  ganz  hoch 
2U,  wo  das  ganz  bezeichnet,  dass  der  ganze  Ausdruck  hoch  2  genommen  wer- 
den folL 

438.  Satz,    cos/}  =  —  ;  sin/?  =  —  5 h  i  —  —  cos/?  +  i sin/?. 

Der  Cos  de*  Winkels  der  Biohteinheit  ist  die  erste  Zahl,  der  Sin 
des  Winkels  der  Biohteinheit  ist  die  zweite  Zahl  der  Eichteinheit 
oder  der  komplexen  Einheit 

Beweis:    Unmittelbar  aus  437. 

439.  Satz.  (cos  /?  +  i  sin  /?)  (cos  ß  —  i  sin  ß)  =  1 

cos/?  —  isin/?  = .  .     . 

Das  Zeug  zweier  Bichteinheiten  (komplexer  Einheiten),  deren  Cosinus 
gleich,  deren  Sinns  entgegengefetzt  find,  ist  eins. 
Beweis,  Unmittelbar  aus  432. 

440.  Satz.        a  +  ib  =  r  (cos/?  +  isin/?)        wo  r  =  (a2  -pb*)1'1. 
Jede  Eichtgröse  (komplexe  Gröse)  ist  gleich  dem  Richtwerte  mal  der 
Biohteinheit,  wo  cos/?  die  erste  Zahl  und  sin/?  die  zweite  Zahl  ist. 


Beweis:        Es  ist  a  +  ib  =  —  (a  +  ib) 

r 

(nach  167) 

=  '(t+4) 

(nach  180) 

=  r  (cos/?  +  isin/?) 

(nach  437). 

Satz,      (cos/?)2  +  (sin/?)2  =  l  ?  cos/?  =  (l  -(sin/?)2)1'2? 

441. 

sin/?  =  (l  —  (cos/?2))1'2 
Die  Summe  der  beiden  Quader  des  Cos  und  des  Sin  eines  Winkels 
ist  Eins. 

Beweis:     Unmittelbar  aus  434. 

442.  Sati.        cos/?  =  Mitt.[— 1, +  1]        sin/?  =  Mitt  [-  1,  +  1] 

Die  Gröse  des  Cos  und  des  Sin  aller  Winkel  ist  ein  Mittel  zwischen 

Strioheins  und  Pluseins,  diele  Gröse  eingeschlossen. 

a  b 

Beweis:    Nach  438  ist  cos/?  —  — ,  sin/?  = —    und    nach    427 

r        r  r         r 
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ist  r2=sa*  4-  b2,  *Ub  ißt  r* —  b2  =  a2  und  hier  ist  b  entweder  gleich 
Null  oder  ungleich  Null. 

Wenn  b  =  0  ißt,  fo  ist  r*  =  a2,    alfo  cosjJ  =  — ss  +•  1,  wenn 

beide  Zahlen  gleiche,    dagegen  =  —  1,  wenn  beide   entgegengefetzte 

Vorzeichen  haben. 

Wenn  b  £  0  ist,  fo  ist  r3  >  a2  nach  142.     Hier  ist  r  eine  Plus- 

gröse.     Sei  nun  auch  a  eine  Plusgröse,   fo  ist  nach  377  auch   r  >  a, 

a  a 

mithin  ist  —  nach  205  eine  echte  Bruchzahl,   d.  h.  — nach 206 klei- 
r  r 

ner  als  Eins  oder  ein  Mittel  zwischen  0  und  -+-  1. 

Sei  a  eine  Strichgröße,    fo  ist  der  Zahlenwert  von —   eine    echte 

r 

Bruchzahl  kleiner  als  Eins,  alfo  die  Gröse  — felbst  ein  Mittel  zwischen 
0  und  —  1.     Was  alfo  auch  —  für  ein  Vorzeichen  habe,  fo  ist  stets 


cos0  ==  —  zwischen  den  Grenzen  —  1  und  ■+"  1-    Ganz  ebenfo  folgt, 
dass  sintfs —  stets  zwischen  den  Grenzen  —  1  und  +  1  ist. 

r  r 

Der  Satz  folgt  fehr  leicht  aus  der  Anschauung  im  Kreife.  Jede  Sehne  im 
Kreife  ist  kleiner  als  der  Durchmesser  oder  gleich  dem  Durchmesser*,  die  auf 
dem  Durchmesser  renkrechte  halbe  Sehne  ist  ebenfo  kleiner  bis  gleich  mit 
dem  Halbmesser.  Ebenfo  folgt  der  Satz  leicht  aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke, jede  Kathete  ist  kleiner  als  die  Hypotenufe. 

Um  die  Werte  von  cosj9  und  sin/9  zu  bestimmen,  müssen  noch  die  Fest- 
fetzungen getroffen  werden,  wann  eine 
diefer  Formeln  etwa  der  Sin  den  Wert 
gleich  Null  haben  foll.  Wie  jeder  leicht 
aus  der  Anschauung  im  Kreife,  d.  h. 
hier  aus  der  nebenstehenden  Zeichnung 
erÄeht,  ist  für  die  Winkel  0  und  n 
der  Sin  gleich  Null.  Da  der  einfache 
Umkreis  2;r  beträgt,  fo  hat  der  Winkel 
2.*r  +  0  wieder  denfelben  Wert  wie  ß 
und  And  auch  der  Sin  und  der  Cos 
wieder  diefelben. 

Ebenfo  muss  festgesetzt  werden, 
welches  Vorzeichen  der  Sin  und  der 
Cos  haben  follen.  Wie  eine  leichte  Be- 
trachtung der  nebenstehenden  Zeichnung 
zeigt,  hat  der  Sin  in  den  Plusrechten 
Pluszeichen,  in  den  Strichrechten  Strich- 
E.  OrMMMon  Zahlwtehr«.  12 
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zeichen;  dagegen  hat  der  Cos  in  den  beiden  ersten  Rechten  (dem  ersten  Pins- 
rechten  nnd  dem  ersten  Strichrechten)  Pluszeichen,  in  den  beiden  zweiten 
Rechten  Strichzeichen.  Hieraas  ergiebt  Ach,  dass  wir  für  den  entgegengesetzten 
Winkel  den  Sin  entgegengefetzt,  den  Cos  dagegen  gleich  fetzen  müssen  and 
dass  wir  für  den  Nebenwinkel  den  Sin  gleich,  den  Cos  aber  entgegengefetzt 
fetzen  müssen,  wenn  wir  mit  den  Gefetzen  der  Winkelfunktionen  oder  Winkel- 
folgen übereinstimmen  wollen.    Hiernach  ergiebt  Ach  folgende  Erklärung. 

443.  Erklärung.    Wenn   n  eine  ganze  Zahl  ist,  fo  fetzen  wir  den 
Sin  oder  den  Sinns  des  Winkels  nnr  gleich  HulL 

Der  Sin  and  der  Cos  haben  im  ersten  Plusrechten  einen  Pluswert. 

Der  Sin  des  entgegensetzten  Winkels  ist  der  entgegengefetzte 
Wert;  die  Cose  der  entgegengefetzten  Winkel  find  gleich. 

Die  Sine  der  Hebenwinkel  find  gleich;  der  Cos  des  Beben- 
Winkels  ist  der  entgegengesetzte  Wert. 

444.  Satz.  sin  (— ß)  =  —  sin/S        cos  (— ß)  =  cos0 

Der  Sin   des  entgegensetzten  Winkels  hat  den  entgegengefetzten 
Wert.     Die  Cose  entgegengefetzter  Winkel  find  gleich. 
Beweis:    Unmittelbar  aus  443. 

445.  Satz.        sin  (180°— ß)  =  sin0        cos  (180°— 0)  =  —  cos/». 
Die  Sine  der  Hebenwinkel  find  einander  gleich.     Der  Cos  des  Heben- 
winkels hat  den  entgegengefetzten  Wert. 

Beweis:    Unmittelbar  aus  443. 

446.  Satz.    Der  Sin  hat  einen  Pluswert  in  den  beiden  Plusrechten, 
einen  Strichwert  in  den  beiden  Strichrechten. 

Der  Cos  hat  einen  Pluswert  in  den  ersten  beiden  Rechten  (dem 
ersten  Plusrechten  und  dem  ersten  Strichrechten),  einen  Strichwert  in 
den  zweiten  beiden  Rechten. 

Beweis:  Der  Sin  hat  nach  443  einen  Pluswert  im  ersten  Plus- 
rechten und  da  die  Nebenwinkel  nach  445  gleichen  Sin  haben,  auch 
im  zweiten  Plusrechten,  d.  h.  in  den  beiden  Plusrechten.  Dagegen 
hat  der  Sin  einen  Strichwert  in  den  beiden  Strichrechten,  da  entge- 
gengefetzte Winkel  nach  444  entgegengefetzten  Sin  haben. 

Der  Cos  hat  nach  443  einen  Pluswert  im  ersten  Plusrechten  und 
da  die  entgegengefetzten  Winkel  nach  444  gleichen  Cos  haben,  auch 
im  ersten  Strichrechten,  mithin  in  den  ersten  beiden  Rechten.  Dagegen 
hat  der  Cos  einen  Strichwert  in  den  zweiten  beiden  Rechten,  da 
nach  445  Nebenwinkel  entgegengefetzten  Cos  haben. 

447.  Satz,     cos  (-0)  +  isin  (-£)  =  cos/?  —  isin/J  =— — __ 
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Die  Riohteinheiten  (die  komplexen  Einheiten)  entgegengefetzter  Winkel 
haben  den  umgekehrten  Wert. 

Beweis:      cos  (— /?)  +  'sin  C — ß)  ==  CO80  —  isin0      (nach  444) 

=  — »   *  .  .    a    (nach  439). 
cos  ff —  isin/? 

8ati.  «8. 


cos  (180°— ß)  +  isin  (180°— ß)  =  —  oos/J  +  isin/J  = 


oos/9  +  isin/? 

eos  (180°  +ß)  +  isin  (180°+  0)  =  —  cos/?  —  isin0=  —  (cos/*  +  isin/J) 
Die  Riohteinheiten  (die  komplexen  Einheiten)  der  Hebenwinkel  haben 
den  entgegengefetzten  und  zugleich  den  umgekehrten  Wert . 

Sati.     sin  n  TT  =  0     ;    cos2n?r  =  l     ;     oos  (2n  +  l)nr=  —  1  **9- 
wo  n  eine  ganze  Zahl. 

Der  Sinns  des  Winkels  von  n  n  ist  Null,  der  Cosinus  des  Winkels 
von  2nn  ist  -f  1»  der  von  (2  n  +  1)  **  i»t  —  1,  fofern  n  eine  ganze 
Zahl  ist. 

Beweis:  Der  ersCe  Teil  des  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  442, 
danach  ist  sin  nn  =  0.  Nun  ist  aber  nach  441  auch  (cos n fr)? 
+  (sinn7r)2  =  1,  mithin,  da  sinn/r  =  0,  fo  ist  (cosn^r)3  =  1,  alfo 
cos  n  TT  =  +  1  nach  157.  Nun  haben  wir  in  446  bewiefen,  dass  der  Cos 
in  den  ersten  beiden  Rechten  (im  ersten  Plusrechten  und  im  ersten 
Strichrechten)  eine  Pluszahl,  in  den  zweiten  beiden  Rechten  eine 
Strichzahl  ist;  demnach  ist  cos  2 n n  =  -f-  1  und  cos  (2n+i)n:  =  —  1. 

Satz.    Wenn  zwei  Richtgrösen  (zwei  komplexe  Grosen)  gleioh  450. 
find,   fo   find   anoh  ihre  Richtwerte   und  ihre  eohten  Winkel  gleich 
und  dürfen  fioh  die  unechten  Winkel  nur  um  2nrr  Winkelraum  un- 
terscheiden, wo  n  eine  ganze  Zahl.     Oder  Annahme 

a(cosa  -f  isinct)  =  b(oos0  +  isinß),  wo  a  und  b  £  0, 

a  und  ß  =  Mitt.  [+  n,  —  ii\         Folgerung  a  =  b,  a  =  ß 

Beweis:  1.  Da  die  Richtgrösen  gleich  find,  fo  find  nach  426 
auch  ihre  entsprechenden  Zahlen  gleich,  alfo  auch  die  Plus  werte,  d.  h. 
nach  427  auch  a  =  b. 

2.     Die  Gleichung  der  Annahme  wird  demnach 
a  (cos  a  +  i  sin  a)  =  a  (cos  ß  +  i  sin  ß%  mithin  da  a  £  0  ist  auch 
cos  a  +  i  sin  a  =  cos  ß  +  i  sin  /?,  alfo  nach  426  b  auch 
coeo  =  cos/9  und  sina  =  sin/?. 

Wenn  nun  die  Winkel  a  und  ß  echt  find,  d.  h.  zwischen  n  und  —  n 
liegen,  und  die  Cosinus  gleich  find,  fo  müssen  die  Winkel  entweder  gleich  oder 
einander  entgegengefetzt  fein.    Letzteres  ist,  wenn  die  Winkel  nicht  gleich  0  oder 

12» 


451.  ZahleDlehre.  180 

n  find,  nicht  möglich,  da  entgegengefetzte  Winkel  entgegengefetzten  Sinns  haben, 
und  alfo  dann  ein  a  und  sin  ß  einander  entgegengefetzt  fein  würden,  was  gegen 
die  Annahme  ist-,  alfo  ist  nur  das  entere  möglich,  d.  h.  a  =  ß. 

Wenn  aber  einer  der  Winkel,  z.  B.  a  gleich  0  oder  i\  ist,  fo  ist  fein 
Cosinus  im  ersteren  Falle  1,  im  letzteren  —  1,  alfo  auch  cos  ß  im  ersteren  Falle 
+  1,  im  letzteren  —  1,  alfo  auch  ß  im  ersteren  Falle  null,  im  letzteren  n.  Alfo 
auch  in  diefen  Fällen  a  =  ß.  —  Wenn  a  und  ß  auch  unechte  Winkel  fein 
dürfen,  fo  können  Ae  fich,  da  fowohl  ihr  Sinus  als  ihre  Cofinus  gleich  And, 
nur  um  eine  ganze  Anzahl  von  Winkelräumen,  d.  h.  um  2n?r  unterscheiden. 
*51-  Satz,    (oosa  -f  isina)(cos0  +  isin/?)  =  cos(a  +  /?)+• isin<a+0). 

Statt  zwei  Richteinheiten  (komplexe  Einheiten)  mit  einander  zu  ver- 
vielfachen, kann  man  ihre  Winkel  zufügen.  Das  Zeug  oder  Produkt 
ist  wieder  eine  Richteinheit. 

Beweis:  Nach  431  ist  das  Zeug  oder  Produkt  der  Richteinheiten 
(C08O  -}-  ißina)  (cos/?  -+*  ißin/S)  = 
=  [(cosa)  cos/?  —  (sina)  sin/?]  +  i  [(sina)  cos/?  -f-  (cosa)  sin/?]. 
Und  hier  ist  nach  431  der  Richtwert  des  Zeuges  das  Zeug  der  Richt- 
werte der  Fache  oder  Faktoren.  Da  nun  die  Fache  Richteinheiten 
find,  fo  ist  der  Richtwert  jedes  Faches  nach  426  gleich  Eins,  alfo  der 
Richtwert  des  Zeuges  gleich  1*1  =  1  nach  97,  mithin  das  Zeug 
oder  Produkt  eine  Richteinheit,  alfo  von  der  Form  cosy  +  isiny, 
wo  y  eine  Folge  von  a  und  ß  alfo  y  =  ao/?,  wo  noch  die  Bedeu- 
tung der  Knüpfung  zu  bestimmen  bleibt.     Es  ist  alfo 

(cosa  +  isina)  (cos/?  +  isin/?)  =  cos  (ao/?)  +  isin  (ao/J) 
und   zwar  find    nach    426    die  ersten  Zahlen   gleich   und   ebenfo    die 
zweiten,  alfo: 

cos  (ao/?)  =  (cos  a)  cos  ß  —  (sin  a)  sin  ß 
sin  (ao/?)  =  (sina)  cos/?  -f  (cosa)  sin/?. 

Um  nun  die  Bedeutung  der  Knüpfung  zu  bestimmen,  fetzen  wir 
erstens  a  =  0;  dann  ist  nach  449  sina  =  Ö  ,  cos a  =  1,  alfo 

cos  (0o/?)  =  cos/?  sin  (0o/?)  =  sin  /?. 

Wir  fetzen  zweitens  ß  =  0;  dann  ist  sin/?  =s  0  ,  cos0  =  1,  alfo 

cos  (aoO)  =  cosa  sin  (aoO)  =  sina. 

Die  Knüpfu ng   ao/?  ist  alfo  die  Knüpfung,    für  welche  Null   die    nicht 
ändernde  Gröse  ist,  d.  h.  die  Knüpfung  ist  die  Zufügung  oder  Addition 
nach  71.     Es  ist  demnach 
(cosa  +  ißina)  (cos/?  -j-  isin/?)  =*  cos  (a  4-  /?)  +  isin  (a  -f  £)• 

Man  hätte  den  Satz  auch  leicht  aus  den  Formeln  der  Trigonometrie  für 
den  Cos  und  den  Sin  der  Summe  der  Winkel  ableiten  können;  aber  unfer 
Weg  ist  einfacher  und  kürzer  und  daher  vorzuziehen,  zumal  dabei  keine  Hülfs- 
fätze  aus  andern  Wissenschaften  vorausgefetzt  werden. 
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Für  diejenigen,  welchen  die  Sätze  der  Trigenometrie  geläufiger  find,  lasse 
ich  hier  noch  die  Ableitung  aus  der  Trigonometrie  folgen:  Es  ist  nach  der 
Trigonometrie 

cos  (o  +  /J)  =  (cos  a)  cos0  —  (sina)  sin/J 
sin  (o  -(-  ß)  =  (sina)  cos/S  +  (cosa)  sin/5  \  mithin  ist 
cos  (a  +  0)  -j-  isin  (a  -(-  ß)  = 

—  [(cosa)  cosp  —  (sina)  sinjJ]  +  i  [(sina)  cos0  +  (cosa)  sin/S] 
=  (cosa  -f-  isina)  (cos/i  +  isin/9). 
Will  man  den  echten  Winkel  des  Zeuges  (Produktes)  finden,  fo  muss  man 
falls  nicht  schon  die  Summe  der  Winkel  zwischen  -n  und  —  n  liegt,  fo  oft 
2n  hinzufügen  oder  abziehen,  bis  der  Rest  jener  Bedingung  genügt.  Das 
Zufügen  oder  das  Abziehen  von  2  n  =  360°  Ändert  bekanntlich  in  dem  Werte 
der  Sinus  und  Cosinus  nichts,  alfo  auch  nichts  in  dem  Werte  der  Richtgröse. 

Satz,     cos  (a  +  ß)  =  (cosa)  cos/?  —  (sina)  sin/?  452. 

sin(a  ■+-  ß)  =  (ftina)  cos/?  +  (cosa)  sin/?. 
Der  Cos  der  Summe  zweier  Winkel  ist  gleich  dem  Zeuge  der  Cose 
weniger  dem  Zeuge  der  Sine. 

Der  Sin  der  Summe  zweier  Winkel  ist  gleioh  der  Summe  der  beiden 
Zeuge  aus  dem  Sin  des  einen  und  dem  Cos  des  andern  Winkels 

Beweis:    Nach  451   ist 
cos  (a  +  /?)  +  isin  (a  -f  /?)  =  (cosa  +  isina)  (cos/?  +  isin/?) 
=  [(cosa)  cos/?  —  (sina)  sin/?]  +  i  [(sina)  cos/?  -f-  (cosa)  sin/?]. 

Nach   426    müssen  hier   die    ersten   Zahlen    einander    gleich  und 
ebeofo  die  zweiten  Zahlen  einander  gleich  fein;  alfo  ist 
cos  (a  +  ß)  =  (cosa)  cos/?  —  (sina)  sin/? 
sin  (a  +  /?)  =  (sina)  cos/?  +  (cosa)  sin/?. 
Satz.        cos  (a  —  /?)  =  (eosa)  cos/?  +  (sina)  sin/?  453. 

sin  (a  —  /?)  =5  (sin a)  oos 0  —  (cosa)  sin/?. 
Der  Cos  des  Unterschieds  zweier  Winkel  ist  gleioh  der  Summe  von 
dem  Zeuge  der  Cos  und  dem  Zeuge  der  Sin. 

Der  Sin  des  Unterschieds  zweier  Winkel  ist  gleioh  dem  Zeuge  aus 
dem  Sin  des  ersten  mit  dem  Cos  des  zweiten  Winkels  weniger  dem 
Zeuge  aus  dem  Cos  des  ersten  mit  dem  Sin  des  zweiten  Winkels. 

Beweis:    Man  fetze  in  den  Formeln  des  Satzes  452  +  /?s=  —  y 

und  fetze  nach  444  sin  (— y)  =  —  siny  cos  (— y)  =  cosy,  fo  folgt 

cos  Ca—y)  =  (cosa)  •  cos  (— y)  —  (sina)  •  sin  (— y)  (nach  533) 

=  (cosa)  •  cosy  +  (sina)  siny  (nach  525) 

sin  (— y)  =*  (sina)  •  cos  (— y)  +  (cona)  sin  (— y)  (nach  533) 

=  (sina)  •  cosy  —  (cosa) siny  (nach  525). 

Satz.    sin2a  =  2  (sina)  cosa  454. 

oos  2  a  =  (cos  a)*  —  (sin  a)2  =  1—2  (sin  a)2  =  2  (cos  a)2  —  1. 
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Der  Sin  des  doppelten  Winkels  ist  gleich  dem  doppelten  Zeuge 
ans  dem  Sin  und  Cos  des  einfachen  Winkels. 

Der  Cos  des  doppelten  Winkels  ist  gleich  dem  doppelten  Quader 
vom  Cos  des  einfachen  Winkels  weniger  Eins. 

Beweis:  Die  ersten  beiden  Formeln  folgen  unmittelbar  aus  452, 
wenn  man  a  statt  ß  fetzt.  Die  letzten  beiden  Formeln  folgen  aus 
der  zweiten  Formel,  wenn  man  nach  442  (cosa)a  =  1  — (sina)*,  bez. 
(sin  a)a  =  1  —  (cos  a)2  einführt. 

455.  Satz.     Der  Sin  und  der  Cos  des  halben  Winkels 

.    a         ,   /l  —  cosay/2  a  /l  +  cosaV/a 

Beweis:    Unmittelbar  aus  454.     Es  ist 

cos2a=l  —2  (sina)*  =  2(cosa)2—  1; 

wenn   man   a  =  -—■  fetzt,  dann  ist 

cosy=l  —  2l8in~-j  ;  alfo  (shi-^-)   =  - — -  und 

sin-|-=  +  (~~~!r/       Und  ebenfo  fo]& 

456.  gfttz.         00i(n  +  ^»„o    ;    sin  (»n+ */,)*=  1    ; 

sin(2n— l/»)**  =  —  1 
wo  n  eine  ganze  Zahl. 

Der  Cos  des  Winkels  von  (n  +  '/») n  igt  Nul1)  der  Sin  des  Winkels 
▼on  (2n  +  */,)*  ist  +  1,  der  von  (2n  —  i/2)rr  ist  — 1,  fofem  n 
eine  ganze  Zahl  ist. 

Beweis:     Nach  455  ist  cos    *  =  +  /L±i2^l/s 

=  ±  O-^-Y*  =  <>  (nach  449). 

Ebenfo  ist  cos  I —  -=- \  =  cos  —  =  0  (nach  444). 

Nach  536  ist  sin  *-  ± (Lz^*)1/'  _  ±  (i+i)1'"  -  ±  1 

(nach  449). 
Aber  nach  527  hat  der  sin  -^-  einen  Pluswert,  alfo  ist  sin  ~tc-=  +  1 
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dagegen   ißt   sin    (  —  -«-)  = — sin  ir  =  —  *  (nach  450). 

Die  Vergrößerung  der  Winkel  um  2  n  n  ändert  nach  450  die  Sin  und 
Cos  nicht;  mithin  gilt  der  Satz  ganz  allgemein. 

Satz.  cos  90°  =  0  lin  90°  =  1-  457. 

Der  Cos  90°  ist  Null,  der  Sin  90°  ist  Eins. 

Beweis:    Unmittelbar  aus  456. 

Satz.  cos  46°  =  sin  46° *  —  ij,  (2)'2'  45g 

2 
Der  Cos  46°  und  der  Sin  46°  find   einander  gleich  und   zwar  ein 
jeder  gleich  der  Hälfte  von  zwei  in  der  ein  halbten. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  455,  wenn  man  a=  90°  fetzt  und 
beachtet,  dass  cos  90°  =  0  nach  457  ist. 

Satz.    Der  Cos  x  wächst  von  —  1  bis  +  1  für  den  Winkel  x  459 
Ton   (2n  —  l)n  bis  tun  und  er  nimmt  ab  von  +  1  bis  —  1  für 
den  Winkel  x  von  2nrc  bis  (2n  -f-  1)7*. 

Der  Sin  x  wächst  von  —  1  bis  -f  1  ftr  den  Winkel  x  von 
(2n  —  i/j)jr  bis  (2n  +  ^J»  und  er  nimmt  ab  von  +  1  bis  —  1 
ftr  den  Winkel  x  von  (2n  +  */a)^  bis  (8n  +  l1/»)*. 

Beweis:  Nach  442  find  coex  und  sinx  in  den  Grenzen  zwischen 
—  1  und  +  1;  ihr  kleinster  Wert  ist  alfo  —  1,  ihr  gröster  ist  +  1. 
Nach  449  ist  cos  (2n  +  1)7*  =  —  1  der  kleinste,  cos  2n7r  =  +  1 
der  gröste  Wert  des  Cos.  Nach  457  ist  ein  (2n  —  */,)*■  =  —  1 
der  kleinste,  sin  (2n  +  x\i)n  =  4-1  der  gröste  Wert  des  Sin. 
Hieraus  wie  aus  452  bez.  453  ergiebt  lieh  der  Satz. 

Satz.  cos  (90°  —  et)  =  oos  (-^  —  a  \  =  sina  460 

sin  (90°  —  a)  =  sin  (  -= a  \  «=  oos  a. 

Der  Sin  eines  Winkels  ist  gleich  dem  Cos  feines  Ergänzungswinkels 
und  der  Cos  eines  Winkels  ist  gleich  dem  Sin  feines  Ergänzungs- 
winkels. 

Beweis:      cos  i-= —  a\  =  l608"^- )  C08<*  +  (fiin  -q-V  ßin« 

(nach  453) 
=  sin  a  (nach  456) 

sin  I -^ a  \  =  (sin— Vcosa  —  (C08~ö~)  "na 

(nach  453) 
=  cosa  (nach  456). 
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Der  Satz  ist  an  der  nebenstehenden  Zeichnung  im  rechtwinkligen  Dreiecke 
ungemein  anschaulich. 

461 .  Satz.        oos a  -f  [i sin  a  =  sin  (90°  —  a)  +  i  cos  (90°  —  a). 

Die  Eichteinheiten  (die  komplexen  Einheiten)  der  Ergänzungswinkel, 
vertauschen  die  erste  Zahl  mit  der  zweiten  Zahl. 

462.  Satz.     co%  (Oi  +  a2  +  •  •  +  an)  +  isin  (ctt  +  a*  +  ••+««)  = 
=  (cosai  -f-  isinai)(oosaa  +  isina2) (cosctn  +  isina*). 

Statt  mehre  Richteinheiten  (komplexe  Einheiten)  mit  einander  zu 
vervielfachen,  kann  man  ihre  Winkel  zufügen.  Das  Zeug  oder  Pro- 
dukt ist  wieder  eine  Richteinheit. 

Beweis:    Angenommen    der   Satz   gelte   für   am,    alfo    Annahme 

(cos Oi  +  isinaO  (cosc^  +  isina^)*  •  -(cosam  +  isinam) 
=  cos  (Oi  +  at  -f  •  •  •  -f-  am)  -f  i  sin  (oi  +  a%  +  •  •  •  +  am) 
fo   foll   bewiefen   werden,    dass   er  auch  für  am-hi    gelte.     Man   fetze 
<*i  +  <*a  +  ■  •  +  <*m  =  ß,  fo  ist  nach  451 

(cos/?  +  i  sin  0)  (cos  am+i  +  i  sin  am-fi)  =*  cos  (0  +  am+i) 
+  isin(0  +am+i). 
Fuhrt  man  nun  statt  cos  ß  ■+-  i  sin  ß  auf  der  linken  Seite  den  Wert 
nach  der  Annahme,  auf  der  rechten  Seite  für  ß  den  Wert  Ot  +  a2 
+  •  •  •  +  am  ein,  fo  folgt  der  zu  beweifende  Satz  für  a^i  unmittelbar. 
Nun  gilt  der  Satz  für  mr=2,  mithin  auch  für  jede  folgende  Zahl, 
alfo  auch  fortschreitend  für  m  =  u. 

Auch  hier  muss  bemerkt  werden,  dass,  wenn  man  den  echten  Winkel 
des  Zeuges  (Produktes)  finden  will,  dass  man  dann,  falls  nicht  schon  die 
Summe  der  Winkel  zwischen  n  und  —  n  liegt,  fo  oft  2  n  hinzufügen  oder  ab- 
ziehen muss,  bis  der  Rest  jener  Bedingung  genügt.  Das  Zufügen  oder  das  Abziehen 
von  2  7i  ==  360°  ändert  bekanntlich  in  dem  Werte  der  Sinus  und  Cosinus  Nichts, 
alfo  auch  Nichts  in  dem  Werte  der  Richtgröse. 

463.  Satz,  cos  n  a  -f  i  sin  n  a  =  (oos  et  -f-  i  sin  o)n  wo  n  eine  ganze  Zahl. 
Statt  eine  Richteinheit  (komplexe  Einheit)  zu  einer  ganzen  Zahl  zu 
erhöhen  (zn  potenziren)  kann  man  ihren  Winkel  mit  diefer  Zahl  ver- 
vielfachen. 

Beweis:  1.  Für  n  =  0  folgt  der  Satz  einerfeits  aus  319,  dass 
(cosa  +  isina)°=  1  und  andrerfeits  aus  449,  dass  cos0  =  l  und 
sin 0  =  0,  alfo  cosOa  +  isin|0ct  =  1. 

2.  Für  n  gleich  einer  Pluszahl  folgt  der  Satz  aus  462. 

3.  Für  n  gleich  einer  Strichzahl  fetze  n  =  —  m,  fo  ist 

cos  na  +  isinna  =  cos(—  ma)  +  *s*n  ( — ma)  =  cosma  —  isinma 

(nach  444) 
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=  (cosa —  isina)"*  (nach  463,0 

=  ( i Y  (nach  440) 

\cosa  +  ißina/ 

=  (cos  a  +  i  ein  a)~m  =  (cos  a  +  i  sin  a)0 

(nach  332). 

Satz,     cos  n x  =a  (cos  x)0-1  —  *(n7  }  (cos x)0-*  (sin  x)8  464. 

,  n(n— l)(n— 2)(n— S),        .„_*,.     „. 
+  t7~g  .3.4      <0°" xy^     <«")* 

=ä=  S  (—1)*  nM  (cot xy-»"  •  (■inx)»4 
sinnx  -4.  s  (oosx)»-x  sinx  —  °(n~^)(n~-(oo8x— »Xrinx)» 
+  n<n--l)(B--2)(n-3)(n-4)  (<jo8x)ll_6  ^  _  . . 

^  8  (-1)*  n-**1  (oosx)*-<*+i)  (sinx)*H-i 

w  V1       ^  n  (n— 1)  (n— 8)  •  •  •  (n— m+1) 

wo  n  eine  ganze  Zahl  und  nm  =  t~±-t — ^= — - L-i. 

1-  8  •      3  •  •  •  m 

Beweis:    cosnx  ■+-  isinnx  =  (cosx  +  ißinx)0  (nach  463) 

=  (cos  x)0  +  i . n  (cos x)0-1  sin  x  —  n-8  (cos x)0"*  (sin  x)8 

—  in-»  (cosx)0-8  (sin x)H (nach  393) 

=  (cos  x)n  —  n*8  (cos  x)0~a  (sin  x)8  +  n*4  (cos  x)0-4  (sin  x)4  —  •  •  • 

-f-  i  [n(cosx)0-1  sinx — n*8  (cosx)0-8  (sinx)8+n'5(cosx)0""5(sinx)5 ] 

Da  nun  nach  426  in  den  beiden  Richjteinheiten  die  ersten  Zahlen  ein- 
ander gleich  fein  müssen  und  ebenfo  auch  die  zweiten  Zahlen  ein- 
ander gleich  fein  müssen,  fo  folgt 

cos  nx  =    (cos  x)n  —  n*8  (cosx)0-*  (sin  x)8  -f-  ir4  (cos  x)0-4  (sinx)4 

sin  nx  ss  n  (cosx)0-1  sinx  —  n*8 (cosx)0-8  (sinx)8 

+  n,s  (CO6X)0-8  (sinx)5 

Beispiele:    sin2x=?2  (cosx)  sinx 

sin  8x  =  8  (cosx)3  sin x  —  (sinx)9  =  8  sinx  — -  4  (sin  x)3. 
Satz.      [a(cosa  +  isina)Ja  =s=an  (cos na  +  isinn  a),  wo  n  eine  465. 
game  Zahl. 

Statt  eine  Richtgröse  (komplexe  Gröse)  n  einer  ganzen  Zahl  zu  er- 
höhen (m  potenxiren)  kann  man  ihren  Richtwert  m  diefer  Zahl  er- 
höhen und  ihren  Winkel  mit  diefer  Zahl  vervielfachen. 

Beweis:    [a(eosa  +  isina)]n=  an(coea  +  isina)0     (nach  326) 

=  an  (cos na  +  i sin  na)  (nach  463). 
3.     Die  Tangente,  die  Cotangente  und  die  Winkeltafeln. 

Erklärung.      Die   Tan    oder    die    Tangente    eines   Winkels  466. 
heist  der  Sin  geteilt  durch  den  Cos  des  Winkels.    Die  Cot  oder  die 
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Cotange  eines  Winkels  heist  der  Cos  geteilt  durch  den  Sin  des 
Winkels. 

Die  Zeichen  tan  und  eot  find  Folgen  oder  Funktionszeichen,  fie  be- 
ziehen fich  daher,  wenn  keine  Klammer  steht,  stets  auf  alle  folgen- 
den Orösen  desfelben  Gliedes  bis  zum  nächsten  Plus-  oder  Strich- 
zeichen. 

Auch  hier  gilt  die  Bemerkung  zu  437. 

467.  Sat«.     t^-Jjjg  ;  **ß-%*  i  cot/»=      -L-  auch 

1+(tan«,==(l^ 

Die  Tan   eines  Winkels  ist  gleich   dem  Sin  geteilt  durch   den   Cos 
des  Winkels;  die  Cot  eines  Winkels  ist  gleich  dem  Cos  geteilt  durch 
den  Sin  des  Winkels.    Die  Cot  ist  der  umgekehrte  Wert  der  Tan. 
Beweis:    Unmittelbar  aus  466. 

Ferner  iet  1  +  (tan  fl>  =  1  +  £»gf-  (flM?  +  ^fl'  *- 

^  ^        *J  ^  (COS/?)*  (CO80)*  (COB/J)» 

Und  ebenfo  ist  1  +  (cot/?)»  =  — -— ~. 

(sin/?)* 

468.  Satz.        tan  (— /?)  =  tan  (180°-£)  =  -  tan/9 

cot  (— /?)  =  cot  (180°— £)  =  —  cot/?. 
Die  Tan  und  die  Cot  des  entgegengefetzten  Winkels  und  ebenfo  die 
Tan  und  die  Cot  des  Nebenwinkels  haben  den  entgegengefetzen  Wert 
Beweis:    Unmittelbar  aus  444  und  445. 

469.  Satz.  Die  Tan  und  die  Cot  haben  einen  Pluswert  im  ersten 
Plusrechten  und  im  zweiten  Strichrechten,  dagegen  einen  Strichwert 
im  zweiten  Plusreohten  und  im  ersten  Strichrechten. 

Beweis:    Unmittelbar  aus  446. 

ji*a  «  *     *     r     ,   an       tana-f  tan0     4     ,       *k       taaa  —  tantf 

470.  Satz,  tan  (o  +  ß)  = , —         ^    rQ  \  tan(a— ß)  =r-m ^r^ 

r        l--(tana)tan/?  rJ     l+(tana)tan0 

Die  Tan  der  Summe  zweier  Winkel  ist  gleich  der  Summe  der  Tane 
beider  Winkel  geteilt  durch  den  Unterschied  von  1  weniger  dem 
Zeuge  der  beiden  Tane.  Die  Tan  des  Unterschieds  zweier  Winkel 
ist  gleich  dem  Unterschiede  der  beiden  Tane  geteilt  durch  die  Summe 
Ton  1  und  dem  Zeuge  der  beiden  Tane. 

Beweis:    Man  teile  Zähler  und  Nenner  durch  (cosa)  cos/?  dann 
wird  tan  (a  ±  /?)  =  sin  (a + /?)  :  cos  (a  ±  ß)  (nach  467) 
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=  [(sina)  cos/?  +  (cosa)  •  sin/?]  :  [(cosa)  cos/?  +  (sina)  sin/?] 

(nach  452,  453) 

[(sina)  cos/?      (cosa)  sin/?"!     T(cosa)  cos/?  _  (sina)  sin/?-| 
(cosa)  cos/?  —  (cosa)  cos/?  J  '  I  (cosa)  cos/?      (cosa)  cos/?J 

(nach  167) 
=  [tana  +  tan/?]  :  [1  +  (tana)  tan/?]  (nach  167) 

2  tana 
Satz.        tan8a  =       ""    -  471. 

1— (tana)1 

Die   Tan   des   doppelten  Winkels  ist  gleich  der  doppelten  Tan  des 

einfachen  Winkels  geteilt  durch  den  unterschied  von  1  weniger  dem 

Quader  der  Tan. 

Beweis:    Unmittelbar  aus  470. 

Sati.    Die  Tan  des  halben  Winkels  tan-£=  ,  ***"     =^Zg?^  472. 

2       1-fcota         sina 


Beweis:    (tan£)   =| ^|  =,   ,^  (nach  455) 


Dies  nach  182  mit  1  +  cosa  erweitert  giebt 

(«V       (1— cosa)  (1+ cosa)       1 — (cosa)2  (sina)2 


l+cosa)  (1+cosa)       (1+cosa)2       (1+cosa)2 

(nach  441) 
Dagegen  nach  182  mit  1  —  cosa  erweitert  giebt 

1  — cos a)  (1  —  cos a)      (1  —  cos a) 2       (1— cosa)2 


\       2/        (1. 


i+cosa)(l— cosa)       1 — (cosa)2  (sina)2 

(nach  441). 

Sati.  473. 

tan  n7r  =  0  =  cot(n+1/a)rc    ;   tan  (n+^j)^  =  oo  =oot  nn 
Die  Tan  des  Winkels  nn  und  die  Cot  des  Winkels  (n-f1/,)^  Und 
Hüll;  dagegen  find  die  Tan  des  Winkels  (n-p/d"  und  **•  Cot  des 
Winkels  nrr  unendlich. 

Beweis:    Unmittelbar  aus  449  und  456. 

Sati.    Die   Tan   wächst  in  allen  Winkelr&nmen  von  —  eo  bis  474. 
+  od  und  zwar  für  den  Winkel  von  (n — 1/1)tt  bis  (n-f1/*)"* 
Die  Cot  nimmt  in  allen  Winkelränmen  ab  und  swar  von  +  oo  bis 
—  od  und  swar  für  den  Winkel  von  nn  bis  (n+l)*r. 

Beweis:  Das  Vorzeichen  der  Tan  und  Cot  ergiebt  fich  aus 
469,  die  Winkel,  wo  die  Tan  und  Cot  unendlich  find  aus  473; 
daraus  folgt  der  ganze  Satz. 
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475.  ßati.         oot  (90°  —  et)  =  cot  (^  —  a\  =  tana 

tan  (90°  —  a)  =  tan  (  —  —  a  \  =  cota. 

Die  Tan  eines  Winkels  ist  gleioh  der  Cot  feines  Ergänzungswinkels 
und  die  Cot  eines  Winkels  ist  gleich  der  Tan  feines  Ergäniungs- 
winkels. 

Beweis:    Unmittelbar  aus  460. 

Zum  Schluss  der  Lehre  van  den  Winkelfolgen  lasse  ich  noch  eine  Ueber- 
flcht  über  das  Wachten  und  die  Vorzeichen  diefer  Winkelfolgen  in  den  ver- 
schiedenen Winkelräumen  folgen. 

Ueberficht  des  Wachfene  und  der  Vorzeichen  der 
Winkelfolgen. 

476.  ßati.    Es  waehfen 

für  x  von  (2n  —  *\i)n  bis  (2n  -f  lj2)n  die  sinx  von  —  1  bis  -h  1 

Ar  x  von  (2n  —  l)n  bis  2nn  die  oosx  von  —  1  bis  +  1 

ftr  x  von  (n  —  1ji)n  bis  (n  +  x\%)n  **•  tanx  von  —  od  bis  +  od 

Es  nehmen  ab 
für  x  von  (2n  +  x\i)n  bis  (2n  +  V\i)n  die  sinx  von  + 1  bis  —  1 
ftr  x  von  9nn  bis  (2n  +  Y)n  die  oosx  von  +  1  bis  —  1 
ftr  x  von  (n  —  x\%)n  bis  (n  +  x\%)n  die  ootx  von  +  oo  bis  —  oo . 

Es  find  allgemein 
sin  (nn  +  (—  l)nx)  =  sinx  sin  (n^  —  ( —  l)nx)  =  —  sinx 

cos  (2nn  +  x)  =  oosx  cos((2n  -\-  1)  n  +  x)  = —  oosx 

tan  (nn  +  x)  =  tanx  tan  (nn  —  x)  =  —  tanx 

oot  (nn  +  x)  =  ootx  oot  (n*r  —  x)  =  —  oot x. 

Beweis:  Zunächst  ist  ganz  allgemein  der  Winkel  von  2nn  -fx, 
wo  n  eine  ganze  Zahl;  gleich  dem  Winkel  x,  da  2n/r  der  ganze 
Kreisumfang  ist;  ebenfo  folgt  dies  unmittelbar  aus  den  Formeln  für 
die  Summe  sin  (a  -f-  0)  u.  f.  w.  Was  nun  die  einzelnen  Winkel- 
folgen betrifft,  fo  ist 

1 .  sin  (n  —  x)  =  sin  (180°  —  x)  =  ein  x  (nach  445) 

Mithin  da  sin(2n7r  +  x)  =  sinx  ist,  fo  ist  auch 

sin  (2  n n  +  n  —  x)  sinx 
alfo  beides  zufammengefasst 

sin  (n7r  +  ( —  l)n  x)  =  sinx. 
Ferner  ist  nach  444 
sin  ( —  x)  =  —  sin  x  \  mithin  ist  »in  (n  n  —  (-—  l)nx)  =  —  sin  x. 
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2.  Nach  444  ist  cos  ( —  x)  =  cos  x  ;  mithin  cos  (2  n  n  +  x)  =?=  cosx. 
Dagegen  ist  nach  444  cos  (n  —  x)  =  —  cosx  ;  mithin  ist 

cos  ((2n  -+-  1)  n  +  x)  =  —  cosx. 

3.  Nach  468  ist  tan  ( —  x)  =  tan  (tt  —  x)  =  —  tanx 

COt  ( X)  =  COt  (TT x)  =s  —  COtX 

alfo  allgemein  tan  (nn  —  x)  =  —  tanx 

cot  (nn  —  x)  =  —  cotx. 

4.  Nach  469  ist  ebenfo  tan  (n/r  +  x)  =  tanx 

cot  (n/r  +  x)  =  cotx. 

8ati.  Die  Winkeltafel  oder  die  trigonometrische  Loga-  477. 
rithmentafel  giebt  in  jedem  in  Graden,  Minuten  und  Sekunden 
gegebenen  Winkel  den  Log  (den  Logarithmus)  der  Winkelfolgen :  des 
Sinns,  des  Cosinus,  der  Tangente  und  der  Cotangente. 
Es  giebt  Winkeltafeln  mit  5  Ziffern,  mit  7  Ziffern  und  mit  10 
Ziffern.  Die  bequemsten  und  für  das  praktische  Leben  ausreichenden 
find  die  fonfziffrigen,  welche  wir  daher  der  Betrachtung  zu  Grunde 
legen;  die  Benutzung  der  fiebenzifhigen  und  der  lehniiflrigen  Winkel- 
tafeln bietet  dann  keine  Schwierigkeit  mehr. 

Die  Berechnung  der  Zahlen  und  der  Loge  oder  Logarithmen  für  die 
Sinns  und  Tangenten  werden  wir  im  folgenden  Zweige,  in  der  Folgelehre 
oder  Funktionenlehre  kennen  lernen ;  die  Art  und  Weife,  wie  eine  folche  Tafel 
berechnet  wird,  ist  in  der  Folgelehre  des  Verfassers  ausführlich  dargestellt 
und  kann  hier  darauf  verwiefen  werden.  Jeder,  der  fie  kennen  lernen  will, 
kann  Äe  dort  nachfehen.  Wir  nehmen  die  Winkeltafel  hier  als  richtig  an, 
zumal  die  Richtigkeit  von  jedem  leicht  geprüft  werden  kann,  und  wiederholt 
fehr  streng  geprüft  ist. 

Jeder  Gebildete  muss  die  Winkeltafel  leicht  gebrauchen  können  und  im  Ge- 
brauche derfelben  die  größte  Gewandtheit  haben;  dagegen  ist  es  nicht  erfor- 
derlich, dass  er  die  Winkeltafeln  felbst  berechnet  und  geprüft  habe;  dies  kann 
er  den  Mathematikern  vom  Fache  überlassen. 

Sati.  Die  praktischste  Einrichtung  der  Winkeltat  el  478. 
oder  der  trigonometrischen  Logarithmentafel.  In  der  Win- 
keltafel oder  der  trigonometrischen  Logarithmentafel  dürfen  nur  zwei 
Winkelfolgen  oder  Funktionen:  Sinus  und  Tangente  aufgeführt 
werden,  die  Cosinus  und  die  Cotangenten  find  gleich  den  Sinus  und 
den  Tangenten  ihrer  Ergänzungswinkel;  diefelben  Zahlen  können  alfo 
für  Sinus  und  für  Cosinus  und  ebenfo  für  Tangenten  und  für  Cotangenten 
dienen.  Wenn  die  Sinus  und  Tangenten  von  links  oben  gelefen 
werden,  fo  werden  die  Cosinus  und  Cotangenten  von  rechts  unten 
gelefen.  Die  Sinus  und  Tangenten  wachfen  mit  den  Winkeln,  die 
Cosinus  und  Cotangenten  nehmen  ab,  wenn  die  Winkel  wachfen.    Bei 
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dem  Stellenloge  (der  characteristica)  ist  in  den  Tafeln  stets  ßtrich- 
lehn  ( — 10)  in  ergänzen,  fbnst  gelten  auch  Ar  diefe  Tafeln  die- 
felben  Regeln  wie  Ar  die  Loge  oder  Logarithmen. 

Beweis:    Unmittelbar  aus  den  vorhergehenden  Sätzen. 
Beispiele:     log  sin  27°  82'  85"  =    9,66688 

log  tg   62°  15/  24"  =  10,12694 

log  cos  42»  28'  16"  =    9,87521 

log  cot  57o  45'  12"  =  9,79994. 
In  den  gewöhnlichen  trigonometrischen  Logarithmentafeln  werden  die  4 
Funktionen  Sinus,  Cosinus,  Tangente  und  Cotangente  neben  einander  gedruckt, 
dafür  aber  nur  von  0  bis  46°  geführt;  dies  ist  fehlerhaft.  Viel  besser  ist  es  nur 
Sinus  und  Tangente  in  die  Tafel  aufzunehmen  und  zwar  auf  der  linken  Seite 
den  Sinus,  auf  der  rechten  die  Tangente  und  ße  von  0°  bis  90°  hinter  einander 
zu  führen  auf  jeder  Seite  aber  11  Säulen  für  (V  1'  2'  bis  ICK  neben  einander 
aulzuführen.  Der  Raum  der  Tafel  nimmt  dann  nur  40  Hundertel  der  andern 
Tafel  ein,  jede  Seite  enthalt  dann  10°  statt  eines  Grades,  das  Auffuchen  geht 
daher  viel  schneller  und  Acherer  von  Statten  und  entspricht  genau  dem  Ver 
fahren  bei  der  Logtafel,  bedarf  daher  keiner  befondern  Uebung.  Die  beiden 
Funktionen  Sinus  und  Tangente  wachfen  mit  den  Winkeln;  die  kleinen  Hülfs- 
tafeln  für  die  Sekunden  lassen  Ach  am  Rande  leicht  zufügen.  Die  Funktionen, 
welche  von  unten  aufgehen,  Cosinus  und  Cotangente  erscheinen  dann  schon 
durch  ihre  Stellung  unten  als  abnehmende  Funktionen,  bei  denen  die  kleinen 
Betrage  für  die  Sekunden  abgezogen  werden  müssen.  Der  Gebrauch  der 
trigonometrischen  Tafel  ist  dann  ganz  entsprechend  dem  der  gewöhnlichen 
Logarithmentafel,  ist  nicht  verwirrend  und  bedarf  keiner  befonderen  Uebung. 
R.  Grassmann,  Fünfstellige  vollständige  logarithmische  und  trigonometrische 
Tafeln,  Stettin  1890  find  in  diefer  Weife  aufgestellt,  bei  der  letzten  Stelle  ist 
durch  den  Druck  markirt,  ob  die  folgende  Stelle  über  5  oder  unter  5  war. 
Wegen  etwaiger  Uebung  verweife  ich  auf  R.  Grassmanns  Uebungsheft. 

Der  Gebrauch  der  Tafel  macht  keine  Schwierigkeiten  und  bedarf  einer 
Anleitung  nicht.  Reiche  Uebnng  ist  auch  hier  jedem  Gebildeten  warm  zu 
empfehlen. 

Für  den  Gebrauch  der  Winkeltafeln  bedürfen  die  Formeln  für  die  Winkel- 
folgen noch  einer  Umgestaltung;  denn  da  in  den  Winkeltafeln  die  Loge  (die 
Logarithmen)  der  Winkelfolgen  aufgeführt  find,  fo  muss  man  möglichst  alle 
die  Formeln  zu  vermeiden  fuchen,  wo  die  Summen  oder  Unterschiede  diefer 
Winkelfolgen  vorkommen.  Für  diefen  Zweck  hat  man  die  folgenden  Umge- 
staltungen der  Formeln. 

479.  Sati.     sin  (a+0)  +  sin  (a— ß)  =  2  (sina)  cos/? ; 

00s  (a+0)  +  cos  (a— /?)  =  2  (00s  a)  co%ß; 

sin  (a+ß)  —  sin  (a— ß)  =  2  (eos  o)  sin/?», 

00s  {a+ß)  —  00s  (a— ß)  =  2  (sina)  sin/?. 

Beweis:    Unmittelbar   aus    452    und    453    durch    Zufügen    bez. 

Abziehen. 
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Satt,     sinct  +  sin/»  =  2  («n  '/»  («+/»))  «"V»  («-/*)?  48°- 

oota  +  oos/?  =  2  (cos»/a  (a+/S))  cot  >/,  (a— /?); 
•ina  —  sin/J  =  2  (cot »/,  (a+0))  sin »/,  (o— jJ); 
oos/I  —  cos o  =  2  C»in »/,  (a+jj))  sin  »|,  (o— ß). 
Beweis:  Unmittelbar  aus  479  wenn  man  a  +  0=y  unda  — /?=* 
fetet,   fo  dass  o=»/»(y  +  «»)   "»d   /J=1/«(y  —  *)  wird   und   dann 
für  y  wieder  tt  und  für  8  wieder  0  einführt. 

Bat«.  481. 

ooia  +  oos0  '    v      r       oosa  +  cot/? 

*»*+™ß M  00t ii   (a _ ^  .  *«-*»*  cot  i/a  (tt+w. 
oos0  —  coia  "  ^        ^     oo§0  —  oota        " 

Beweis:    Unmittelbar   aue    480,    wenn    man    die   Formeln    für 
sina  +  »n/J  durch  die  Formeln  für  cos/?  +  cosa  teilt. 

8atl.       pL=*?l  =  (cot  «|,(«+»)  tt*  «/,(«-**  182. 

"»Z*-«0""  -  (t»n«j,  (a+/0)  tsn»|,  (fl-ß). 
cosa  +  oos/f 
Beweis:   Unmittelbar  aus  480,  wenn  man  die  Sinusformeln,  bez. 
die  Ciosinusformeln  durch  einander  teilt. 

Sati.        (sina)»  -  (sin/J)»  =  (sin  (c-f  -/*))  «n  (o— ß) ;  483. 

(oos/0»  -  (cosa)»  =  (sin  (a+P))  sin  (a-0). 
Beweis:    Mau  vervielfache  die  Formel   in  480   mit   einander, 
dann  hat  man 

(sina  +  sin/J)  (sina  —  sin£) 

=  2  (sin»/,  («4-0))  co»1/»  («+£>•  2  (8in»|,  (a+/0)  cos\'2  (a-jJ) 

(sina)*  — (sin/J)»  =  (sin  (a+jJ))8in(a—/J)  (»wh  454) 

Und  ebenfo 

(cos/? + cosa)  (cos  ß — cosa) 

=  2  (sin»',  (a+/0)  cos »/,  (o+ft -2  (an»/«  («— 0))  co*1/»  («— <0 
(cos/?)»  —  (cosa)»  =  (sin  (a+P))  sin  (a-jS)  (nach  454) 

Satt.  )  484' 

sina ±  cosa  =  2/a sin (a±46«)  —  2Vl cos (a+45°) 

oosa  ±  sina  =  2,/j  sin  (46«  ±a)  =  2V»  cos  (tt»+a). 

Beweis:    Aus  452  und  453  folgt  unmittelbar,  wenn  man  0=45» 
fetzt  und  beachtet,  dass 

sin  45»  =  cos  45°= -jj-  ist  nach  458 
2Vl 
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sin  (a.+  45o)  ss  —  •  sina  +  — -  cosa,  d.  h. 

2  /a  2h 

1/ 
sina  ±  cosa  ss  2  '2  sin  (a  +  45°). 

Und  ebenfo  die  andern  Formeln. 

485.  Bati.     (*  -  "  8g V/a  =  sin  (45«  ±  a)  =  cos  (45°  +  a). 

Beweis:    Man  fetze  a  =  90«  —  2y,  alfo  -£-  =  45«  —  y,  dann  ist 
cosa  =  cos  (90°  —  2y)  ss  ein  2y  (nach  460) 

2  "  ^        ^"     find  und  alfo    der  «ine   die 

ÄA&        ftA   /Kfl         ,         •    r*tA   1     •*      Ergänzung    des     andern    ist 
coeT  =  co8(45o_y)  =  8m(45.  +  y)j      «»  (nach  436) 

dann  ist  nach  455 

.    a         .   /l  —  cosaxVa     ,„     .    .... 
»iny  ~  =t  i 2 )    '  ßln  ^       ""  y)  =  C08  (45°  +  Y) 

a         ,   /l  +  cosaiVi 
c08-^-  s=  ±  l j    ,  alfo  cos  (45o  —  y)  =  sin  (45°  +  y) 

=  +  (L+*L8J)lfc 

Und  wenn  man  hier  wieder  et  für  y  fetzt,   folgt  unmittelbar  der  Satz. 

486.  Bati.     tana  +  tan/9ss^±4;  eotß+eota=^^±H 

~       K       (cosa)oos/?  PIQWB     (tina)iiii£ 

Beweis:    Unmittelbar  aus  452  und  453,  wenn  man  die  Formeln 
durch  (cosa)  cos/3  bezüglich  durch  (sina)  sin0  teilt. 

487.  8at>.    l±l««-8,/l.*!LC«!±f011.2,l..eo^»üa) 

cosa  cosa 

oota  ±  1=8'l»  «h(46«±«  =  8Vi  eot(*ft+a) 
sina  sina 

Beweis:     Unmittelbar  aus  484,   wenn  man   die  Formeln    durch 
cosa  bez.  durch  sina  teilt. 

488.  Satz.     j^^  =  tan(45°  +  a)  =  cot(450  4:a). 

Beweis:     Unmittelbar  aus   487,   wenn   man   eine  Formel   durch 
die  andere  teilt. 
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_   x       1  +  tana       1  —  tana       .  Afia 

Satz,     —i- =  — _  =  tana.  489. 

1  +  cot  a        cot  a  —  1 

Beweis.  Unmittelbar  aus  487,  wenn  man  eine  Formel  durch 
die  andere  teilt. 

4.    Der    Bogen. 
Erklärung.     Der  Bogen  (der  arcus)  ß   heist  der  dem  Winkel  490. 

7t  TT 

ß  entsprechende  Teil  des  Xreisumfanges,  der  zwischen  —  -~  und  -)-  9 

liegt,  gemessen  durch  den  Halbmesser  des  Kreifes. 

Erklärung.     Das   Zeichen   des  Bogens   ß  ist,   wenn   sin /?  =  x,  491. 
cos ß  =  y,  tan  ß  =  z  und    cot  ß  =  v  ist,  ß  =  arc(sin  =  x)  =  arc(cos 
=  y)  =  arc  (tan  =  z)  =  arc  (cot  =  v). 

In  den  mathematischen  Schriften  ist  es  Sitte,  den  arc  (sin  —  x)  als  arc  sin  x 
zu  bezeichnen*,  dies  ist  aber  ein  Fehler.  Unter  dem  aresin  x  muss  und  kann  man 
nur  den  Bogen  x  verstehen;  denn  aresin x  bezeichnet  notwendig  den  Bogen  des 
sinx-,  der  sin-x  ist  aber  der  sin  des  Winkels  oder  Bogens  x*.  Die  Bezeichnung 
arc- sin x  bezeichnet  alfo  den  Bogen  x,  nicht  aber  den  Bogen,  dessen  Sinus  —  x 
ist,  diefer  darf  nur  als  arc(sin  =  x)  bezeichnet  werdca,  wie  es  in  dicfeiu  Buche 
geschehen  ist. 

Satz.   arc(sin=x)=arc(cos=(l  —  x2)'2)  =  arc|  tan= ,i   1492 

v  '  V  (l-x2)/j7 

(           (1  — x2/'2^  /  1\ 

=  arcl  cot  = I         und  arc(tan  =  z)  =  arcl  cot  =  —  1 

=  arcl  sm  = «7  1  =  *rc  I  cos  =  w   I. 

V.  (l  +  z2)'v  V  (1-MV7 

Beweis.      Setzen    wir    sin/?  =  x,    lb    ist    nach    441     cosß  = 

V  r  r        COS/J  ^\  x2)/2  r  sill/rf 

(1  X2)  /  Wo\ 

a= ,  mithin  ist  arc  (sin  =  x)  =  arc  ^cos  =  (1  —  x2)    ) 

ft  *         \  f    f       Ü-W^ 

=  arcl  tan  = TT  I  =  arcl  cot  =      I. 

V.        (i_xVa7         V.  x      J 

1         1 

Setzen  wir  tan/9  =  z,  fo  ist  cot  /9  =  —  _  =  —  und  ist  nach  407 

tanp         z 

1  tan0 

cos#  = 77;    sinfl=tantf-costf  =  ,r,  mithin 

(1  + (tan  #»)'»'         ^  r         r      (l+ (tan /»)»)'» 

*So  bezeichnet  log  sinx  den  log  des  sinusx,  fo  diff-sinx  das  Differential 
des  sinns  x  u.  f.  w. 
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ist  arc  (tan  =  z)  =  arc  ( cot  =  -   )  =  arc  I  cos  = 77-  I 

V  st  /  V.  (1-1-  z*)  hJ 

(  Z         } 

=  arcl  sin  =  _    ~ q~  I. 

V  (1  -f  zJ)  llJ 

493.  Satz,     arc  (sin  =  x)   |   arc  (cos  =  x)  =     =  90° 

71 

arc  (tan  =  z)  -f-  arc  (cot  =  z)  =     =  90°. 

& 

Beweis,     a.    Es    fei  sina  =  x,    fo  ist    auch    cos (90°  —  a)  =  x; 

7t 

und  ist  alfo   Q  =  90°=  a  -f  (90°  —  cQ  =  are(sin=x)  H    arc(cos=x) 
b.    Es  fei  tan/J  =  z,    fo  ist  auch  cot  (90°  —  ß)  =  z,    und  ist  alfo 
£  =  90°  =  ß  -I    (90°  —  ß)  =  arc  (tan  =  z)  +  arc  (cot  =  z). 

494.  Satz. 

arc  (sin  =  x)  -\-  arc  (sin  =  y)  =  arc(sin  =  (x(l  —  y)2     -f  y (1  —  x2)  '2), 

wenn  x2  -\-  y2  ;""._  1 
arc(sin=xVf  arc(sin  =  y)  =  7r — arc(sin=(x(l  — y2)     -;  y(l— x2)  '2),  • 

wenn  x2  -f  y2  ;:- 1 

arc  (sin  =  x)  —  arc(sin^-y)  =  arc(sin  =  (x(l  — y2)  '2 —  y(l-  x2)  '2). 

Beweis.     Es  fei  sin<x  =  x,  und  sin^  =  y,  dann  ist  cosa  =  (l — x2)  '* 

und   cos/?=(l  —  y2)'2  und  ist  a  4_  ß  ~  arc(sin  =  x)  +  arc(sin  =  y). 
Nun  ist   auch  452,  45)3  sin(<x  jf -  ß)  =  sincc-eos^  ^L  eosa-siup?, 
mithin   ist 

arc  0-in  =  x)  +  arc  (nn  =  y")  =  arc(siu  =  x  ( 1  —  y2)1'  ±  y  ( 1  —  x2)'/a). 
Dicfe  Formel  gilt  allgemein,  wenn  a  +  ß ;'  90°  ist,  wird  dagegen 
a  -I  ß  >  90°,  fo  muss  man  statt  des  sin  vom  a  +  ß  vielmehr  den 
hin  von  180°  —  (<x  -J-  /?)  oder  n —  (a  +  ß)  nehmen,  d.  h.  es  ist  dann 

au-(«u=x)  +  arc(hin=y)  =  7r 

Nun    wird    der    cos(a-j-/*)     eine    Strichgröse,    d.    h.    negativ,    wenn 

a-\   ß>  90°  wird.     E^  ist  aber 

cos(«  -i-  ß)  =  (cos  aycotß  —  (sina).sin0  =  (1  —  x2)'\i  —y2)1'1  —  xy 
(1  —  x0(l  —  y2)  —  x2y2 

_  ((1— x2)(l  —  y2))1/a  +  xy 
1  —  (x2   :    v2) 


((1— x2)(l— y2))VM  xy 
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Der  cos(a  -f-  ß)  ist  alfo  eine  Strichgröse,  oder  a  •+  -  ß  Z>  90°,  wenn 
x2  +  y2  >  1  ist.  Daraus  ergiebt  lieh  die  Bedingungsgleiehung  im 
Salze,  dass  die  erste  Formel  gilt,  wenn  x2  -\  y2  / "_  1,  dagegen  die 
zweite,  wenn  x2  +  y2  >  1  ist. 

Satz.  495. 

aro  (tan  =  x)  -f  arc  (tan  =  y)  =  arc  (tan  =  - — ~-^\  wenn  xy  <.  1 
arc  (tan  =  x)  +  arc  (tan  =  y)  =  n  —  arc(  tan  =  —  - '    -  Y  wenn  xy  >  1 

V         l  —  *y/ 

arc  (tan  =  x)  —  arc  (tan  =  y)  =  arc(  tan  = Y 

V  1  —  xy/ 

Beweis.     Es  fei  tana  =  x  und  tun^  =  y,  dann  ist  nach  470 

.    ^  tana  +  **nß  .  i .     . 

tan(a  ■+-  3)  =  - ~    -  —  ->  mithin  ist 

~'J       1  — (tana)tan^ 

arc(tan  =  x)  +  arc  (tan  =  v)  =  are( tan  =  -— ~--  \ 
■  "  V  1  +  xy/ 

Diefe  Formel  gilt  wieder  allgemein,  wenn  a  +  ß  .<-_  90°,  dagegen 
muss  man,  wenn  a  -f  ß  >  90°  wird,  statt  der  tan  von  a  -f-  ß  vielmehr 
die  tan  von  180°  —  (a  -f-  ß)  oder  n — (a  -f  ß)   nehmen,    d.  li.  es  ist 

dann  arc  (tan  =  x)  -\-  aro  (tan  =  y )  =  n  —  arci  tan  =  —      \  \ 

Nun  wird  aber,  wenn  a  +  ß  ^r  90°  wird,  der  cos)a-f-/2  eine  Strich- 
gröVe.     Es  ist  aber 

cos(a  -I-  ß) (cos  a)  cos  0  —  (sina)sin/? (sina)sin^ 

(cos  a)  cos  £  (eosa)cospj  (cosajcospj" 

Der  cos(a  -f-  ß)  ist  alfo  eine  Strichgröse  oder  a  -~  ß  ;>  M°,  wenn 
xy  ;>  1  ist.  Daraus  ergiebt  lieh  die  Bedingungsgleiehung  im  Satze, 
dass  die  erste  Formel  gilt,  wenn  xy  <^  1,  dagegen  die  zweite,  wenn 
xy  ;>  1  ist. 

Erklärung.     Unter  dem  Allgemeinen  Bogen  (Zeichen  Aare)  496. 
versteht  man  einen  Bogen,  der  jenfeil;  der  Grenzen  —  vji  nnd  -f  x\tn 
liegt. 

Satz.     Aare  (sin  =  x)  £?  an  +  (— 1>  arc  (sin  =  x)  497. 

Aare  (cos  =  x)  ^  2an  +  arc  (cos  =  x) 
Aare  (tan  =  x)  ^  an  -\-  arc  (tan  =  x) 
Aare  (cot  =  x)  ^  an  +  arc  (cot  =  x.) 
Beweis.       Der    Satz    folgt    unmittelbar    aus    476,     wenn     man 
arc  (sin  =  x)  =  a,  alfo  x  =  sina  fetzt.     So  ist  z.  B.  sin(07r  +  ( —  l.)aa) 
=  sina  =  x,  mithin  ist  Aarc(sin  =  x)  ^  an  -f-  ( —  1)«  arc  (sin  =  x). 

13* 
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12.   Die  Richtgrösen  in  Bafe,  Stufe,  Log  und  Winkel. 

Wir  verfetzen  in  diefer  Nummer  die  Richtgrösen  (die  komplexen  Grösen) 
auch  in  die  höhern  Gebiete  in  die  Bafe,  in  die  Stufe,  in  den  Log  und  in  den 
Winkel  und  untersuchen  die  Gefetze,  welche  in  diefen  Gebieten  für  Re  Platz 
greifen. 

1.    Die    Richtgröse    in    der    Bafe. 

Um  die  Richtgröse  in  der  Bafe  behandeln  zu  können,  betrachten  wir 
zunächst  die  Richteinheit  in  der  Bafe. 

498.  Satz.     Wenn  xn  =  l,  wo  n  eine  ganze  Zahl,  fo  ist 

2an   ,    .  .    2a7r 

x  =  cos \-  isin  — 

n  n 

wo  a  alle  Werte  von  0  bis  n  —  1  haben  kann,   d.  h.  die  Wurzel  ist 

eine  Richteinheit  (komplexe  Einheit),  deren  Winkel  einer  derjenigen 

Winkel  ist,   welche  n  Strahlen    mit  einander  bilden,    die   von    einem 

Punkte  ausgehen  und  den  ganzen  Winkelraum  in  n  gleiche  Teile  teilen. 

Beweis.  Es  fei  x  zunächst  eine  beliebige  Richtgröse  =  a (cos a 
+  isina),  wo  a  eine  Plusgröse  und  der  Winkel  a  echt  ist,  fo  folgt 
aus  der  Gleichung  l=xn  l  =  (a-eosa-fisina)n=aIl(cosna-f-  isin  na), 
uach  465,  hier  ist  nach  426  an  =  1,  alfo  auch  cos  na  +  isinna=l, 
d.  h.  cos  na  =  1  und  siana  =  0,   d.  h.  nach  449  na  =  2a7r,   mithin 

2an 


a  = 


2an  ,    .  .  2a7i 

h.   es   ist  x  =  cos h  i  sin . 

n  n 


Es  erfüllt    alfo  jeder    diefer  Werte    die  Gleichung,    auch  kann  es 
nicht  mehr  als  n  folche  Werte  geben ;  denn  fei  a  ;>  u,  alfo  Q  =  n  +  b, 


<:     .         j      xxr    .  n  u-  -i     r        •  j  2an:       2(n  -f-  b)n 

wo  b  einer    der  Werle    von  0  bis  n  —  1,    lo  wird  = 

n  n 

0      ,   2bn       2bn 
=  An  -r    —  =      -  ; 
n  n 


die  Werte    von  a  =  0    bis    a  =  n  —  1    liefern 
alfo  fammtliche  Wurzeln. 


Nachdem  wir 
auf  diefe  Weife 
dien  Werte  der 
Wurzel  aus  1 
festgestellt  ha- 
ben, fo  können 
wir  nun  auch 
zu  der  Be- 
trachtung der 
Wurzeln  aus 
Winkelgrösen 
übergehen. 
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Beispiele.    Es  fei  x,a  =  1,  fo  ist 

2a*  ,   .  .  2aT       ,  2a*       i     0»    30°,    60°,   90\  120°,  150°, 
x  =  cos  -—  4-  ism  —  und  — -  =  )         '        '         '        '        '         '. 
12  ^        12  12       \  180°,  210°,  240»,  270*,  300°,  330° 

Es  fei  x8  =  l,  fo  ist  x  =  cos2*- +  isin?fl_, 

8     '  8  ' 

alfo  ?g?  =  0",  45»,  90°,  135»,  180»,  225°,  270°,  315°. 
o 

Die  vorstehenden  Zeichnungen  veranschaulichen  diefe  Winkel,    fowie  die  cosrHus 

und  sinus  diefor  Winkel. 

Erklärung.      Eine    Richtgröse    zu    einer    Zahl  c   höhen  499. 
(eine  komplexe  Gröse    zn    einer  reellen  Zahl    potenziren)    heist    den 
Richtwert  jener  Gröse  zn  o  erhöhen  und  ihren  Winkel  mit  c  verviel- 
fachen  anch   dann,    wenn  die  Zahl  o  keine    ganze    Zahl   ist,   fofern 
dann  der  Winkel  der  Gröse  echt  ist,  oder 

Es  ist      [a(oosct  -f-  isina)]c  =  ac(cosca  +  isinca)       wo  a  eine  Plns- 
gröse,  a  ein  Winkel  zwischen  —  n  und  -f  n  nnd  n  eine  (reelle)  ZahL 
Die  Richteinheit,  deren  Winkel  a  =  1  ist,  wird  gleich  €  gefetzt, 

oder 
Es  ist  e  =  cosl  +  isinl. 

Satz.    Wenn  a  der  Richtwert   nnd  c  der  Winkel    einer  Rieht-  500. 
gröse  (einer  komplexen  Gröse)  a(cosc  -f  isino)  ist,  fo  ist 
a(cosc  -[-  isinc)  =  asc. 
Beweis.     Es  ist  a«c  =  a(cosl  -f  isinl)c  (nach  499) 

=  a(cosc  +  isinc)  (nach  499) 

8a tz.     Wenn  entweder    n  eine  ganze  Zahl   oder    c    ein    echter  501. 
Winkel  ist,  fo  ist  (aec)n  =  an  -  £cn. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  464  bez.  499. 

Satz.     Wenn  a  eine  beliebige  Zahlgröse    (d.  h,  eine  reine  Zahl  502. 
oder  eine  Richtgröse)  ist  nnd  b  nnd  c  Zahlen  (reell)  find,  fo  ist 
ab+c  =  ab-ac. 
Beweis.     1.  Es  fei  a=e,  fo  ist 

£bec  =  (cosb  +  isinb)(cosc  +  isinc)  (nach  500) 

=  cos(b  -f-  c)  +  isin(b  +  c)  (nach  451) 

=  €b  +  *  (nach  500). 

2.  Es  fei  p  der  Richtwert  von  a  und  a  der  echte  Winkel  von  a 

alfo  a  =  p-€a,  fo  ist 

ab  -  ac  =  (psa)b  •  (p«a)c  =  pb£ctbpctotc  (nach  501)      * 

_  pb  +  c€abfiac  _  pb+  c£ab  +  «c  (nadi   502,,) 

=  pb  +  c.fia(b+c)_(p£ay>+c  #         (nacn   501) 

=  ab+« 
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503.  Satz.  Wenn  a  eine  beliebige  Zahlgröse  ungleich  Null,  b  und  o 
Zahlen  (reell)  find,  fo  ist  ab-c  =  ab:ac. 

Beweis.     ab ~c  =  ab~c-ac  :  ac  =  ab ~c+c :  ac  =  ab  :  ac 

(nach  502). 

Es  muss  hier  bemerkt  werden,  dass  die  weiteren  Gefetze  des  Höhens  für 
Ricjitgrösen  in  der  Bafe  und  für  gehrochue  Stufen  (Exponenten)  nur  dann  gelten, 
wenn  (ab)c  die  Summe  der  Winkel  t*-\-ß,  und  bei  ab  der  Winkel  ab  ein  echter 
Winkel  ist-,  nur  in  diefem  Falle  ist  (ab)c=ac-bc  und  (ab)c  =  abc  auch  für 
gebrochne  Stufen  (Exponenten). 

504.  Satz.  tö  =  cosa  +  isina;  e~a  =  cosa  —  isina. 
Beweis.     Unmittelbar  aus  500,    wenn  a=l    gefetzt    wird    und 

au*  440. 

505.  Satz.  cosa  = :  sina  =  —     -  . . 

2  2i 

Beweis.     E*  ist  e*  =  cosa   |-  isina  t       ,    „^M 

.  .  (nach  504) 

€  —  «==eosa  —  isina 

daraus    fol«>t    durch    Zufügen    beider    der    erste,    durch    Abziehen    des 

zweiten  der  zweite  Teil  des  Satzes. 

Es  ist  u    r  '    —  in-'    nach  502,  mithin  ist  nach  504 
cos('*  -j-  /?)  -f-  i  siu('t  -|-  ,*)  =r  (cos  a  -J—  i  sin  «)(cos£  +  isin£) 

—  cos «•  cos ß  —  sina-sin^  -\-  i(sincccos0  +  cosa  sin/?) 
d.  h.  es  ist  cos(«  -f"  fl)  =  cos«-cps£  -  -  sin««sin/9 
sin  (rc  -f-  ß)  =  sin  a  •  cos  ß  +  cos  er  •  si  u  ß. 
Es  folgt  alfo  hieraus  der  bekannte  Satz  der  Trigonometrie. 

506.  Satz.     Es  ist  ea  =  €2an  +  a. 

Beweis.     sa  =  cosa  -f  isina  =  cos(2a7r  +  a)  +  isin(2a/r  +  a) 

(nach  504) 
=  (cosa  +  isina)(cos2a7r  +  isin2a7r)  (nach  451) 
=  €n-€™n  (nach  504) 

=  f2ar  {  a  (nach  502) 

507.  Satz.  Wenn  a, b,  c  ••  beliebige  Zahlgrösen  (auch  Richtgrösen) 
und  q  eine  Zahl  (reell)  ist,  fo  ist  aqbq.  cq. .  •=  (abc-  -)q  -s2n7rq,  wo 
a.ß,y    die  echten  Winkel    der  Größen  a,b,c-  •,    und  a  +  ß  +  y  +  •  . 

n     =  2n7r  -|-  p,  auch  p  eoht  ist. 

Beweis.     Es   fei   a  =  ai-£rt,  b  =  bi^,   c  =  c,  6?.  •,  wo  a^jCj  •  • 

Plusgrösen    und    a,/?,y-  •  •  echte    Winkel,    und    fei    a  +  ß  -f  y  -\ 

=  2ii7r  -\   p,  wo  p  ein  echter  Winkel,  fo  ist 
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a«.bq-c<.  .  •  =  (a^.  (lH^Jq-  (c^f  . . 
=  a1Vq.b16/?q.c1/q... 
=  (alb1c1...)q-^q^qf5q  +  ' 


.)q-€(ö  *"  '*   ^  *"' 


=  (alb1c1...)q^C2n7r+P)q 


=  (aibi^i  ■ 

=  Calb1c1...)q-(^n7r+P)q^2n7rq 
=  (aIb1c1...)Vrtr^/"'°q^2n7rq 
=  [(a1b1c1...)^  +  ^r;"°]q-^n7rq 
=  (alfa.b1^.c1fy...)Vn7rq 
=  (a.b.c..)q^2n7rq 


(nach  501) 
(nach  502) 
(nach  90) 
(nach  Annahme) 
(nach  500) 
(nach  501) 
(nach  506) 

(nach  501) 
(nach  502; 


Satz.     Wenn  a  eine  beliebige  Zahlgröse  (auch  Richtgröse  =  a,€a),  508. 
wo  a    ein    echter  Winkel,    und    b  und  c  Zahlen  (reell)  find,    fo    ist 

abc  =  (ab)  e an7rc,  wo  ab  =  2nn  -f  P  und  p  ein  echter  Winkel  ist. 


eweiü.     Es  ist  a    =  (aj6  )     =  aj     -t 

.   bc  (2n7T  r  P)c 

— —  an     c 

bc  pe      2n7Tc 
=  ax     £      •  € 

=  a1bV)Vn;rc 

=  a1bcü2n7rrP)C-^n7rc 

bc/    ortAc      2n7Tc 

=  ax  (e    )   -6 
=  (alb/.ü«>)C.^c 
=  ((ai-^Jb)C^2n7rc 
=  (aY 


(nach  501) 
"(nach  Annahme) 
(nach  502) 
(nach  501) 
(nach  506) 
(nach  Annahme) 
(nach  501) 
(nach  499) 


2n7Tc 


Satz.     Wenn  a  eine  beliebige  Zahlgröse  (reine  Zahl  oder  Eicht-  ^°9. 
gröse)  =  ai£ot    (wo  a,  ein  Pinswert  nnd  a    ein    echter  Winkel)    und 
ßiYft,£  Zahlen  (reell)  find,  fo  ist 

a/*;'cT;  _  (((aOr)0  'e*n(m:'*  r  nd  r  0); 

wo  aß  =  2mn   J   r^    r,y  =  2nn  -f-  r2    und    r2d  =  2o7r  +  *3   und   die 
Winkel  r^und^  echt  find. 
Beweis. 

Es  ist  aft*  =  (a*<)  =  W^e . Jm7r;'^  wo  a?  =  2m»  -f-  r, 

=  (a/f)**»*1'*  •  «*■»*  wo  r.y  =  2u7r  +  r2 
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-(((to^O  .€****•€*"* -s™*    wo  r2<r  =  2o;r  +  r3 

=  (((*Pff)C  •  e2n?imy*+  nfJ+  0). 

2.    Die    Richtgröse    in    der    Stufe    (im    Exponenten). 

Um  die  Richtgröse  in  der  Stufe  zu  erklären,  hat  man  t  =  e    gefetzt.    Man 
ist  zu  diefer  Setzung  durch  die  folgende  Betrachtung  gekommen.     In  der  Folge- 
lehre oder  Funktionenlehre  werden  wir  fehen,  dass 
X^        X**        X*         x*         x®         x' 
er  =  l  +  x  +■  2!+ 3«+ 4]+ 5l+  6!+ 7.H i8t>  und  da88 

x^  X*  X® 

cosx=:l  —  .j-j  +^-,  +y,  H ,  dass 

x^                  x^                  x^ 
sinx  =  x  —  3,  +yj  —  7«.H ist 

Es  ist  einleuchtend,  dass  beide  Formeln  lieh  auf  einander  zurückführen 
lassen,  wenn  wir  entweder  1,  in  ex  die  Gröse  ix  für  x  einführen  oder  2,  in 
cosx  und  sinx  die  Gröse  ix  für  x  einführen. 

Im  ersten  Falle  wird  dann 
.  x1  x3       x4  x5       x6  x7 

e     =  l  +  ix--2!~i-^  +  ^!  +  i-y»-^-i-7-!  +  -- 

=  cosx  -|-  isinx. 
Setzen  wir  hier  x  ^=  1,  fo  erhalten  wir  nach  499 
e1  =  cosl  -f-  i  sin  1  =  f,  d.  h.  el  =  f. 


Im  zweiten  Falle  wird  dann 

1 '  4"!  "T  ~6\ 


X*  X4  X6 

+  2~!  +41  +ß~!  +' 


x3  x*  x' 

-isiiiix=        x  +3J  4-5-f  +  7~!+" 

d.  h.  ex  =  cosix  —  i  sin  ix. 
Nach  die feu  Vorbemerkungen  gehen  wir  auf  die  Sätze  über. 

510.  Erklärung.     Um  die  Höhe  (Potenz)  mit  einer  Richtgröie  (kom- 
plexen Gröse)  in  der  Stufe  zu  erklären,  fetzen  wir 

1,  €  =  e1  e a  =  (e°)! 

2,  (ae")1'  =  iV)V  und  a1^  =  tfj        (««)''  =  (|)T 

wo  a  eine  Plusgröse,  ß  eine  Zahl  (reell)  und  a  eine  echte  Zahl  ist. 

3,  aa  r  V*  =  a"-a!'*,  wo  a  eine  Richtgröse,  a  und  ß  Zahlen  (reell)  find. 

511.  Satz.  (e°/  =  (e1)"  =  eia  =  ea. 

Beweis,     (e*/  =  e a  =  (e)"  =  eia  =  €a  (nach  510). 

.10  a   .  *ia  +e-ia  .  eto  —  e-1« 

512.  Satz.  cosa=  ä~~~~  >  ßina  =      — 5 . 
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£«  _i_  £  —  et  ^a £  —  a 

Beweis.     Es  ist  cosa  = ^ ,  sina= ^ (nach  505) 

^a e  —  ia 

(nach  511). 


ea 

+  e- 

-a 

giO 

2 

5  [ 

-ict 

2  2 

Satz.     2n(ooso)n  =  cosna  H  n-cos(n — 2)a  -fn>2cos(n  — 4)a  H —  513. 
=  Snacos(n —  2a)a  wo  n  eine  ganze  Pinszahl 
Und  zwar  für  gerades  n 
2B-1(cosa)n  =  cosna  +  n-cosfn  —  2)a  +  n/2«cos(n  —  4)a  H — 

und  für  nilgerades  n 

2*-1(coso)n  =  oosna  +  n-cos(n  —  2)a  +  n,2-cos(n —  4)a  +  •  • 

+  n,,/2(n~3)cos3a  +  n-,/2Cn-1)cosa. 

Beweis.     Aus  512  folgt  unmittelbar  2cosa  =  eiflt  +  e-iöt,  mithin 
2n(coso)n  =  (eia  +  e  -ict)n  =  e,an  +  neict<n-a>  +  n-2eta^-*>  +  •  • 

Und  wenn  man  hier  jedes  Glied  &a*  =  cos aa  +  isinaa  entwickelt  und 
nach  426  die  Glieder  ohne  i  auf  beiden  Seiten  gleich  fetzt 
2n(cosa)n  =  cosna  +  ncos(n  —  2)a  -f  n,2cos(n  —  4)a  -\ — 

+  n-n-2cos(4  —  n)a  -f  n*n-,cos(2  —  n)a  -f  cos( — D)a 
=  8  n-*cos(n  —  2a)a 

0,ii 

mithin  der  erste  Teil  des  Satzes  bewiefen. 

Beachtet   man    nun,    dass  cos( — a)a  =  cos  aa,    fo   kann    man  je 
zwei    Glieder    zufammenfassen.      Bei    geradem    n  bleibt   dann    in    der 

Mitte  ein  unpares  Glied  n  '2ncos(n  —  n)  =  n*  '2n  und  erhält  man 
mithin  ftlr  gerades  n,  und  für  ungerades  n  die  im  Satze  aufgesteUten 
Formeln. 

Satz.    Für  gerades  n  ist,  wenn  n  eine  ganze  Pluszahl  514. 

2n-x(—  1)  /2(sina)n  =  cosna —  n-cos(n — 2)a  +  n-2-cos(n  —  4)a 

+  (-  D(,/"-  °n  ^»-^co.2a  +  (-  l?M.'\tn«M 
und  für  ungerades  n 

2*-i(—  l)l/a(,l""1)(8ina)n=Binna— nsin(n  — 2)a  +  n*2sin(n— 4)a 

+  (-  l)1^- V,/2(n-3W3a  +  (-l)^- V^^-sina. 
Beweis.     Aus  512  folgt  unmittelbar  2- isina  =  ela — e~ia,  mithin 
2nin(sina)n  =  (e*«  —  e  -  ia)n  =  &an  —  ne,a<n  -  a)  +  n-2eia^  ~4) 

+  ( l)(n-a)n.(n-a)eiO(4~n)_|_( \ jn-  ln-(u-  l)efcx<3-  n)  _|_  ( l)ne-ian# 
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Wenn    man    hier   jedes    Glied  eiffa  =  cos  aa  +  i sin  aa    entwickelt 
und  nach  426    die    Glieder  ohne    i  auf  beiden  Seiten    gleichfetzt    und 

ebenfo  die  mit  i,  fo  erhält  man  für  gerades  n  in  =  ( —  1)  alfo 
Glieder  ohne  i,  und  ftlr  ungerades  n  iQ  =  i.( — ij /aC»-*^  mithin  für 
gerades  n  die  Glieder  ohne  i 

2n( — 1)  u  •(sina)n  =  cosna  —  ncos(n — 2)a  +  n2cos(n —  4)a 

+  (—  l)n  -  2n-n  ~  2cos(4  —  n)a  +  (—  l)n  -  ln*  - 1 
-f  (— l)n-1n-n~1cos(2  — n)a  -f  (— l)ncos(— n)a 

und  für  ungerades  n  die  Glieder  mit  i 

i2n  (—  l)1/2(n  ",}(fiino)n  =  i[sinna— n^in(n— 2)a  +  n2sin(n— 4)a 


+  (—  l)n-an-n-2sin(4 


■n)a  +  (— 1)— ' 


+  (— l)n-1n-n-1sinC2  — n)a  f-  (— ljn.sin(— n)a] 
Beachtet  man  hier,  dass  sin  ( — na)  = —  sin  aa  ist,  dass  mithin 
ftlr  gerades  n  die  sin  (ich  aufheben,-  dass  aber  ftlr  ungerades  n  auch 
die  entsprechenden  sin  entgegengefetztes  Zeichen  haben,  und  alfo 
sinaa  —  sin  (— aa)  =2sin aa  ist,  fo  kann  man  auch  hier  je  zwei 
Glieder    zufammenfassen    und  behält  für    gerades  n  ein    unpares  Glied 

(_l)C,Wn(,/Jn)cos(n_n)  =  (.._1)(1/1n)>n('/in)    und     erhäU    mithin 

für  gerades  n,  wie  ftlr  ungerades  n  die  im  Satze  aufgestellten  Formeln. 


515. 


516. 


517. 


Beispiele.     Für  gerades  n 
2 (cos«)2  =  cos 2a  -f-  1 

8(cosa)4  =  cos4a-|-4cos2a-(~  3 
Für  ungerades  n 

4(coso)3=  cos3a-|-  3cos« 

16  (cos  a)5  =  cos  5  a  -f-  5  cos 3a  + 

10  cos  a 

m  • 

1 


Satz. 


cl  =. 


e 


Beweis.     €l  =  e"  = 


Für  gerades  n 

—  2(sina)3  =  cos2i  —  1 
8(sina)4  =  cos4a  —  4cos2a  -\-  3 

Für  ungerades  n 

—  4  (sin«)3  —  sin  3  a  —  3sina 
16(siua)5  =5  sinöft  —  5sin3a  -f- 

lOsina. 


(nach  510). 


Satz.  e  =  cosi  —  isini. 

Be w eis.     Es  ist  nach  510  €  =  e1,    alfo  e  ==  e  ~ *  =  cosi  —  isini 

(nach  504) 
Satz.     Jede    reine    Pluszahl  a   zu  einer   reinen  Jgröse   (reinen 
imaginären  Gröse)  ib  erhöht,  giebt  eine  Richteinheit. 

a 


Beweis.     Sei  a  eine  Plusgröse  =  ea  wo  a  = 


fo  ist  aib  =  (ab)* 


(naehrflO) 
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aib  _  (aby  _  ((e«)^  =  (e0*)1  =  £«b  (nach  511) 

und  fcab  =  cos  ab  -f  i«nab  oder 

aib  =  cosb  +  isinb  cosb  -    +  isinb- -  (nach  504). 

Satz.     Jede  Richteinheit   zn    einer   reinen  Jgröse    (reinen  ima-  518. 
ginären  Gröse)  ib  erhöht  (potenzirt),  giebt  eine  Pinszahl. 

Beweis,     cosa  -j-  isina  =  ta  iiiebt  zur  ib  erhöht  nach  510 

Satz.  e*n7ri  =  l.  519. 

Bew  eis.     e2n7ri  ==  (e1)21171  =  * 2n7r  =  cos2n7r  +  isin2n7r  =  1. 

Satz.     Eine  Eichtgröse    (komplexe  Gröse)    zn    einer    Eichtgröse  520. 
erhöht  (potenzirt),  giebt  wieder  eine  Eichtgröse  und  gelten  alfo  auch 
für  diefe    Höhen  (Potenzen)    alle    für  Eichtgrösen    bewiefenen   Sätze 

nnd  zwar  ist  (a  |-  ib)c~* Id  =  (e<Hcosj?  -f  isin^y5  ' id  =  (ea.^)C  +  M 

=  ea*-ßd.€ß*  +  «d  wenn  ß  ein  echter  Winkel. 

Beweis,     (e*.£p/  +  ld  =  (eV/  -(e*.  W*  (nach  510) 

=  (ea)V/-  (eajV/d    (nach  501  u.  510) 

=  eßc  •  (eadjVc(  —  I  d  (nach  510) 

_  eac~/3d£ad  m€ßt  (nach  51 1) 

_eac-/?d6ad  +  ^c  (nacn   502) 

Satz.     Jede    Eichtgröse    (komplexe  Gröse)    lässt    fich    als  Höhe  521. 
(Potenz)    darstellen,    deren  Bafe  e    und   deren  Stnfe  eine   Eichtgröse 
ist,  in  welcher  die  zweite  Zahl  ein  echter  Winkel  ist. 

Beweis.  Sei  die  Winkelgröse  a  +  ib,  und  c  ihr  Pluswert,  a  ihr 
echter  Winkel  und  fei  c  =  e^,  fo  ist  a  -f-  ib  =  c  •  € n  =  e^  •  ea  (nach  504) 
mithin  a  +  ib  =  e^.*'x=eZ9.eia  =  e.*  +  ia  (nach  511) 

Satz.     (ea  ^,b)c  f  id  =  e<»  +  ib><c  +■  w>  wenn  b  ein  echter  Winkel.  522. 

Beweis.     ea  +"ib  «==  ea-eib  =  ea6b  (nach  510),  mithin 

(ea  «-  ib)c  +  id  =  eac  ~  bdebc  '  a*  (nach  520) 

=  eac-bd(ei)bc  +  ad  (nach  510) 

_eac-bdeibc  +  iÄd  (nach  511) 

■ eac  -  bd  f  ibc  -f  iad  _—  e(»  f  ib)(c  f-  id) 

SatZ.      (ea-fb)c    rW  =  eac-bd£bc  f  ad.£-2n7T(c  f  id)  wenn  J,  _  2n7r  _|-  p  523 

wo  p  echt. 
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Beweis.     Es  fei  b  =  2n/r  +  p    wo  p  echt  oder   zwischen  —  n 
und  TT,  fo  ist 

*b  =  cosOtt  +  p)  +  isin(2n7r  -f-  p)  =  cosp  +  isinp  =  *p,  alfo 
(^•  +  «8:^.^0  +id  =  e*c-Pd.^  +  ^  Cnach  520) 

-_-  e»c  —  bd  4-  an^dgbc  4-  ad  —  »n7Tc 

—  eac  —  bd^bc  +  ad .  e2n7rdf  —  2n7rc 

—  ^o  —  bd^bc  +  ad .  e2n7T(d  —  ic) 

—  eac  —  bd^bc  +  ad ,  $  —  an7T(c  +  id) 

524.  Satz.  e(a + lb)(*  + id>  =  (ea  f  ib)c  +  id .  *  -  ***(c  +  id) 
wo  b  =  2nnr  -f  p  und  p  ein  echter  Winkel  ist. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  521. 

525.  SatZ.  ea  +  ib .  ec  +  id  _  e(a  +  c)  +  i(b  +  d)§ 

Beweis.     ea  + ib  •  ec  + ,d  =  e*  •  e b  •  ec  •  ed 

=  ea  +  c-fib  +  d  (nach  502) 

=  e»  +  <ei(b  +  d)  (nach  510) 

=  e*  +  «  +  '0>  +  d)  (nach  510) 

526.  Satz,  (a  +  ib)c  + id .  (a  +  ib)f  +  *  =  (a  +  ib)*c  +  '  +  «(*  + 1 )). 
Beweis.     Es  fei  a  +  ib  =  e*  ^  wo  ß  ein  echter  Winkel,  fo  ist 

(a  +  ib)c  + id  •  (a  +  ib)(f  +  ie)  =  (ea  +  l?f  +  %"  +  fif  '  *> 

=  e(«  +  ^(cHid)>e(a+^cf+ig)       (Qach522) 
„eC+i/ÖC+ao+ca+^+i.,      (nach525) 

_  e(«  +  i£)(c  +  f + i(d  +  g)i) 

=  (e  ^  p)  (nach  522) 

=  a+  ib(e+f +<*+•» 

527.  Satz,  (a  +  ib) -(•+««  —  (  __lYc+,d) 

\a  +  ib/ 
Beweis, 
(a  +  ib)<c+id>.(a  +  ib)(~c+id>  =  (a  +  ib)c+id-(c+id>  =  (a  +  ib)°=  1 

(nach  526) 
alfo  ist  (a  +  ib)  -Cc-Hd)  =  (Tq-^T1-d  (nach  332). 

528.  Satz,     (a  +  ia^^-O  +  ibOn+im-  • . 

=  (Ca  +  iaO(b  +  ibi)  •  •  .)n+im -«ap7r(n+,m>    wo    die    Summe    von 

<*i  +  &  H =  2p7r  +  r,   wo  x   ein   echter  Winkel,   auch   a  -f  iAx 

=  ea+i*i  u.  f.  w. 
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Beweis.  Es  fei  a  +  iat  =  ea_Ha'.,  b  +  ibi  =  e?+ih>  .  . ,  wo 
au  ßi  -  •  echt  und  die  Summe  a,  -f  ßi  +  •  •  •=  2p?r  +  r  und  r  ein 
echter  Winkel,  fo  ist 

(a  +  ia^+^-Cb  +  ib,)*+ta.  •  .=(ea+ia0,,+,,"•  (el»+*')"  +  *". . . 

(nach  Annahme) 
=  e(Ä+laiX"+to)  >eff +MiX*+«-)  . . .  (nach  522) 

=  e[(a+ioiX»+ta9+G>+1*X»+i»)+  •  ■  •]  (uäch  526) 

=  «(«+*,  + P+V,+---X»  +  "»)  (nach  gl) 

=  (ff?+*i  +  ß+ %+•  ••))n+lm  .,**»+«->  (naeh  524) 

=  (ea+fcV+'/»i •  •  .)»+'». e»P"C»+im)  (nach  526) 

==  ((a  -f  ia,)(b  +  ib,)-  •  .-f+in.e^^+^    (nach  Annahme). 

Satz.  (a  +  iaI)l"+taO-CB+ta«)=  ((a  +  iaOm+!mOn-H,,'-eJp,r<,,+i,,'>  529. 
wo  ai  echt  und  a,(m  +  imi)  =  2pzr  +  r,   und  r  echt,   auch  a  4-  i*i 
=  e°+"\ 

Beweis.  Es  fei  a  +  ia,  =e"+ta|  wo  at  echt  und  feia,(m  +  imi) 
=:  2p7r  4-  r  wo  r  ein  echter  Winkel,  fo  ist 

(a  +  ia^  +  ^X"-^)  =  (f+*if*  +  *">*  +  lDl)         (nach  Annahme) 
==eCa+iaiXm+lmiXn+fai)  (na*h  522) 

=  [e(a+teiX»+to.)]B+%W+toi)  (nach  524) 

=  [Cea-hla0Cm*him°Jn4"  ^^^C-H^i)  (nach  522) 
=  ((a  +  ia1)m+lmi)a+tai«*,rOl+lai) 

(nach  Annahme). 

Satz,     Wenn  ea+ui  =  eb+!\  fo  ist  at  =  b{  +  2an  und  a  +  ia,  530. 
=  b  +  ibi  +  2ani. 

Beweis.     Es  ist  eÄ+ui  =eV'  und  eb+Ib»=e?' 
mithin  ist  eV1  =  eV\    d.    h.    es    mgss    e*  =  eb  und  € Ä*  =  €b*  fein. 
Da  nun    e    eine  Plusgröse    und    a  und  b    reell,    fo  muss    auch  a  =  b 
fein    (nach    333)    und    da   €**  =  6b»    ist,    fo    muss   auch    der  Winkel 
aj  =  bt  +  2an  fein,  d.  h.  es  muss  a  -}-  i&i  =  b  +  ibx  +  2ani  fein. 

ßatz.  531. 

Wenn  (a  +  laj*  =  b  +  ^i  **t»  fo  ist  x  =  - *-f— ! 

a  -f-  lffi 

wo  a  +  iat  =  ea+toi  und  b  +  ibi  =  J+^K 
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Beweiß.     Man  fetze  a  +  iat  =  ea  +  lct»  und  b  +  ib,  =  e^"1"^»,  fo 
ist  e<s+Vi  =  (ea+iai)x  =  e(a+ia')*,  aU'o  (o  +  i«i)x  =  ß  +  ißl+  2an\, 
ß  +  ißx  +  ?>Mi 


mithin    x  =  - 


a  +  idt 


3.    Die    Richtgröse    im    Loge    (im    Logarithmus). 

Da  wir  bereite  die  Richtgröse  im  Exponenten  oder  in  der  Stufe  kennen, 
fo  macht  die  Richtgröse  im  Logarithmus  oder  im  Loge  keine  Schwierigkeiten 
und  können  wir  fofort  zu  den  Sätzen  übergehen. 

532.  Erklärung.     Unter  dem    allgemeinen  oder   mehrwertigen  Loge 

b  +  ibj 
(Logarithmus)   ■•■■-•••==  einer  Richtgröse   b  +  ibt  in  Bezug   auf  eine 

a  -|-  iai 

andere  Richtgröse  a  -f  ia,  <>  1  als  Bafe    verstehen  wir  die  gerammte 

Reihe  der  Grösen  x,    zu  welchen  a  -f  i*i  erhöht   (potenzirt),  b  -f  it>i 

liefert. 

Unter    dem    einfachen    oder    einwertigen    Loge     (Logarithmus) 

b  +  ib. 

-   ,    .      einer  Riohtgröse  b  -\-  ib«    in  Bezug    auf  eine    andere  Richt- 

a  +  iat 

0     I      zo 

gröse  a  -f  ia!  >  1  als  Bafe  verstehen  wir  den  Ausdruck  -— ,  -.--,    wo 

a-fi«i 

a  -f  iai  =  ea+i^  und  b  +  ib,  =  e«s"H'*>  und  a{  und  ßt  echte 
Winkel  find. 

Den  mehrwertigen  Log  bezeichnen  wir  durch     a     wo  die  Punkte 

in  der  obersten  Linie  die  mehren  Werte  bezeichnen.  Zwei  mehr- 
wertige Grösen  dürfen  immer  nur  entsprechend  gleich  (Zeichen  ^) 
gefetzt  werden,  d.  h.  fo,  dass  jeder  einfache  einwertige  Wert  der- 
felben  dem  entsprechenden  Werte  gleich  gefetzt  wird. 

533.  Satz.  ==-^"-     --^-v- 
Beweis.     Unmittelbar  aus  531  und  532. 

534.  Satz.  ---&ß  +  tfi  H   i2an. 

e 

Beweis.     Unmittelbar  aus  533. 

535.  Satz.     le(a  +  ib)  =  ^Ma2  +  b2)  +  iaref tan  =  -  \ 
echter  Winkel 

ie(a  +  ib)  ^  V2lc(a2  +  b2)  +  irarc(tan==  —  J  ±  ott] 
echter  Winkel  und  zwar  ist,  wenn  a  eine  Plusgröse 


b 

wo  — 

a 


b 
wo  — 

a 
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!e(a  +  ib)  ^  \<2le(a2  +  b2)  +  i  [arcftan  =  -- J  +  2a7rl, 

dagegen  wenn  a  eine  Striohgröse 

le(a  +  ib)  £?  *'2  le(a2  +  b2)  +  i  I  arc  Uan  =  ~)  ±  (2a  — 1)7*1. 

Beweis.     Es  ist  nach   521  a  -f  ib  =  ect+i'5=  ea(cos/?  -f  isin£), 

wo  ß  echt.     Hier  ist  a=eacos/?,   b=ea.sin/?    und  ea  =  (a2 -f- b2) '2 

a  b 

(nach  426),  mithin  ist  costf  = n\    Bin/9  = F7,  tan£ 

(a2  +  b2)  h  (a2  -f   b2)  u 

=  —    und  £=-arcltan  = — )  +  7T,    da  ß    zwischen   -f*  n  und    — 7r, 

dagegen  arc  zwischen  —  *\tn  und  f-  X\-J*  genommen  ist,  mithin  ist 
nach  534 

*e(a  +  ib)^(a  f  ij*  ±  2arc) 

^  ]c(a2  +  b2),/a  4-  i[  arc  (tan  =  —  \  ±  an\ 

mithin  ist  der  erste  Teil  des  Satzes  bewiefen. 

Wenn    nun  a  =  ea-eos£  eine  Plusgröse    ist,    fo    muss,    da    auch 

ea  =  (a2  -f  b2)  nach  271  eine  Plusgröse  ist,  wenn  wir  b  =  0,  alfo 
sin/?  =  0,  cos/?  =  +  fetzen,  eosf?  eine  Plusgröse  =  -|-  1  fein.  Wenn 
dagegen  a  eine  Strichgröse,  d.  h.  negativ,  fo  muss  cos/?  eine  Strich- 
gröse  =  —  1  fein.  Mit  andern  Worten,  wenn  a  eine  Plusgröse,  fo 
iht  der  echte  Winkel  ß  =  0,  wenn  a  eine  Strichgröse,  fo  ist  der 
echte  Winkel  ß  =  —  n:  daraus  folgt  der  zweite  Teil  des  Satzes. 

Beispiele.     Sei    z.    B.    a  =  +  l,    fo    ist    le(+l)  ~  i-2a^,    fei    dagegen 
a  =r  —  1,  fo  ist  |e  (—  1)  £2  i(2a  + 1)  ',  da  dann  b  —  0,  alfo  arc  (tan  =  0)  =  0  ist. 

a  +  iaL  a.  a. 

Satz,     le .-    =  2iarctan  =  —  wo  —  echter  Winkel;  536 

a  —  iaj  a  a 

le^^!*1)  ö  2i[arc(tan  =  *')  ±  a/r]. 

€?  co   ß  +   2a71  •  *<*7 

Satz.  „  =  r .  -  5d7> 


e  a 


€?  co  eV  co{ß  +  2{an        ß  +  2M 


Beweis.     -     ^    .    £? 

b  +  ibt       b  +  ib,  e 

Satz.  =^--t-   ^  =— p t     +  2ian      .    .=.  538. 

a  +  iai       a  +  ia,  a  +  i&i 

Beweis.     Es  .fei  b  +  ibx  =  e/*+i*  und  a  +  iat  =  ea+k\  wo  ax 

und  ßt  echt,  fo  ist 
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b  -+-  ib,        eP+i/»i       ß  4.  iß.  1 

-ZLiJ  ^  «3»  £2  P-±-.Pl-  +  2ia»— rV-  (nach  532) 

eP+Vi  e 

S  ^  +  2"*  =„^3;  (»ach  533) 

^  =J~-_i  -L  2iayr     -=r--  (nach  Annahme), 

a  +  iaA  a  -(-  iaj 

539.  Satz.    —  =  —  wenn  ß  und  a  ächte  Winkel  find. 

€         a 

540.  Lehrratz   für   Richtloge    (komplexe    Logarithmen).     Es 
ist  allgemein 

(a  -f  iaO^+i(>  +  (b  +  ibt)  -(T^=  +  •  • 
c        *  e        * 

wo  ai,/?i,-  •  •  nnd  p    echte  Winkel   und  aax  +  a^  +  bßt  +  ßbt  H — 
=  2mr  -f  p. 

Beweis.     Es  ist 
(ea  +  iai;+^.^  +  «ft)b  +  'N_e(«  +  ^X'+^.e(n'W(''  +  '''0 

(nach  522) 
el.(a+iaiX»+u.)+(/»+i;»i)(b+Ibi)  +  •  1 

(nach  526). 
Hier  ist.  dieGröse  eKo+ia'X*+»0  +  (j*  +  V.Xb+ib.)+-")  (nach  517) 
eine  Winkeleinheit  «m    wo  m  =  2n;r  +  P    und  P    ein  echter  Winkel, 
und  em  =  e1™  =  eJil"ir+i' 
alfo  ist 


(ea+l0i)" +U'  .(e^+i/,i)b.+.^1      eiinn  +  "  »ip 


e'  1p 


(q  +  iCl)(a  +  ia,)  +  (ß  +  ift,)(b  -f  ib,)  +  -  -  _  «^ 


9  -I-  ift  ?  +  i^t 

-  (a  +  *)|[±-£  +  (b  +  ibi)^1-  4  •  •-*«*r4ß- 


-«-*-•«■  e^+i^ 


=  (a  +  18*)=^:  +  (b  +  ib,)^y^  H 2in7i^fri^. 


Satz. 
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Satz.     &  tfti  +  b  +-?i  +  •  •  541. 

r  +  irA       r  -f  1^ 

=  (a^ia,)^  ib,): . .       j^« 

r  +  w,  r  -f  lr, 

wo  a  +  ia,  =  ea  +  "\  b  -f  ib,=e  ...    und  o,  +/M =  2n7r  +  p, 

wo  p  echt  ist. 

Satz,     (a  +  i^y-v  +  iVi  =  -  ^^^r  -  +  tou^fif;  542. 

wo  aai  +  &ia  =  2nn  +  p  und  wo  at  und  p  echt  find. 
Beweis.     Unmittelbar  aus  540. 
a  -f-  iai  a  +  ia, 

;7h^b^,  =  ee+i?T :  (b  +  lb,)>  wenn  'bi  + b<?i  ^ c' 543, 

wo  c  ein  echter  Winkel. 

Beweis.      Sei   a  +  ia.  =  eot"H(\  fo  ist  nach  522 
a  -I-  ia,       _         e"4"1^         _  «  +  iai 

Satz.     Es  ist  544. 

a+iai  b  +  ibt  (a  +  »i)Ä-(b  +  Ib^.  •  ■ 

r  +  irt    v   r  r  4  iri  r  -f  xtx 

dann  nnd  nur  dann,  wenn  a,ß-  •  •  f ämmtlich  ganze  Zahlen  find  und 
es  irgend  zwei  unter  ihnen  giebt,  welche  Eins  zum  grösten  gemein- 
schaftlichen Mase  haben. 

Beweis.     Um  zu  unterfuclien,  in  welchem  Falle  die  obige  Forme* 
gelte,  prüfen  wir  die  Auedrücke. 

a  -f  i&i  b  +  ibA 

l« +  ««.)rrSr +</»  + Vi)  T^^+'-S 

S(«  +  i».)(vil?  +  ata*-xe--) 
/  V  +  iri  r  -j~  ir,/ 

+  iß  +  Vt)(ri  '£  +  ^rJjr)  +  •  •  •'  w0  n'b- •  • jede  be" 

\r  -f  irj  l  -j-  itxj 

liebige  ganze  Zahl  (nach  538) 

r  -f-  lr, 
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od 


(a  +  iaQ  >(b+ib, ) 

r  +  irt 


+  2i;t--2=  (v  +  a(.a  +  iat)  -f  i(ß  +  ift)  +  •  •)     (nach  540), 
r  4-  M"i 

wo  ä-fia1  =  ea'  +  lai,3  b4-ib|  =  /+W---und(a  +  ialXÄ'  +  iai/) 
+  Cß  +  i0i)(0'  +  i/V)  +  •  •=  2i7rv  +  in,  wo  n  ein  echter  Winkel. 
Andrer  feite  ist 

«+*«!  ß+%  a+ia.  fi+u. 

(a+ja,)  :(b+  ib/. . .     ^  (a  +  iat)        '•  (b  +  ib,/ ..  ■ 


r  +  irt  r  +  ir 


_.    4-2i7T^=.n  (nach  53«), 

r  +  irj 

wo  n  jede  beliebige  ganze  Zahl  darstellt.     Somit  find  die  beiden  obigen 

Ausdrücke  dann  und  nur  dann  gleich,  wenn  auch 

v  +  a(a  +  ioO  +  b(ß  +  \ßk)  4 =  n    jede     beliebige,  ganze    Zahl 

und  keine  andere  als  eine  ganze  Zahl  darstellt,  d.  h.  wenn  die  Grösen 

-+-  ißj,  ß  r  lßi    ganze  Zahlen  find,    und    entweder    eine    von    ihnen 

oder  eine  durch  Zufügen  oder  Abziehen  abgeleitete  Gröse  gleich  Eins  ist. 

a  +  iat       b  +  ib,  (a  +  ia,)0>  4-  ibO-  •  • 

■545.  ßatz.     -=^=  +  -  .-- ~  +  . .  - ö  -  -=   -=;-:^ü~-. 

r  +  ir,        r-(-ir,  r  +  \rt 

Beweis.     Unmittelbar  aus  544. 

4.    Die    Richtgröse    im    Winkel. 

Nach  den  Vorbemerkungen  zu  Nummer  510  haben  wir  bereits 
gefehen,  dass  wenn  man  die  Reihen  iür  sinx  und  cosx  auch  für  ix 
statt  x  anwendet,  dass  dann 

ex  ==  €  "~ix  =  cosix  —  i  bin  ix  und  e~  x  =  tix  =  cos  ix  4-  isinix 
ist,  dies  führt  uns  bereits  auf  die  Bedeutung  der  Richtgröse  im  Winkei- 
es ist  hienach 

e  —  x     1     qX  fix  _|_  f  —  ix  q—x. ex  ex ^  —  x 

cos  ix  = s =  und  sin  ix  =  - — ^r — -  ==  i ö 

€ix  — f-ix  €-ix  £x 

=         2i         =1         2 
und   kann  man  hienach  leicht  die  Richtgröse  im  Winkel  erklären. 

546.  Erklärung.     Unter  den  Bichtgrösen  sin(a  4-  ib)  und  cos(a  4-  ib) 

verstehen  wir  die  Bichtgrösen,  für  welche 
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«in(x  +  iy)  = ^ 2i 

€(x  +  iy) £_(x+iy) 

=  2i 

e-7  +  ix    i     ey-ix         el(x  +  iy)  _!_  e-i(x  +  iy) 

cos(x  +  iy)  =  ? f = 31 

c(x  +  iy) e-(x  +  iy) 

== i«t. 

2 

Da  nach  530,  wenn  ey  ~~ ix  =2  ec  ~" ,d  ist,  auch  x  =  d  -f-  2a*  fein  mnss,  fo 
folgt,  dass  wenn  sin(x-{-iy)  =  sin(c-|-id),  und  zugleich  cos(x-|-iy)=co8(c-{-id) 
fein  foll,  dann  auch  x  =  d  -\-  2a*  fein  muss,  d.  h.  die  Formel,  welche  wir  bereits 
für  die  Sinus  und  Cosinus  reeller  Winkel  kennen  gelernt  haben. 

ey  —  e~~y               .        ey  4-  © "" y  *  *m 

Satz,     siniy  =  i 5- cosiy  == ^ .  547. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  545,  wenn  man  x  =  0  fetzt. 

ey  1  e  -  r 
Man  netint  die  Formel  — X ä cosiy    gewöhnlich  den  hyperbolischen 

ey  —  e"~y      siniy 
Cosinus  (Zeichen  cshpy)  und  die  Formel k == — T~    den  hyperbolischen 

Sinus  (Zeichen  sidipy).  Viel  besser  ist  es  siniy  und  cosiy  einzuführen,  dann 
behalten  die  Formeln  ihre  harmonische  Gestalt,  fo  bleibt  (sin iy)a -|- (cosiy)2  =  1 
dagegen  wird  (c*hpy)a  —  (snhpy)2  =  1  und  fo  in  vielen  Fällen;  man  tut  daher 
bes»er,  diefe  unnütze  neue  Bezeichnung  des  hyperbolischen  Sinus  und  Cosinus 
wieder  abzuschaffen. 

ey    •    e-y                   ey  —  e-y 
Satz.     sin(x  +  iy)  = ^ — r«ax  +  i cosx  548. 

=  (sinx)  cosiy  +  (cosx)siniy 

ey  +  e"y               ey  —  e~y 
cos(x  -f  iyl  = 0 C0BX  — i o~~  ^nx 

—  (cosx)  cosiy  —  (sinx)  siniy. 

Beweis.     Nach  545  ist 

e~y+iac —  ey-ix       .ey-e-1*  —  e~y.e+ix 


sin(x+  i.v)  = 


2i  2 
.ey(cosx  —  isinx)  —  e-y(cosx4-ißmx) 
1                               2  ~~~ 
ey  +  e-y                  ey  —  e-y 
z «sinx  +  1 s cosx 

=  (fii n  x)  cos  iy  4*  (cos  x)  sin  iy 

14» 
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e-y+ix  .1.  e7-ix  ey  .e-ix     I     e~y-eix 

cos(x  +  iy)  = ^ = 2 

ey(cosx —  isinx)  +  e~~y(cosx-f  isinx) 

ey  4-  e~y  .ey  — e~y  . 

cosx  —  i ir sinx 


2  2 

=  (cosx)  cos  iy  —  (sinx)  sin  iy. 
M».  Satz. 

2ßin2x  +  i(e2y  — e~2y)       »in2x  4-  sin2iy 


tan(x  +  iy)  = 
cot(x  +  iy) 


e2y  +  2cos2x  +  e-*r         cob2x  +  cos2iy 

8in2x  —  sin2iy 

cos2x  —  oos2iy' 

Beweis.     Es  ist 

,    .  sin(x  4-  iy)       (ey  -f  e-"y)sinx  +  i(ey  —  e~y)cosx 

tan(x  +  iy)  =  — ^ — ^-—^  =  )  — l   -- — --  -. 

J         cos(x  +  iy)       (ey+e~y)cosx  —  i(e>  — e-y)sinx 

Und  wenn  man  hier  Zähler  und  Nenner  mit 

(ey  +  e-y)cosx  -f  i(ey  — e~y)sinx 

vervielfacht,  fo  wird  der  Nenner  reell  und 

L      .      ,    .  2sin2x -f  i(eay— e-2y)        sin  2  x  4-  sin  2 iy 

tan  fx  -4-  ivl  ~~~~ - - —  ~~~  - - 

^    ^   JJ        e2y  -f  2cos2x  te-2>-         cos2x  +  eos2iy* 

T7u     r    o  i  *       ir      ,    .   n  sin2x —  sin2iv 

Ebenio  folgt  cot(x  +  iy)  = rt     -  - . 

°  JJ  cos2x  — cos2iy 

550.  Satz.  arcftan  =  x)  =  --le-       !X. 

v  2i    1  —  ix 

Beweis.     Unmittelbar  aus  536. 

551.  Satz.  arc(sin  =  x)  =  }iJ±ZZ±l\'±l* 

21    (1  —  x2)/a  —  ix 


Beweis.     Es  ist  arc  (ein  =  x)  =  arc|  tan  =  - 

—  x») 

(nach  491) 


rc/tan  =  -    ^—Tf\ 


1  +  — =^ 

=  iIe  _(i_— x*ra 

2i  ix 

(1  —  x*),/a 
=  ll  (1  —  x*)1/a  +  ix 

(1  X2)  ,J IX 
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Satz.  552. 

TZ 

arc(gin  =  a  -f  ib)  =  x  -f  iy ;         arc(cos  =  a  -f  ib)  =  -  —  (x  +  iy). 

Beweis. 

sin(x  -h  iy)  =  (sinx)cosiy  -f  (cosx)siniy  (nach  548) 

,  .    ^  +  e-y  ,   .,        ey  —  e-y         ,  M 

=  (smx) y  i(cosx) — =  a  +  ib 

Z  4> 


(nach  54?) 


.      ey  -\-  e-y  ey  — e-y 

wo  a  =  (smx)  -    -,  b  =  (cosx)- 


2        '  K        J        2 

Es  ist  aber  auch 
a  -|-  ib  =  sin(x  +  iy)  =  [cos(90°  —  x)]cosiy  -f  [sin(90°  —  x)]siniy 

(nach  452) 

=  cos  ((900  _  x)  _  y)  _  cos^  —  (x  +  y)) 

(nach  547). 
Daraus  ergiebt  fich  unmittelbar  der  Satz 

arc(sin  =  a  -j-  ib)  =  x  -f  iy,        arc(cos  =  a  +  ib)  =  -^  —  (x  -f-  iy). 

TT 

Satz.     arc(sin  =  a  -j-  ib)  +  arc(cos  =  a  -f  ib)  =  ^. 
Unmittelbar  aus  552  durch  Zufilgung. 


553. 


Satz.     arc(tan  =  c  -f  id)  =  x  -f  iy; 

7t 

arc(cot  =  c  +  id)  =  ^  —  (x  +  i3r)* 


554. 


Satz.     arc(tan  =  c  +  id)  +  arc(cot  =  c  +  id)  =  ^.  555. 

Unmittelbar  aus  554. 
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Vierter  Abschnitt  der  Zahle nlehre: 

Die  erweiternde  Zahlenlehre  oder  die  Lehre 

von  den  Gleichungen. 


Die  Lehre  von  den  Gleichungen  bildet  den  höchsten  Zweig  der  Zahlen! ehre, 
Ae  fetzt  die  andern  Zweige  derfelben  bereits  voraus,  namentlich  fetzt  Ae  den 
Zweigliederfatz  oder  binomischen  Lehrfatz  393  aus  dem  zweiten  Abschnitte  und 
die  Lehre  von  den  Richtgrösen  voraus. 

Aus  der  Lehre  von  den  Richtgrösen  oder  komplexen  Grösen  gebraucht 
man  namentlich   die  Sätze,    daas  a  -\-  iaj  =  b  -|-  ibA    dann    und   nur    dann,    wenn 

a  =  b,    und    ai  — bj    und    wo    i  =  ( — 1)     ,    ferner   dass,     wenn 

(aa  +  b5)  '2  =  c,  oder  wenn  aa  +  °a  —  °a?  d.  h.  wenn  a  und  b 
die  Katheten  und  c  die  Hypotenufe  in  einem  rechtwinkligen  Dreiecke 
And,  dass  dann 

a  -f-  ib  =  c(—  +  i  —  )  =  c(cos/3  -|-  isin£)  ist,  dass  c  =  cosl  -f-  isinl 

und  dass  * 

(cos  a-|-isina)(cos/3-f-i  sin0)=  (cos  et)  •  cos/f  —  (sina)  ■  sin/3-f-i[(sina)  •  cos^+(cos«)  •  sin/3)] 

=5  cos(a  +  ß)  +  *  8in(a  +  W 
nach  einem  bekannten  Satze  der  Trigonometrie, 
mithin  (cosa-{~  *8ino0a:::=:co82«  +  i8in2a  und 

ea  =  cosa  -{"  i^ino,   Ba^"ß  =  ea>  &ß,  auch  (aea)c  =  ac  •  tac,  wenn  o  zwischen 
—  n  und  -f-7T,  d.  h.  ein  echter  Winkel  ist. 

Will  man  nicht  den  dritten  Abschnitt  durchnehmen,  fo  muss  mau  wenigstens 
diefe  Sätze  vollkommen  anschaulich  machen  und  beweifen. 

Hieraus  hat  Ach  der  Satz  498  ergeben,  der  für  die  Lehre  von  den  höhern 
Gleichungen  die  Einleitung  bildet. 
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Die  Lehre  von  den  Gleichungen. 


Wenn  xn  =  1,  wo  n  eine  ganze  Zahl,  fo  ist 
n  2071 

Vi»  ^  xa  S  cos?«?  +  isin^  =  €~\ 
n  n 

wo  a  alle  ganzen  Werte  von  0  bis  n  —  1  haben  kann,  und  %n  =  360°. 


Beispiele.    Es  fei 


2a* 


x«  =  l,  fo  ist  -*H1  =0«,  45°,  90°,  135°,  180°,  225«,  270°,  315°. 

8 

Es  fei  x«=l,  fo  ist 

^  =  Oo,  30°,  60°,  90«,  120°,  150«,  iqo«,  210°,  240°,  270°,  300»,  330°. 

Für  die  höhern  Gleichungen  pflegt  man  gewöhnlich  die  Form 

aoxn  +  a,  x*  -  i  +  aaxn  -  3  -| 1-  an  -  ix  -f-  an  =  0 

zu  Grunde  zu  legen-,  aber  diefe  Form  inuss  verworfen  werden,  da  Äe  nicht  mit 
der  Form  der  Reihen  übereinstimmt  und  daher  leicht  zu  Verwirrungen  Anlass 
giebt.  Bei  den  Reihen  giebt  man  dem  Gliede  xa  die  Vorzahl  aa,  ebenfo  inuss 
man  es  daher  auch  bei  den  Gleichungen  machen,  ich  lege  daher  die  Form 

ao  4-  a4x  +  aax2  +  ••+-  an  _  ,x*  -  J  -f-a^a^O 
auch  für  die  Gleichungen  zu  Grunde. 

Die  Lehre  von  den  Gleichungen  ist  im  Jahre  1847  von  meinem  Bruder 
und  mir  gemeinschaftlich  ausgearbeitet  worden,  damals  mit  Benutzung  der  Aus- 
dehnungslehre und  der  äusern  Produkte  Die  Sätze  find  bereits  damals  im 
Wefentlichen  in  der  jetzigen  Form  abgeleitet.  Die  Gleichungen  dritten  und 
▼ierten  Grades  find  jedoch  damals  nicht  von  uns  behandelt  worden,  ebenfo  nicht 
die  neuern  Löfungswege  für  höhere  Gleichungen. 

Die  Sätze  über  die  Gleichungen  ersten  Grades  find  bereite  in  Satz  302  bis 
314  aufgestellt*,  ich  erlaube  mir  aber  im  Folgenden  diefe  Sätze  hier  zu  wieder- 
holen, um  alle  GleichungsfäUe  hier  beifammen  zu  haben. 

Die  Lehre  von  den  quadratischen  Gleichungen  ist  fo  gehalten,  dass  man 
diefelben  auch  fofort  nach  Satz  393  durchnehmen  kann. 

Die  Lehre  von  den  kubischen  Gleichungen  und  von  den  biquadratischen 
Gleichungen  ist  fo  gehalten,  dass  die  Löfung  darnach  leicht  zu  finden  ist. 

Das  Buch  seh  liest  mit  der  Löfung  der  höhern  Gleichungen  durch  Näherung. 
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13.    Die  allgemeinen  Sätze  über  die  Gleichungen. 

556.  Erklärung.  Die  Unbekannte  heist  die  Gröse  x  einer 
Gleichung,  deren  Wert  gefacht  werden  foll. 

Eine  Wurzel  der  Gleichung  heist  der  bestimmte  Wert,  welcher 
statt  der  Unbekannten  eingeführt,  der  Gleichung  genügt.  Hat  man 
die  Wurzel  gefunden,  fo  Tagt  man,  die  Gleichung  fei  aufgelöft. 

Sind  n  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  gegeben,  fo  heist  die 
Reihe  von  n  bestimmten  Werten,  welche  den  n  Gleichungen  genügt, 
die  Wurzelreihe  der  n  Gleichungen. 

Aus  zwei  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  eine  neue 
Gleichung  ableiten,  welche  (liefe  Unbekannte  nicht  enthält,  heist  die 
Unbekannte  entfernen  (eliminiren). 

557.  Satz.  Eine  Gleichung  bleibt  richtig,  wenn  man  beide  Seiten 
der  Gleichung  mit  gleichen  Grösen  auf  gleiche  Weife  knüpft,  nament- 
lich wenn  man  auf  beiden  Seiten  Gleiches  fügt,  bei  trennbarer 
Fügung  Gleiches  abzieht,  mit  Gleichem  webt  und  bei  trennbarer 
Webung  durch  Gleiches  (ungleich  Null)  teilt. 

Beweis.     Aus  Satz  17  oder  aus  303. 

558.  Satz.  Statt  auf  einer  Seite  der  Gleichung  ein  Stuck  zuzufügen 
oder  einen  Abzug  abzuziehen,  kann  man  auf  der  andern  Seite  das 
Stück  abziehen,  oder  den  Abzug  zufügen,  und 

Statt  eine  Seite  mit  einem  Fache    zu  vervielfachen    oder    durch 
einen  Nenner  zu  teilen,   kann  man  die  andere  Seite  durch  das  Fach 
teilen,  oder  mit  dem  Nenner  vervielfachen,  d.  h. 
wenn  a  -f-  c  =  b,  fo  a  =  b  —  c, 
wenn  a  —  c  =  b,  fo  a  =  b-f  c, 

wenn  ac  =  b,  f o  a  =  — , 
c 

wenn  —  =  b,  fo  a  =  bc. 
c 

Beweis.     Unmittelbar  aus  303. 

559.  Satz.  Ein  Glied  schafft  man  von  einer  Seite  weg,  indem  man 
es  mit  dem  entgegengefetzten  Zeichen  auf  die  andere  Seite  der 
Gleichung  stellt. 

Ein  Fach  oder  einen  Nenner  eines  Gliedes  schafft  man  weg, 
indem  man  alle  andern  Glieder  durch  das  Fach  teilt,  oder  mit  dem 
Henner  vervielfacht. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  304. 
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Satz.     Statt  die  eine  Seite    einer  Gleichung  zn    einer  Stufe    zu  560. 
erhöhen  oder  zu  einer  Senke   zu  tiefen,    kann  man    die  andere  Seite 
der  Gleichung  zu  der  Stufe  tiefen  oder  zu  der  Senke  erhöhen,  und 

Statt  eine  Seite  der  Gleichung  mit  einer  Bafe  a  zu  erhöhen 
oder  nach  einer  Bafe  b  zu  logen,  kann  man  die  andere  Seite  nach 
der  Bafe  a  logen  oder  mit  der  Bafe  b  erhöhen,  d.  h. 

i  i 

wenn  an  =  b,  fo  a  =  bn,  wenn  an  =b,  fo  a  =  bn, 

b  a 

wenn  na  =  b,  fo  a  =      ,  wenn  =  -  =  b,  fo  a  =  nb. 

n  n 

Beweis.     Unmittelbar  aus  343  und  344. 

Satz.     Man  kann  die  Vorzeichen    aller  Glieder  einer  Gleichung  561. 
entgegengefetzt  nehmen. 

Beweis.  Man  kann  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  —  1  ver- 
vielfachen, dann  aber  werden  alle  Zeichen  entgegengefetzt  (nach   158). 

Beispiele.  a  —  x  =  b  —  c,  x  —  a  =  c  —  b. 

Satz.     Wenn    beide  Seiten    der    Gleichung   Brüche    find,    deren  562. 

Zähler  ungleich  Null,  fo  kann  man  beide  Brüche  umkehren. 

a  c  ä  c 

Beweis.     Es  fei  —-=—-,   fo   ist  1  :  —  =  1  :     -        (nach  303), 
b         d  b  d 

d.  h.  —  =  —  (nach  181),   was  zu  beweifen  war. 
a         c 

Erklärung.  Eine  Gleichung  heist  eingerichtet,  wenn  fie  563. 
die  Form  einer  Höhenreihe  hat,  in  welcher  die  höchste  Höhe  das 
Fach  1  hat,  die  Glieder  mit  Höhen  von  z  auf  der  linken  Seite  und 
das  Glied  ohne  z  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  steht  (fie  heist 
auf  Null  gebracht,  wenn  alle  Glieder  auf  der  einen  Seite  und  0  auf 
der  andern  Seite  der  Gleichung  steht). 

Die  Gleichung  heist  nten  Grades,  wenn  zn  die  höchste  Höhe 
(Potenz)  von  z  ist,  fie  heist  ersten  Grades,  wenn  die  linke  Seite 
der  eingerichteten  Gleichung  nur  z  enthält. 

Aufgabe.     Eine  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  z  einzurichten.  564. 

Auflöfung.  Man  schafft  alle  Nenner  weg  (nach  Satz  559),  löft 
die  Klammern  auf,  welche  x  enthalten,  schafft  die  Glieder,  welche  x 
enthalten,  auf  die  linke,  die  ohne  x  auf  die  rechte  Seite,  fasst  in 
jedem  Gliede  die  Fache  oder  Faktoren  z  zu  einer  Höhe  zufammen, 
fügt  die  Glieder,  welche  gleiche  Höhen  von  x  enthalten,  in  ein  Glied, 
ordnet  die  Glieder  fo,  dass  die  höchste  Höhe  von  x  beginnt  und  die 
jedesmal  niedere  folgt.     Ist  dann  die  Vorzahl  des  ersten  Gliedes  Null, 
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fo  lasse  man  dies    fort,    ist   fie    nicht  Null,    fo   teile    man   jedes  Glied 
durch  diefelbe,  fo  ist  die  Gleichung  eingerichtet. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  den  vorhergehenden  Sätzen. 

565.  Satz.     Eine    Gleichung    ersten   Grades    mit    einer    Unbekannten 
ist  aufgelöft,  wenn  fie  eingerichtet  ist. 

Die  AnflöTung  der  Gleichungen  ersten  Grades  mit  mehren  Un- 
bekannten ist  in  den  Sätzen  309  bis  314  gelehrt. 

Einen  weitern  Weg  der  Auflöfung  lehrt  die  Ausdehuungslchre. 

Die  folgenden  Sätze  diefer  Nummer  können,  wenn  man  nur  die  Gleichungen 
zweiten  Grades  durchnehmen  will,  weggelassen  werden*,  dagegen  werden  Re  für 
die  Gleichungen  höhern  Grades  gebraucht. 

566.  Satz.     Die  Wurzeln  der  Gleichung  xn  =  a  find 

i    ?£? 
xÄ  =  an  *e  n  ,  wo  a  alle  ganzen  Werte  von  0  bis  n  —  1  haben  kann. 

_£  n  J_  aoTT 

Beweis.     xn  =  a  =  a«l,  mithin  xfl  =  an  j/l  =  ane  n  . 

567.  Satz.     Jede  Gleichung  n  ten  Grades  hat  mindestens  eine  Wurzel. 
Beweis.     Es  fei  A  =  0   diefe  Gleichung,    wo  A  eine  Gleichung 

nten  Grades  von  x  ist;  es  ist  zu  zeigen,    dass  es  allemal  einen  Wert 
von  x  giebt,  welcher  der  Gleichung  genügt. 

Man  kann  zuerst  zeigen,  dass  man,  wenn  ftir  irgend  einen  Wert 
x  der  Ausdruck  A,  alfo  auch  fein  Pluswert  noch  nicht  Null  ist,  stets 
x  fo  ändern  kann,  dass  der  Pluswert  von  A,  welcher  mit  a  bezeichnet 
fein  mag,  kleiner  wird  als  er  war.  Hieraus  folgt  dann,  dass  der 
kleinste  Wert  von  a  nicht  von  Null  verschieden  fein  kann,  dass  er 
alfo  Null  fein  muss,  und  da  unter  allen  Werten,  welche  a  bei 
beliebigem  x  annehmen  kann,  doch  einer  der  kleinste  fein  muss,  fo 
wird  dann  bewiefen  fein,  dass  es  Werte  von  x  geben  muss,  ftlr 
welche  a,  und  alfo  auch  A  gleich  Null  wird.  Man  fetze  alfo  in  A 
überall  x  4-  y  statt  x,  und  gehe  dadurch  der  Ausdruck  A  in  B  über. 
Jedes  Glied  von  B  lässt  fich  dann  nach  dem  Zweigliederfatze  (bi- 
nomischen Lehrfatze  393)  in  einer  nach  y  steigenden  Höhenreihe 
entwickeln,  deren  erstes  Glied  gleich  dem  entsprechenden  Gliede  von 
A  ist;  zieht  man  daher  A  von  B  ab,  fo  erhält  man  eine  nach  y 
steigende  Höhenreihe,  in  welcher  notwendig  das  erste  Glied  (d.  h.  die 
Vorzahl  von  y°)  Null  ist,  übrigens  auch  eines  oder  mehre  der  folgenden 
Glieder  Null  fein  können.  Das  erste  Glied,  was  nicht  Null  ist,  fei 
Cyp,  wo  p  alfo  ;>  0,  und  die  folgenden  Glieder  höhere  Höhen  von  y 
enthalten,  alfo 

B  — A  =  CyP  + 
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Setzen  wir,  um  die  Pluswerte  einzuführen, 

A  =  ae",  B  =  b<^,  C  =  c^,  y  =  u^, 
wo  a,  b,  c,  u  die  Pluswerte,    und  wo  a,  0,  y,  f    die  echten  Winkel  der 
Winkelgrösen  A,  B,  C,  y  find,  fo  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

\>€ß  _  a*«  =  cer(u€Sf  -\ ,  d.  h. 

he?  =*ea  +  cuV  +  p£  +  .... 

=  a(cosa  +  isina)  -f-  cuP[cos(y  -f-  pf)  +  isin(y  +  p£)l  +  •  •  • 

(nach  500) 

=  acosa-|-cuPcos(y4-pf)-| |- i[asina-f-cuPsin(y-f  pf)  -| — ], 

airo  (nach  426) 

b2  =  [acosa4-euPcos(y+pn  -\ — ]24-[&sinoH-cuPsin(y+pC)H ]2, 

=  a2((cosa)2  -f-  0*ina)2)  +  2aeuP[(cosa)cos(y+pf) 

+  (Pina)sin(y  -f  p£)H , 

wo  die    folgenden  Glieder    schon  höhere  Höhen   von  u,    als    die    p  te> 
enthalten;  alfo  nach  bekannten  Sätzen  der  Trigonometrie 
==  a2  +  2acuPcos(y  +  P?  —  <*)+•••>  °^er 

b2  —  a2  =  2acuPcos  (y  +  pf  —  a)  -] . 

Da  nun  y  =  u«£  ein  beliebig  zu  wählender  Zuwachs  von  x  ist, 
alfo  u  und  f  willkürlich  gewählt  werden  können,  fo  können  wir  J  fo 
wählen,    dass    cos  (y  -f-  pf  —  a)  =  —  1  fei.     Dies  wird   der  Fall  fein, 

wenn  wir  f  = fetzen,    was  immer  möglich  ist,    da  p  £  0. 

Dann  wird  in  der  Tat  cos(y  -f-  pf  —  a)  =  cos/r  =  —  1   und  die  obige 
Gleichung  wird  b2  —  a2  =  —  2acuP  +  •  •  •  • 

So  lange  a  (der  Pluswert  von  A)  nicht  Null  ist,  und  auch  u  von 
Null  verschieden,  alfo  als  Plusgröse  angenommen  wird,  bleibt  ay  uP  Plus- 
gröse.  Nun  können  wir  u  stets  fo  klein  annehmen,  dass  2acuP  gröser 
wird  als  der  Pluswert  der  Summe  aller  folgenden  Glieder  mit  höhern 
Höhen  von  u.  Dann  wird  alfo  —  2acuP  -f -  •  •  •  •  eine  Strichzahl,  alfo 
auch  b2  —  a2  eine  Strichzahl,  d.  h.  b2<  a2,  alfo  auch  b  <a  (nach  377), 
d.  h.  der  Pluswert  von  B  ist  kleiner  als  der  von  A.  Alfo,  wenn  A 
noch  nicht  Null  ist,  fo  kann  man  x  stets  fo  ändern,  dass  der  Plus- 
wert a  von  A  kleiner  wird  als  vorher.  Nun  muss  es  aber  Werte 
von  x  geben,  für  die  a  kleiner  wird  als  für  alle  übrigen  Werte 
von  x.  Für  jene  Werte  kann,  wie  eben  gezeigt,  a  nicht  von  Null 
verschieden  fein,  d.  h.  muss  a  Null  fein.  Alfo  giebt  es  Werte  von  x, 
für  die  a,  d.  h.  der  Pluswert  von  A  Null  ist,  alfo  auch  A  felbst 
Null  ist. 
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568.  Satz.     Es  ist  a«,  +  ^x  +  aaX2  -\ +  a„  -  i*n -  *  +  xn 

=-ffo  +  («i  +  «2x  +  a3x24---  +  aJJ_iXn-a  +  xn-1)(x  — «)• 
wo  a0  =  ao  i-  a*i  und  aa  =  aa  -f  aaa  +  x  und  ßtt_i  =  an.1}a  ist. 
Beweis.     Führt  man    die  Vervielfachung    auf   der  rechten    Seite 
aus,  fo  erhält  man 

a,  -j-  a2x  -f  a3x2  ^ f  a„  _  jx»  -  *  +  xn  - 1 

x  —  a 


alX  H   ot2x2  -f-  a3xy  -| f  a„_ixn-  *  -J-  xn 

—  aa,  —  aa2x  —  aazx2  -—  aa^x3  —  •  —  axn  - l. 
Es  ist  aber  Oq  —  aa{  =  a^,  a{  —  aa2  =  aH  a2  —  a«3  =  a:, •  •  • 
an-i  —  a  =  an_!,  alfo  ist 
(x  —  aU<h  +  «ix  4-a3x2  +••••+  an-ixn-a  fx-^  +  Oo 
=  a^  +  a,x  +  ajx2  -j 1-  an  _  xXn  -  l  -f-  xn. 

569.  Satz.     Wenn  x  =  a  eine  Wurzel  der  Gleichung 

ao  +  a,x  4-  a2x2  -\ |-  an_  xxn  -  l  -f  xa  =  0  ist,  fo  ist  diefe  Gleichung 

gleich  (x  —  a)(_a0  4-  a,x  +  a2x2  -\ \-  an_axn-*  4-  x»- *)  =  0,  wo 

aa  - 1  =  aa  +  aa4  ist  oder 

Es  lässt  fich  dann  die  Gleichung  ao  |-  atx  4-  a*»2  4 h  *n  -  iXn  ~~  *  +  xn 

durch  x  —  a  ohne  Best  teilen  und  der  Bruch  (der  Quotient)   ist  ein 
Ausdruck  (n  —  l)ten  Grades. 

Beweis.     Wenn  man  die  in  Satz   568    angegebenen  Werte    von 
at,02,-'-an  einfuhrt,  fo  erhält  man 

«o  =  a*  +  a«i,     ad  =  aa  4-  a<Xa+i>     alfo     Oo  =  a^  4-  a&i  +  a2a*, 
«o  =  »o  +  aai  +■  ß2ftj  +  «3a3     und    endlich    a0  =  ^  4"  «aJ   +  fl2a2 

4-  a3a3  -| 1-  an""1an-1  +  an.     Und    da    nun  a    statt   x  nach    der 

Annahme  der  Gleichung  genügt,  fo  ist  diefe  Gleichung  =  0,  d.  h.  a0  =  0, 

mithin  ist  nach  568 

a0  -}-  ajx  H \-  xn=(x  — a)(a,  +  a%x -\ \-  an^x"-2  f-x»-1). 

570.  Satz.     Jede  Gleichung  nten  Grades  von  der  Form 

ao  H-  a,x  4-  aaX2  H h  xn  =  0    lässt   fich   als    ein   Zeug    (Produkt) 

von  n  Grosen  der  Form  x  —  a  darstellen. 

Beweis.     Aus  567  und  569,    wenn  man   diefe  Sätze    wiederholt 
anwendet. 

571.  Satz.     Jede  Gleichung  nten  Grades   hat  n Wurzeln,    von  denen 
aber  mehre  einander  gleich  werden  können  und 

Wenn    altaJt'  •  -an,    die  Wurzeln    einer  Gleichung    nten  Grades 
find,   fo    ist    das  Zeug    der  Grösen  x  —  at  ■  •  -x  —  an    der    Gleichung 
gleich,  oder 
0  =  ^  4-  aAx  4-  a2x2  4 1-  xn=*(x— «i)(x  —  a2)(*— 03)  •  •  •  (x  —  <*n). 
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Beweis.     Nach  570  lässt  lieh,  wenn  %  +  »iX  -f  a^x2  -\ \-  xn=0 

die  gegebene  Gleichung  ist,    die    linke  Seite  als    Zeug    (Produkt)    von 
nGrösen  der  Form  x  —  a  darstellen.     Es  feien  dies  x — al3x — c^«--, 
x  —  an,  fo  hat  man 
ao  +  a,x  +  a^x*  H \-x"=(x— at)(x— a2)(x— a3)-  •  -(x— an)=0. 

Jedes  Zeug  (Produkt)  ist  nach  175  dann  und  nur  dann  Null, 
wenn  eines  feiner  Fache  (Faktoren)  Null  ist,  alfo  ist  entweder  x  —  at  =  0, 
oder  x  —  a2  =  0  u.  f.  w.,  d.  h.  es  ist  entweder  x  =  aA  oder 
x  =  a2  u.  f.  w.  oder  x  =  an  oder  es  find  diefe  nGrösen  a^a^-  -  -an 
die  n  Wurzeln  der  Gleichung.  Und  umgekehrt,  wenn  dies  n  Wurzeln 
der  Gleichung  find,  fo  folgt  nach  569  die  Gleichung 

a^  +  a^i  +a*x2  -\ h  xn=(x  —  at)(x — a2)(x  —  a3)-  -(x  — an)  =  0. 

*    Satz.     In  einer  Gleichung  n  ten  Grades  572. 

^  +  EiX  -f-  a2x2  -i f  xn  =  0  ist  die  Summe  der  n  Wurzeln  gleich 

—  an-!,  die  Summe  der  Zeuge  oder  Produkte  von  je  zweien  der- 
selben =  an_a>  die  Summe  der  Zeuge  von  je  dreien  derfelben 
=  —  an  -  3  u.  f.  w.,  die  Summe  der  Zeuge  von  je  r  derfelben 
=  an_r.(—  1)'. 

Beweis.     Denn    wenn    die    Wurzeln    ai,  ty,»  •  •  •&!    find,    fo    ist 
(nach  571) 
a0  +  a^  +  a~x2  -\ h  xn  =  (x  — , ■. a,)(x  —  a^) (x  —  an). 

Entwickelt  man  nun  die  rechte  Seite  nach  Höhen  von  x,  fo 
erfolgt  der  zu  er  weifende  Satz. 

Satz.    Wenn  in  einer  Gleichung  nten  Grades  mit  Vorzahlen  (reellen  573. 
Koeffizienten)  a  -f  ib  eine  Wurzel  ist,  fo  ist  auch  a  —  ib  eine  folche. 

Beweis.  Es  fei  A  =  0  die  gegebene  Gleichung  nten  Grades 
für  x.  Setzt  man  nun  a  +  ib  statt  x,  fo  verwandelt  fieh  A  (nach 
426)  in  einen  Aufdruck  der  Form  B  +  iG,  und  wenn  man  a  —  ib 
statt  x  fetzt,  in  B  —  iC.  Wenn  nun  a  -f  ib  eine  Wurzel  der  Gleichung 
ist,  fo  muss  B  +  iC  =  Ö  rein,  d.  h.  (nach  426),  B  =  0,  C  =  0;  dann 
ist  alfo  auch  B  —  iC  =  Ü,  d.  h.  auch  a  —  ib  ist  dann  eine  Wurzel 
der  Gleichung  A  =  0. 

Satz.     Wenn  man  in  einer  Gleichung  nten  Grades  574. 

xn  +  an  _  iXn  -  *  -\ \-  a0  =  0  statt  der  Unbekannten  x  eine  neue 

y  einfuhrt,  welche  mit  x  durch  die  Gleichung 

an-i 

x==y 

n 

verbunden  ist,    d.  h.  welche  gegen  x  um  den  nten  Teil  der  zweiten 

Vorzahl  (der  Vorzahl  von  xn  ~  y)  vermehrt  ist  und  dann  die  Gleichung 
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nach  y  einrichtet,   fo  ist   die  Vorzahl  des  zweiten  Gliedes  in  der   fo 
erhaltenen  Gleichung  Null. 
Beweis. 

=  r  —  an-tf11-1  +--an-ixn-1  =  an_1(y  —  ^pj 

==  an  _  x(y*  - l )  =  an_1yB-1 , 

alfo  xn  +  aa.^-1  -\ =  y»  +  O-y"-1  4 . 

14;  Die  Gleichungen  zweiten  Grades  oder  die  quadratischen 

Gleichungen. 

Die  quadratlachen  Gleichungen  werden  in  den  Schulen  stets  vor  der  Lehre 
von  den  Jgrösen  (den  komplexen  Grösen)  durchgenommen,  wissenschaftlich 
gehören  Äe  erst  in  den  letzten  Abschnitt  nach  der  Lehre  von  den  Jgrösen 
(komplexen  Grösen),  in  diefem  Buche  müssen  fie  alfo  an  diefer  Stelle  ihre 
Behandlung  finden.  Um  Äe  aber  auch  Jedem  verständlich  zu  machen,  der  jene 
schwierige  Lehre  nicht  durchgenommen  hat,  füge  ich  die  folgende  Erklärung  in 
elementarer  Form  hier  auf. 

575,  Erklärung.  Jede  Gröse  x,  welche  einer  Gleichung  von  x 
Genüge  tut,    heist  eine  Wurzel  diefer  Gleichung.     Das  Zeichen   der 

zweiten  Wurzel  ist  p^Rx,  golefen  2  te  Wurzel  aus  Formel  von  x. 

Die  Gleichung  zweiten  Grades  hat  zwei  Werte;  man  darf  alfo  nicht  allgemein 

fetzen    yx.  =  p  x,    kurz  die  Wurzel    ist   keine   einwertige  Gröse,   mit    welcher 

man  rechnen  dürfte,  fo  z.  B.  hat   y&2   die   beiden  Werte  -f-&   und  — a,    wollte 

man  alfo    y  a2  =  y  a2   fetzen,    fo    wäre    damit   auch  -|-  a  =  —  a  gefetzt.     Es    ist 

vielmehr  nur   y  a2  £5  y  a2,   d.  h.  es  find  nur  die  entsprechenden  Wurzeln  aus  aa 
einander  gleich. 

576.  Erklärung.  Die  Gleichung  zweiten  Grades  wird  auch  eine 
quadratische  Gleichung  genannt.  Diefelbe  ist  eine  reine, 
wenn  das  Glied  erster  Stufe  fehlt,  eine  gemischte,  wenn  es  vor- 
handen ist. 

Das  Zeichen  der  zweiten  Wurzel  ist  kurz  y. 

Die  zweite  Tiefe  aus  —  a  heist  eine  reine  Jgröse  (imaginäre 
Gröse),  die  zweite  Tiefe  aus  —  1  heist  das  J  (die  imaginäre  Eins) 
Zeichen  i. 

Beispiele.  x2  =  a  ist  eine  reine,  x2-|-ax  =  b  ist  eine  gemischte 
quadratische  Gleichung.  Jede  Gleichung  zweiten  Grades  hat  zwei  Wurzeln,  z.  B. 
die  Gleichung  x2  =  a2  hat  die  Wurzeln  -\-b.  und  — a,  die  Gleichung  x2  =  —  a2 
hat,  wie  wir  später  fehen  werden,  die  Wurzeln  -|-  ia  und  —  ia. 
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S  atz.  (a  +  b)2  =  a2  +  2ab  +  b2.  577. 

Das  Quader  der  Summe  zweier  Grösen  erhält  man,  indem  man 
zu  der  Summe  der  beiden  Quader  der  Grösen  das  doppelte  Zeug 
(Produkt)  diefer  Grösen  zufügt  (addirt). 

Beweis,     (a  +  b)2=  (a  +  b)(a  +  b)  (nach  318) 

=  a2  +  2ab  +  b2  (nach  180) 

Beispiele.     (3  +  5)^  =  9 +  2-3.5 -f  25  =  64 
(7  +  3)a  =.- 49  +  2-7 -3  +  9  =  100. 

Satz.  (a  —  b)2  =  a2  —  2ab  -f  b*.  578. 

Das  Quader  des  Unterschiedes  zweier  Grösen  erhält  man,  indem 
man  von  der  Summe  der  beiden  Quader  der  Grösen  das  doppelte 
Zeug  (Produkt)  der  beiden  Grösen  abzieht. 

Beweis,     (a  —  b)2  =  (a  —  b)(a  —  b)  (nach  318) 

=  a2  —  2ab  +  b2  (nach  180). 

Beispiele,     (b  —  3)2  =  25  —  253  +  9  =  4 
(7  -  Zy  =  49  -  2 -7  - 3  +  9  =  16. 

Satz.  (a  +  b)(a  —  b)  =  a2  —  b2.  579. 

Das  Zeug  oder  Produkt  der  Summe  und  des  Unterschiedes  zweier 
Zahlen  ist  gleich  dem  Unterschiede  der  beiden  Quader  der  Zahlen  oder 

Der  Unterschied  der  Quader  zweier  Zahlen  ist  gleich  dem 
Zeuge  (Produkte)  aus  der  Summe  und  dem  Unterschiede  der  beiden 
Zahlen. 

Bewein,     (a  -f-  b)(a  —  b)  =  a*—  b2  (nach  180). 

Beispiele.     (7  -f  3)(7  —  3)  —  49  -  9  =  40 
(8  +  5)(8  —  5)  =  64  —  25  —  39. 

Satz    der    reinen    quadratischen    Gleichung.     Die    reine  580. 
Gleichung  zweiten  Grades  x2  =  a2  hat,  wenn  a2  eine  Plusgröse  -f  &* 
ist,    zwei  Zahlwurzeln    (reelle  Wurzeln)   +  a  und  —  a,    welche  ent- 
gegengefetzt find,  wenn  a2  eine  Strichgröse  —  b2  ist,  fo  hat  fie  zwei 
Jwurzeln  (imaginäre  Wurzeln). 

Beweis,  a.  Wenn  a2  eine  Plusgröse  ist,  fo  folgt  aus  x2  =  a2 
fofort  x2  —  a2  =  0,  mithin  nach  578  (x  +  a)(x —  a)  =  0. 

Wenn  aber  ein  Zeug  (Produkt)  Null  ist,  fo  ist  nach  114  not- 
wendig einer  der  beiden  Fache  (Faktoren)  Null,  alfo  ist  entweder 
x  +  a  =  0,  oder  x  —  a  =  0,  d.  h.  x  ist  entweder  —  a  oder  -f-  a. 

b.  Wenn  a2  eine  Strichgröse,  fo  ist  die  Wurzel  derfelben  eine 
Jgröse  nach  425. 

Satz    der    gemischten    quadratischen    Gleichung.      Eine  581. 
gemischte  quadratische  Gleichung  löft  man   auf,   indem  man  fie  ein- 
richtet, dann  auf  beiden  Seiten  das  Quader  der  halben  Vorzahl  (des 
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halben  Koeffizienten)  des  Gliedes  erster  Stnfe  zufügt,  auf  beiden  Seiten 
die  Wurzel  zieht  und  der  rechten  Seite  das  Zeichen  +  vorfetzt,  oder 
Wenn  x2  +  ax  =  b  ist,  fo  ist 

Beweis.      1.     Man    füge    zu    x-  -f  ax  =  b    auf    beiden    Seiten 

(-|-)\   fo   ist  x2  +  ax  +  (  *-Y  =  b  -f  (y  V.      Hier    Ist    die     linke 

a 
Seite  nach  576  das  Quader  von  x  +  -    -,  alfo  i*t 

lx-f  y)    =  b  -f  ( -^-)  9  mithin  nach  340 

Beweis.      2.     Man     vervielfache     die     Gleichung     mit    4,     alfo 
4x2  -f  4ax  =  4b  und  betrachte  2x  als  Unbekannte,  dann  ist 
(2x)2  -f-  2a-(2x)  =  4b,    man  füge    nun    auf   beiden  Seiten    a2,    fo  ist 
(2x)2  +  2a- (2x)  -f  a2  =  (2x  -f-  a)*  =  4b  +  a2,    dann    ist   nach    340 
die  Wurzel 

2x  +  a  ö  +  (4b  +  a2//a,  mithin  x  ^  ~  a  +_(^b_+  a2)_„. 

Beispiele,     x2  +  5x  —  6,  mithin  x  ^  —  A  Zjl  (6  +  (.-)*)     ,    d.h.    ent- 
weder X  —  —  6  oder  x  =  -j-  1 

x>  +  3x  =  7,   mithin  x  £2  -  ,J  +  (7  +  (|  j)'\  d.  1,  x  =  =  3-  +A08?™ 

582.  Satz.     Wenn  x»  —  ax  =  b  ist,  fo  ist 

Beweis.     Unmittelbar  aus  581,  wenn  man  — a  statt  a  fetzt. 

3  /         9  \  ' 2 

Beispiele.     xa —  3x  =  4,   mithin  x  =  _-  _+_  (4 -\-      \     ,    d.    h.    x  =  —  1, 

oder  x  =  -|~  4 

X2  _  4X  =  12,   mithin  x  =  2  +  (12  +  4)1''-»,  d.  h.  x  =  —  2,  oder  x  =  -f  6. 

583.  Satz  der  Löfung  durch  Winkelgrösen. 

Wenn  x2  +  ax  =  +  b,  und  b  eine  Plusgröse,  fo  ist 

x  =  b,/2tani/2a)  oder)          A             2b ,2 
u  wo  tany  = . 

x=  -  b/acot'  2y      )  a 
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Beweis.     Man  hat  x  ö  —  —  If  ( b  +  (yj  j    ,    oder 

^[-'*0+S)"l 

Da  hier  b  eine  Plusgröse  ist,  fo  fetze  man 

4b  2bVa 

(tany)2  =  — ,         oder  tany  = —    ,         dann  hat  man 
a  *  a 

xS|-[— l  +  fl-t-aany)»)'/'] 

und  da  1  +  (tan»)»  =  1  +  P*£  =  (ooy^fth,)»  =  _1 

'  *J  ^  (cosy)2  (cos y)2  (cos 9)*' 

n     .  ,       ^  al       ^  —     1    1  ^  a/— cos«  +  1\ 

fo     fet    X  §  -5-I  —  1  + I  =  ^(  ——  ) 

4L              cosy.l        2\        cosy       / 
und  da  tany>  = ,   fo  ist  --  = und   da   (cosy)tany  =  siny, 

fo  ist  x^b'1  _ZLE_  1 

\       sing>        / 

Nun  ist  aber  nach  472 

4      1/  1  —  ccw9       j       ah  1  +  cosy 

tanM2(p  = . -  und  cot1/*g>  = — . -,  mithin  ist 

'  einy  y  smy 

entweder  x  =  b  /atan  tJ%  9,  oder  x  =  —  b     cot  ^2  y. 

Beispiele. 
x2+7x=.12 

log  tan  <p  =  logil^?2_  =  9,99552  9?  =  44° 42'  17' ' 

log  tan  Va  9  ==9,61405  VaT  =  22°21'8" 

logb'2  =  0,53959 

log  x  =  0,15364  x  =  1,4243. 

Satz.     Wenn  x2  +  ax  =  —  b,  und  b  eine  Plusgröse,  fo  ist  584. 

x  =  —  a  («in  */a  y )2  oder  I  _  2b,/a 


x  =  —  aCeos1/»?)'  )  x  a 

Beweis.     Man  hat  in  obiger  Formel  —  b  statt  b  zu  fetzen,  dann  ist 


»Hr^e-s)*} 


X  ^  -TT 


Da  hier  b  eine  Plusgröse  ist,  fo  fetze  man 

f  M  4b  A  ^ 

(piny)2  =  — ,         oder  smy  = , 

a  a 

R.  Graaamann,  Zahlcnlchrc.  15 
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dann  ist  x  ^  ^  ( —  1  +  (1  —  Oiny)2)  '=— (—  J  +  cos g>)  (nach  441 J. 

Nun  aber  ist  nach  455 

1  —  coscp  ,  1  4-  coscp 

(«in  >/aSP)2  = 2—    ,         (cos  i/2  y)*  =  — ^ — i,  mithin  ist 

entweder  x  =  —  a(sin1/2<p)s,         oder  x  =  —  aCoos1/)^)3. 
Beispiele. 
x24-llx  =  — 25 

i/ 

logsin  <p  =  log2  ^  -  sas  9,95861  <p  =  65022'  50" 

log(sin  Va<p)a  =  9,46494  »/a?  =  32H1'25" 

log  (_  X)  =  0,50633  x  =  —  3,2087 

Bemerkt  möge  hier  werden,  dass  die  beiden  trigonometrischen  Löfuugen 
nur  wenig  Vorteile  bieten,  die  gewöhnliche  Löfung  ist,  wenn  man  Loge  oder 
Logarithmen  anwendet,  ebenfo  bequem. 

15.    Die  Gleichungen  dritten  Grades  oder  die  kubischen 

Gleichungen. 

Um  die  Gleichungen  dritten  Grades  löfen  zu  können,  mnss  man  zunächst 
das  zweite  Glied  der  Gleichung  nach  Satz  574  entfernen.  Es  kann  dies  leicht 
geschehen,  auch  ohne  auf  einen  frühern  Satz  zurückzugehen. 

Die  vollständige  Gleichung*  dritten  Grades  hat  die  Form 
x3  -|-  ajx*  -f-  a,x  +  ao  =  0. 
Setzen  wir  hier  x  =  y  —  !/n  *h  ft>  wird  daraus 

4-^ya-2/3a.iay  +  -g-aa3  l^o 

__ _.-a_+^-  - 

yi  +  (Bl  -  ^-)y  +  «0  +  Vv***  -  VaB,«,  -=  0, 

oder  kurz  y3  —  9ly  +  93  —  0. 

Wir  bringen  die  Gleichung  auf  die  Form 

y3  +  3py  =  2q,      wo  p  =  '/3  (»1  —  %)  und  q  =  '/aC/a^i  ~  «o  —  a/a7aa3). 

585.  Satz.     Die  Gleichungen  dritten  Grades  bringt  man  auf  die  Form 

x3  4-  Spx  =  2q. 
Wenn    q   das  entgegengefetzte  Zeichen    erhält,   fo   erhält   auch 
die  Wurzel  das  entgegengefetzte  Zeichen. 

Es  empfiehlt  fich,  für  die  Auflöfung  diefer  Gleichungen  demnach 
drei  Fälle  zu  unterscheiden:  1,  wo  p  eine  Pluszahl  ist,  2,  wo  p  eine 
Strichzahl  und  zugleich  q*  >  p3  ist,  und  3,  wo  p  eine  Strichzahl 
und  zugleich  p3  >  q2  ist. 
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Die  Auflöfnng  ist  dann  folgende: 
Fall  1.     Fttr  x8  +  Spx  =  2q  ist: 

(tang>)*  =  ^,         tani//  =  ftan^    .        x1  =  2-p,/a: tan2<//, 

*i  =  -j  +  i(3fp  +  */<  Wa,        x3 1=-  J  -  i(S(p  +  ^Xi»))7' 
Fall  2.     Fttr  x3  —  Spx  =  2q,  wo  q*  >  p8  ist: 

(«iny)^?^        tani//  =  (tan|-j    ,         xt  =  2-pVa:  sin2^, 

*i  =  —  j  +  (Bfp  -  V<x, 2))Va,        x3  =  - 1  -  (S(p  -  t/4x, '))Va 
Fall  3.     Fttr  x3  —  Spx  =  2q,  wo  p8  >  qa  ist: 

rin3y  =  ^J    ,        —  x,  =  2.p/J.siny, 

—  X2  =  2p1/asin(60<>  —  y),        +  x3  =  2  V2.  sin  (60°  +  y). 

Beweis.  A.  Wir  beweifen  zunächst,  dass  wenn  q  entgegen- 
gefetztes  Zeichen  erhält,  dass  dann  auch  jede  Wurzel  das  entgegen- 
gefetzte Zeichen  erhält. 

Sei  alfo  x  =  at  eine  Wurzel  der  Gleichung  x3  -f-  3px  =»  2q,  wo 
die  Zeichen  von  p  und  q  beliebig  feien,  fo  fetze  x  =  —  y  und  ftlhre 
dies  ein,  fo  erhalten  wir  —  y3  —  3py  =  2q,  mithin  nach  Umkehr  der 
Zeichen  y8  -f  3py  =  —  2q  und  hier  ist  y  =  —  x  =  —  a!  eine 
Wurzel  der  Gleichung. 

B.  Um  die  kubische  Gleichung  x8  +  3px  =  2q  zu  Wen,  wo  das 
Zeichen  von  p  verschieden  fein  kann,  fetze  *  man  x  =  u  +  v  und 
zugleich  uv  -f-  p  =  0  (durch  welche  beiden  Gleichungen  die  Grösen 
u  und  v  bestimmt  find),  dann  erhält  man 

u3  +  v8  -f-  3x(uv  -f-  p)  =  2q  und  da  uv  -|-  p  =  0,  auch 
u3  +  v3  =  2q, 
alfo  u8  =  2q  —  v3  v8  =  2q  —  u3. 

Ferner  uv  =  —  p,  mithin  u3v8  =  —  p3,  alfo 

u8(2q  —  u3)  =  —  p3        v3(2q  —  v3)  =  —  p3 
oder  u6  —  2qu8  =  p8  v6  —  2qv3  =  p3 

und  durch  Auflöfung  diefer  Gleichungen  zweiten  Grades 


*Diefc  LöTung  ist  von  Eulcr.    Setzt  man  x  =  u  -j-  v,  fo  ist 
(u  -f"  v)3  =  u3  +  3uv(u  +  v)  -|-  v3,  mithin 
(u  -j-  v)3  —  3uv  (u  +  v)  =  u3  -f  v3.     Alfo 
p  =  —  3uv  und  2q  =  u3  +  v3. 
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u3  =  q  -f-  (q*  +  p3j  /a      v3  =  q  —  (q*  +  p*j  /a,  mithin 
( 0)  x  =  u  +  v  =  (q  +  (q>  4-  P3JVa)  '  +  (q  -  (q2  +  P8)V')  ' 

-[(•+(-5)t+0-(-5)*)T- 

Fall  1.     Wenn  p  ein  Pluszeichen  hat,  d.  h.  x8  -f  3px  =  2q,  fo  fetze 

(*^  (tan«p)2  =  ~,   mithin  q  =  — —  und  q  /3  =  — rr 

U  ^         ^  >«»  (tan*)''» 

Vi 


Dann  ist 


0  +  Jji)  J  =  CI  +  (t«»)f)V,=  ~y  (»«*  4«7). 

ist 

X~(ta^(Öi''L^_cosSr_/  \~~ cos"»"/    J 

x  _  „Vif  (i+_^Y/s  _  /l  — cpayV^ 
V.V     siny     /  \     siny      /    y 

=p"'(H)",-('"»l)'")- 

/  v'/l 

)  Man  felze  hier  tani//  =  ( tau;*- l    , 

fo  ist 

x  =  p  /a(cot \b  —  tan<//)  =  p  'i  - — y.—^—r-  ) 

sin2^  x  r       tan2i/; 

Um  die  andern  Wurzeln  x2  und  x3  zu  tinden,  beachte  man, 
dass  die  gegebene  Gleichung  ftir  alle  3  Wurzeln  gelten  muss.  E?  ist 
alfo  xi8  4"  3pX|  =2q         und  xa3  4-  3pxj  =  2q,  mithin 

x23-  Xla  4-  3p(x,  —  Xl)  =  0         und  X23~X|8  +  3p  =  0, 

x2  — Xi 

mithin,  wenn  man  die  Diviüon  oder  Teilung  ausführt 

xa>4-xsxi  +xi»4-3p  =  0 

und  demnach,  wenn  man  die  Wurzel  auezieht 

7a 


fo  ist 


wo  i  =  (—  l)''1. 
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Fall  2.     Wenn  p    ein    Strichzeichen   hat,    d.  h.    x8 —  3px  =  2q 
und  q2  >  p8,  fo  ist  nach  (o),  da  p  ein  Strichzeichen  hat-, 

Vi       r  i/.V/»- 


x  =  q 
Man  fetze  nun 


*+o-öT+0-o-S)*n 


1''  *       *»»'        *  (sirfy)" 


fsiny)*  =  ^,  alfo  q  =  J^,        q'/j  =  — P — ^    und  (*) 


x  =  — E__[(l  +  cosy)*'3  +  1  -  cosy)'7'] 
Oiny)  " 


-P*[(-lf+H)*} 

Hier  fetze  man  tarn/;  =  I  tan^  I    ,  C##) 


x  =■  p  /a(tantf/  +  coti»  =  p  '^—x^-i-V — "i 
x  T         r  (sin  ^)- cos  ^ 

sin  2  (//' 
Die    andern  Wurzeln    finden    Ach    ebenfo    wie    im    ersten    Falle, 
fofern  man  dem  p  ein  Strichzeichen  giebt,  es  ist  alfo 

*--*+(*-*))*  —  'i-M-V))* 

Fall  8.     Wenn    p    ein  Strichzeichen  hat,    d.    h.    x3  —  3px  =  2q 
und  p3  z>  q2,  fo  benutze  man  die  Formel 

siu3y  =  3sin<y>  —  4(sin<p)8  (nach  464)  und  fetze  *iny  = ,    fo    ist 

r 

x  x8 

.fcin3<p  =  —  3 1-  4—,  mithin 

y  r  r3' 

3r3  r3 

x3 — x  =*=  -f  --.sin3o>,  alfo 

4  4  x 

r2  r  w  r3  '/ 

p  =  —  und  —  =  p".     Ferner  q  =  -f-  -  «8in3y=  -f  p  /2sin3y. 

4  4i  o 


Alfo         sin3y=(^j    . 


Dann  int        x=  —  i'siny  = —  2-p     -siny. 
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Es  ist  aber  ferner 

sin3y  =  sin(180°  —  3y)  =  —  sin(180°  +  3g>). 
Daraus  erhalten  wir  die  drei  Werte  von  x. 

x,=  —  2.p,/a.siny,  x2  =  —  2-pl'18in(60°  —  y), 

x3  =  2.p,/agm(60o  +  y). 

Beispiele.    Fall  1.    x3-f39x  =  152 

133 
log  (tan  <py  =  log  7(p  =  9,58020  <p  =  3P39'50" 

logtanVay  =9,45267  *\%(p  =  15fl49'55" 

log  tan  ^  =  9,81756  ^  =a  33°18'17" 

logx,  =  Valogl3  -f  log2  —  logtan2tf/  =  0,49403  Xi  =  3,1191 

log  V4  xi*  =  0,38600  V4*ia  =  2,4322 

log(3  (p  +  Vi  Xia))  =  1,66555  3(p  +  V«Xi2)  =  46,2966 

logPCp  +  V**,2)]7'  =0,83277       i[3(p  +  ^Ux^2  =  \6,fM2 

x2  =  — 1,5595  +  i  •  6,8042  x3  =  —  1,5595  —  i .  6,8042. 

Fall  2.    x3  -  24x  =  60  900  >  512 

83 
log  (sin  <py  =  log  3^  =  9,75503  <p  =  48'  57'32" 

logtanv»  ss  Vs  (logtan—)  sr  9,88609  i//  =  37»34'7" 

logx1  =  log  (2-p  '2)  —  logsin2^  =  0,76735  xl  =  5,85263 

og  V4  *i2  =  0,93260  ViXi2  =  8,5636 

1og[3(p  -  Vi*!2)]1'2  =  0,H405  [3(p  -  ViW2  =  - 1,3003 

xa  =  —  4,25292  x3  =  —  1,65232. 

Fall  a.    x3  —  42x  =  80  2644  >  1600 

log  sin  3  <p  =  log(^3J  =  9,76573       <p  ss  11°53'21" 

log(  -  x0  =  log(2.p   a)  -f  logsiny  =  0,18800-,     xk  ^  —  1,5417 

log(—  x2)  =  log\2.p  ")  +  logsin(60a  —  <f)  =  0,74592 j     x2  =  —  5,5708 
log x3  =  log(2.p  ")  +  logsin(60»  +  <p)         ss  0,85202-,     x3  =  7,1125. 

16.  Die  Gleichungen  vierten  Grades  oder  die  biquadratischen 

Gleichungen. 

Um  die  Gleichungen  vierten  Grades  löfen  zu  können,    schafft  man    das  2te 
Glied  fort.    Sei  alfo    die  allgemeine  Gleichung    x4  -f-  &1*3  +  aa*2  +  a3x  +  a*  —  °i 
fo  fetze  mau  x=y  —  V4ai  u"d  entwickle  die  Formel,    fo  fällt  das  zweite  Glied 
fort  und  die  Formel  wird  x4  +  ax2  -|-bx  -f-  c  =  0. 
580.  Satz.     Die  Gleichung  vierten  Grades    bringt  man  auf  die  Form 

x4  -i-  ax2   1   bx  -(-  c  —  0,  dann  ist 
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x  =  +  »/,  V2  ±  («ue  +  f-e''1  -  d),,\ 

wo  e-  +  2ae»  -{-  (as  —  4o)e  =  b»  und  d  =■  '/s(a  +  e)>  f  =  —  ä    "*• 

Beweis.     Die    Gleichung    (x2  -f  d)2  —  e(x  -f  f )2  =  Ö  giebt    ent- 
wickelt und  nach  Höhen  von  x  geordnet 

x*  +  (2d  —  e)x*  —  2efx  +  d2  —  ef2  =  a 
Wenn  diefe  der  obigen  gleich  fein  foll,    fo  müssen  die  Vo: zahlen  (die 
Koeffizienten)  gleich  fein,  d.  h.  es  muss 

a  =  2d  —  e,  b  =  —  2ef,  c  =  d2  —  ef2  fein. 

Letztere  mit  4e  vervielfacht  giebt 

4ec  ==  4ed2  —  4e2f2  =  e(e  +  a)*  —  b2,  da  2d  =  a  +  e   ist, 

mithin  uach  den  Höhen  von  e  geordnet 

e3  +  2ae2  +  (a2  —  4c)e  =  b\       d  =  \/2(a  +  e),       f  =  —  ^ . 

<4e 

Die  Gleichung  (x*  -f-  d)-  —  e(x  -f-  fy2  =  0  ergiebt  aber  ferner 

x2  -f  d  =  +  (x  +  f).e,/a,         oder  x*  +  x-e'a  =  —  d  +  f-e''2, 

mithin  x  =  ±  i/2  -e,/a  +  (v  +  f.  e /a  —  d)Vi. 

Ein  Zahlenbeispiel  möge  die  Art  der  Löfung  erläutern.     Es  fei  gegeben 

x*  +  312x3  +  23337  x2  —  14874*  +  2360  =  0. 

312 
Man   fetze        x  =s  y  —  - v-  =  y  —  78,  fo  ergiebt  fich 

y*  —  13167  y2  + 140970  y  +  32'099'672  ==  0, 

mithin 

e3  -  26334e2  +  44'971'201  e  —  19'872'540'900  =■  0. 

26334 
Hier  fetze  man        e  =  z  +  — «—  =  z  +  8778,  fo  ergiebt  lieh 

z3  -  186'188'651z  —  977'858'792'426  =  0. 

Vergleichen    wir    dies    mit   z3 —  3pz  =  2q,    fo    ist    p3  >  qa   und    liegt   alfo    der 

Fall  3  der. kubischen  Gleichung  vor.    Es  ist 

logq2  =23,3784922 

log  p3  =  23,3784960 

log(sin3<p)a=   9,9999962 

logsutiyss   9,9999981 

3<p  =  89"49'50" 

cp  =  29°56'362/3"     60'  —  7?  =  30*>3'23Va"  60°  +  q>  -^  89°56'362/3", 

Vi  V*  Vi 

mithin  z,  =  —  2(p)     .sin<p  za  =  —  2(p)  '  sin(60°  —  <f)    z3  =  2(p)    sint60»  +  y.) 

z,  =  -  7864,545       z2  =  —  7891,447  +  z3  =  15756, 

alfo  ej  =  zj  +  8778  =  913,455    e2  —  z^  +  8778  =  886,553 

o3  =  zj  +  8778  =  24534       und  e,  +  e2  +  e3  =  26334. 
Daraus  ergiebt  Ach  x,  =  0,31666,  x2  =  0,31666,  x3  =  —  126.31666. 

x4  =  —  186.31666  und  xt  +  x2  -f-  x3  -f  x4  =  —  312. 
d.  h.  die  zweite  Vur/alil  der  Gleichung  negativ  genommen. 
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17.  Die  Gleichungen  höhern  Grades  und  ihre  Löfung  durch 

Näherung. 

587.  Satz.     Zu  jeder  Gleichung 

läset  fich  eine  andere  finden,  deren  n  Wurzeln   die  Quadern  von  den 
n  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  find. 

Beweis.     Es  fei  y  die  Unbekannte   der  zu  findenden   Gleichung, 

fo  hat  mau  y  =  x2,  alfo  x  =  y    .     Führt  man  (liefen  Wert  von  x  in 
die  gegebene  Gleichung  ein,  fo  erhält  man 

n  n  —  1  n  —  2 

y^+an-iy    *     H-a»_»y   a     H +^  =  0, 

n  n  — 2  n  — 1  n—  3 

oder  y*+an_ay    2     -} =  — a^ty    *    —  *n-3.Y    * . 

Erhebt  man  beide  Seiten    diefer    letztern  Gleichung    aufe  Quader, 
um  die  gebrochoen  Stufen  (Exponenten)  wegzuschaffen,  fo  erhält  man 


yn+2an_ayn-i  +  a?n_a 
+2an^4 


y^+Äa.-Ai^ 
+2an_6 


=  «WB-l+2a«-ia.-s,y,|-*+a*B_s 

|         +  2an_1a„_5 


,n-3 


+  a°n-4 

+2an_aan_6 
+2an_8 


l  + 


yn-3+2an_3an-5,yn-4  + 
+  2an_1an-7 


Alfo  ist  die  zu  findende  Gleichung  folgende: 


0=j»-aWy,|-,+a*n-»         | 

+2an_2|        -2an_1an_3l 

+2an_4       I 


y— *_a»._a 


jik— 3 


+a^n 


|yn-*+- 


+2an_2a11_4  — 2an_3an_5l 

— 2au_ian_5  +2an_2an_  6I 

+2an_6        I  —  2an_ian_7 
+2a._s        I 

588.          Aufgabe.       Den    Näherungswert    einer  Wurzel    einer    höhern 

Gleichung   zu  verbessern    (Weg   von  Newton  arithmetica  universalis 
1707). 

Auflöfwng.     Es  fei 
x«  +  anJ1x*-l+an-2Xn-*  +  ...+  a0  =  0 

die  gegebene  Gleichung  und  c  der  Näherungswert  einer  Wurzel.     Man 

fetze  x  =  c  -|-  z,  fo  wird 

Q  *=  (c  +  *)■  +  a^-iCc  +  z)*-  i  +  aa_2(c  +  z)»- *  +  . . . 

+  *i(c  +  «)  +  ao 

=  t*  +  an-ic»1-1  -f  a.-atf'-^H -f  a0 

+  zliie»-1  +  (n  —  Da^c"-*  +  (n  —  2)an_2e*-3  +  . .  .f  a,]  H 

=  fc  -f  zf.'e  (nach  393) 


233  Gleichungen  höhern  Grades  und  ihro  Löfunjr  durch  Näherung.         589. 

wo  die  folgenden  Glieder  höhere  Höhen  von  z  enthalten.  Wenn  nun 
z  fo  klein  ist,  dass  die  Glieder  mit  diefen  höhern  Höhen  gegen  das 
Glied  mit  der  ersten  Höhe  zu  vernachlässigen  find,  fo  kann  man  als 
nächste  Annäherung 

0  =  c*  -f  a^iC»-1  -f-an-ac*-*  H +  *q  +z[ncn~1 

+  (n  —  lja.^iC-^  +  Cn  —  2^  _*cn -*  +  ..+ a,] 
fetzen  und  alfo 

9 cn  +  Hn-^n-1  f  an_acn-a  -| +  ap 

Z—        nd-"l  +  (n  —  ljun-ic—  2-f--  (n  — 2)an_ac*-3  +"...+  a/ 

Dann  ist  die  nächste  Annäherung  c  -f  z*  und  man  hat  dann  die  Probe 
zu  machen,  ob  c  +  z,  statt  x  gefeizt,  den  Auedruck  xn  -f-  an_ixn—1  -f  •  •  • 
der  Null  näher  führt,  als  der  Wert  c.  Ist  dies  der  Fall,  fo  kann 
man  denfelben  Weg  aufs  Neue  anwenden,  indem  man  jetzt  den  ge- 
fundenen Wert  c  +  z  statt  c  fetzt  und  ihn  aufs  Neue  verbessert. 
Durch  Wiederholung  diefes  Verfahrens  kann  man  den  Wert  fo  genau 
finden,  als  man  will. 

Beispiel.     Es  fei  gegeben 
fox  =  x5  —  6x  — 10  =  0 
fo'x^5x*-6  un(l  c^a 

Dann  ist  fo(Cj  -f-  Zj)  =  ioCj  -\-  Zffo'cj  =  0, 

foc,  —  1,904 

alfo  ^--]v^  =  -^46;4ö8==  +  0'04'  alfo  ^  =  1,8  +  0,04  =  1,84. 

foc2  0,0506 

Nun  ist  foc2  -f  z2fo'c„  alfo  z2  =z  —  ^ '  =  —  jtj  ^iu  =  ~  °1°00991 

alfo  c3  =  1,84  -  0,00099  =  1,83901. 

foc3  —  0,00013 

Nun  ist  z3  =  -  -fo^  ^  -  +  5i-i88iÖ  =  +  °i00000^ 

alfo  c4  =  1,8390125. 

Wenn  es  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  giebt,  für  welche  der  Näherungs- 
wert c  gleich  oder  fast  gleich  nahe  liegt,  fo  lassen  iich  die  höhern  Höhen  von 
z  nicht  vernachlässigen.  In  diefem  Falle  muss  man  die  Gleichung  in  z  weiter 
entwickeln  und  zunächst  einen  Näherungswert  von  z  zu  bestimmen  fliehen, 
welcher  diefer  Gleichung  genügt. 

Satz.     Wenn  man  eine  höhere  Gleichung  von  z  für  zwei  Werte  589. 
x  und  c  aufstellt    und  die  eine  von  der  andern  abzieht,    fo    ist    der 
Unterschied  der  Gleichungen  ohne  Best  teilbar  durch  z  —  c  und  das 
Ergebniss  der  Teilung  eine  Gleichung  nächst  niederen  Grades. 

Beweis.     Es  fei  f0x  =  ao  -f  &iX  +  a2x2  -f -  •  •  •  -[-  anxn, 

fo  ist  fox  —  foc  =  a,(x  —  e)  +  a2(x2  —  o*)  -\ , 

mithin  ist 

fox  —  f«e  ,       x2  — c2    ,       x3  — es 

=  a4  +  a. +  n3       -       +••  •> 

x  —  c  x  —  e  x  —  e 
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d.  1).  wenn  wir  diefe  Teilung  ausführen 

"YZ~  =  »i  +  a«(x  +  c)  +  a^x*  +  xc  +  c»)  +  •  • 

+  *n(xm-1  +  Xn~*C  +•.+  XCn~2  +  C*"1) 

=  b0  +  blX  +  b2x2+...+  bn_axn-*  +  bn_lXn-i. 

590.  Satz.     Wenn  man  eine  höhere  Gleichung   £x  von  z  durch    den 

Unterschied  zweier  Werte  z  —  c  teilt,  fo  ist  das  Ergebnis*  eine 
Gleichung  von  z  nächst  niedern  Grades  und  ein  Best  faC,  welcher 
den  befondern  Wert  von  fcx  für  z  gleich  c  darstellt  und  ist,  wenn 
Än,an_1--a0  die  Vorzählen  für  die  gegebene  Gleichung 

anzn  +  an_1za-1  H h  ao  und  bn-^bn-*. -b0 

die  entsprechenden  Vorzahlen  der  Gleichung  nächst  niederen  Grades 

bn _ iZn~ l  +  bn_  azn- *  -\ \-  b0  bezeichnen 

bn_i  =  an,  bn_2  =  an_i  -f-  bn_!C,  bn_3  =  an-a  +  bn-aV  . . 

bo  =  *i  +  M,  fcc  =  a^  +  b0c, 
oder    es    ist  jede  Vorzahl  bA  der   zweiten  Eeihe    gleich    der  Summe 
aus    der   vorhergehenden  Vorzahl  aa+1  der    ersten   und   dem  Zeuge 
von  c  mit  der  vorhergehenden  Vorzahl  ba  +  !  der  zweiten  Gleichung 
und  die  letzte  Summe  ist  der  Wert  &c. 

Beweis.     Es  fei  die  gegebene  Gleichung: 
f.x  =  anxn  +  an  _  iXn  - 2  -| \-  ao,  fo  ist  nach  589 

**=  ff  «bn-tx— *  +  b._,x"-*  +  •  •  •  -h  btx  +  b0, 
X  —  c 

mithin 

— -  =  bn_lX"  -i  -r  bn  _ax"  -»+...  -f  b.x  +  b0  +  —  - 
x  —  c  x  —  e 

und  vervielfachte  man  diefe  Gleichung  mit  x  —  c,  fo  ergiebt  fich 

f.x  =  bn-ix»  +  bn_2x*-1  +  bn_3x*-a  H +  b0x 

—  bo-^cx11-1  —  bn_acxn-2 b,cx — b*c  -f-  fc. 

Vergleicht  man  diefe  mit  der  gegebenen  Gleichung,  fo  folgt 

ba_i  =  an,  b.-jss^an-i  -f  bn_iC,  bn_3  =  an_2  +  bn_ac, 

bo  =  a,  +  bjC  und  f«e  =  ao  +  b0c. 

Es   bietet  dies    einen    Weg    für    eine    höchst    bequeme    Berechnung    eines 
Näherungswertes  der  Gleichung,  wie  das  folgende  Beispiel  zeigt.     Es  fei  gegeben 

X5_7x4_|_63xa_27x  —  160  =  0  und  fei  der  Näherungswert  c  =  3. 
fei  st   a5  =  l,    a4  =  — 7,    a3  =  G\    ^  =  63,    ^=  —  27,   a«  ==  —  160 
und  es  ist    b4  =  a5  =  1,    b3  =  a4  +  b4  •  3  =  —  4,    ba  =  a.,  -f-  b3  •  3  =  —  VI. 

b1  =  +  *27,  b0-=  +  54 
und  fy3  =  aj  4- 1 »ü . 3  =  +  % 
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Es  ergiebt  fich  hieraus  die  folgende  bequeme  Rechenrcgel: 

Man  schreibt  die  Vorzählen  der  gegebenen  Gleichung  an, 
aD-i,-ao  mit  ihrto  Vorzeichen  in  eine  Reihe,  vervielfacht  die 
erste  Vorxahl  an  mit  dem  Näherungswerte  o  der  Wurzel,  fetzt  das 
Zeug  oder  Produkt  unter  die  näohste  Vorzahl  an  -1  und  fügt  beide 
zu;  die  Summe  vervielfacht  man  wieder  mit  o,  schreibt  das  Zeug 
unter  die  nun  nächste  Vorzahl  an  -a  und  nimmt  die  Summe  u.  f.  w. 
Die  gewonnenen  Summen  And  die  Vorzahlen  bn_2,bn-3  u.  f.  w., 
die  letzte  Summe  ist  der  Wert  der  Oleiohung  foc. 

Beispiel,     fox  =  x**  —  13x*  —  52x2  +  15x  +  5. 

Näherungswert  x  =  41    Die  Rechnung  ergiebt 
+  1  0—13  0-52+15+5 

+  4      +16      +12      +48 —16      —4 

+  1      -|_4      +3      +12      -4      —    1       +1 
Man  hat  demnach 

^j  =  x*  +  4x*  +  3x3  _|_  i2x'  —  4x  —  1  +  —_i  und  fo4  =  +  1. 

Aufgabe.     Aus  einer  gegebenen  Gleichung  eine  zweite  Gleichung  59 1. 
abzuleiten,    deren  Warsein   um  c  kleiner   find  als   die  Wurieln   der 
gegebenen  Gleichung. 

Auflöfung.     Es  fei  die  gegebene  Gleichung 

f«x  =  anxn  +  an  _txn -1  +  a,, _axn ~*  H f-  axx  +  a0  =  0. 

Die  gefuchte  Gleichung  fei 

bnr  +  bn-iy11-1  +  b„_  #"-*  +  ...  +  bAy  +  b0  =  0. 
Es  foD  die  Wurzel  der  letzteren  y  =  x  —  c  fein,  daraus  folgt 
bB(x  —  e)»  +  bn  _  x(x  —  c)"  - 1  +  bn  _  2(x  —  c)n  -  a  +  .  •  • 

+  bj(x  —  c)  +  b0  =  f«x. 
Hieraus  folgt  für  x  =  c  die  Formel  b0  =  f«c. 

Zieht  man  diefe  von  der  vorigen  ab  und  teilt  man  nach  590  durch 
x  —  c,  fo  erhält  man  eine  ganze  Gleichung,  welche  wir  (px  nennen 
wollen 

b»(x  —  c)*-1  +  bn  _A(x  —  c)n  ~a  +  b„_a(x  —  c)n  ~3  -\ 

+  b2(x  —  c)  +  bt  =  yx. 
Diefe  Gleichung  giebt  ftlr  x  =  c  wieder  bi  =  yc. 

Man  kann  nun  diefelbe  Handlung  mehrfach  wiederholen  und 
erhält  hiebei  die  einzelnen  Vorzahlen  als  Funktionen  von  c.  Die 
gefuchten  Vorzahlen  b0,  bj,b2'*«  lind  alfo  die  Reste,  welche  entstehen, 
wenn  f„x  durch  x  —  c,  das  Ergebniss  der  Teilung  wieder  durch  x  —  c, 
das  demnächst  folgende  Ergebniss  nochmals  durch  x  —  c  geteilt  wird 
und  fo  fort,  bis  alle  Vorzahlen  gewonnen  find. 
Beispiel.  Die  gegebene  Gleichung  fei 
X4  _  9X3  _|_  5x2  +  9x  +  108  =  0. 
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Die  Wurzeln  follcn  um  3  kleiner  fein,  d.  h.  c  =  3.     Man  hat. 
+  1       _9      +5      +9      +108      c  =  3 
4-  3      —  18      —  39      —    90 

=  b0 


+  1 

—  6 

—  13      _30      +    18 

+  3 

—    9      -  66 

+  1 

—  3 

—  22      —  96  =  u, 

+  3 

0 

+  1 

+  o 

—  22  =  b2 

+3 

+  1      +3  =  b3, 
mithin  ist  die  gefliehte  Gleichung 

y4  _j_  3y3  _  22ya  -  96y  +  18  =  0. 
Nach    demfelbcn   Verfahren  kann  man  die  Sache  auch  fo    einrichten,    das* 
bn  -  i  =  0  wird,  fetzt  man  nämlich  y  =  x  —  c  und  entwickelt  x  =  y  -\-  c) 
fo  wird        anxn  -f-  an  —  ix»  —  »  +  •  •  •=  a^y0  -}-  (an  —  l  +  nauc)y»  —  l  -|- . . ., 
mithin  bn  :=  a„  und  bn  —  l  =  an  —  i  -|-  nanC«  •,  foll  alfo  bn  —  i  =0  fein,  fo  muss 

c  ^  — gefetzt  werden. 

nan 

Wenn  c  eine    mehrzifirige  Zahl   ist,    fo  kann   mau    die    Verminderung   der 

Wurzel  jedesmal  mit  nur  einer  Ziffer  ausführen. 

592.  Aufgabe.     Die  weiteren  Nährungswerte  einer  Wurzel  zu  finden. 

Weg    nach   Homer   Abhandlung   in    Philosophical  transactions    vom 
Jahre  1819. 

Auflöfung.     Die  gegebene  Gleichung  fei 

xn  +  an^x*-1  +  an-t^-M +a,x  +  ^  =  0 

und  fei  nach  dein  Wege  von  Newton  der  erste  Näherungswert 

xi  =  «o  +  10 

gefunden,  während  der  genaue  Wert  x  =  «0  -f  vA  +  iKi  +  nv-  +  * " " 

1(J        10*        103 

fei,   fo  ist  ys=x  —  x,  =      -  +  ja3  H «nd    ist    y  <  «  ,0.      Nach 

(*)   591  ist  nun  y»  +  b.  _!}■■-»  +  ba  -&»-*  +  •  •  +  b,y  +  b0  =  0 

Hier  kann    man  für  den  nächsten  Näherungswert    von    x   die    höhern 
Höhen    von    y    (da    y  <C  l'llQ    ist)    vernachlässigen    und    hat    alfo    als 

nächsten  Näherungswert  filr  v  =  -~  die  Gleichung 

°  -  102  ° 

Der  nächste  Näherungswert  von  x  ist  dann 
x2  =  «o+10    I    10/ 
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Um  zu  prüfen,  ob  der  wahre  Wert  über  oder  unter  a*  ist,  führt  man 
in  die  Gleichung  (*)  den  Wert 

ein,  liegt  dann  der  Wert  der  Wurzel  in  der  2ten  Bruchstelle  zwischen 
a2  und  a2  -f-  1,  fo  muss  f0x  bei  Einführung  von  xa  und  x2',  ver- 
schiedene Werte  erhalten. 

In  der  Gleichung  (*)  vermindert  man  nun  v  um  7—-    und  erhält 

dann   z  =  y  —  -^  =  "±  +  -^  f-,woz<  i/l0o.     Nach  501  ist 

dann  z»  +  e-n_xz*-  *  -f-  en_2zn-a  -\ -f-  c,z   f-  c0  =  0  (••) 

Hier  kann  man  wieder  für  den  nächsten  Näherungswert  z  =  -y^  die 
höhern  Höhen  von  z  vernachlässigen  und  behält  alfo 

c4z  -f  c0  =  CT,  oder  z  =  -^  =  —  £°- 

und  dadurch  den  nächsten  Näherungswert   von  x 

x3  —  «o  +  10  +  1()2  +  103. 

Man  prüft  nun  wieder,  ob  der  wahre  Wert  von  x  in  der  dritten 
Bruchstelle  zwischen  a3  und  a3  -f-  1  liegt  und  geht  dann  ganz  in 
gleicher  Weife  zu  den  folgenden  Stellen  über. 

Wenn  es  fich  um  die  Bestimmungen  von  Strichwurzeln  (negativen 
Wurzeln)  handelt,  fo  giebt  man  den  Vorzahlen  a4,  a3,  a5,-«-  kurz  den 
Vorzahlen  &u  +  i  entgegengefetztes  Zeichen  und  verwandelt  fie  dadurch 
in  Pluswurzeln  (pofitive  Wurzeln). 

Wenn  zwei  Wurzeln  fehr  nahe  bei  einander  liegen,  z.  B. 

Ct|  #2  CC3  ßt  ß't  ßz 

x,  =  a0  +  i()-  +  i()-  +  ^3  +  •  •  x2  =  oo  +  ^  +  ^  +  1()3  +  ■  -, 
fo  genügt  der  Gleichung  (*)  fowqhl 

v  —  ^  4-  ^  -4-   "*-  -l-  •  •    als  auch  V-K^    4-   ^   +.. 

y  _  10  h  10*  +  loa +    '  al0  ftucl!  }  -  iö  +  iöi  +  103  +  ■  '• 

Die  Gleichung  *  erleidet  mithin  fowohl  zwischen 
y  =  ^  und  y  = — — —  als  auch  zwischen  }' =  ^  «nd  y  =  r   1  kl- 
einen Zeichenwechsel,  auserdem  ändert  das  letzte  Glied  der  Gleichung  (**) 
nämlich  c0  fein  Zeichen,  wenn  ßx  für  a{  eingefe'zt  wird. 
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Beispiel.  x3  -f  8xJ  -f  6x  —  75,9  =  0  x,  =  2,4 

00  =  2;    1      8  6  —  75,9  o,  =  0,4    1    14  50      —23,9 

2  20       52  0,4  5,76       22,304 

1    10  26  —  23,9  1    14,4  55,76—    1,596  =  b0 

2  24  0,4  5,92 

1    12  50  1    14,8  61,68  =  ^ 

2  0,4 

1    14  1"    15,2  =ba 

y3  +  15,2  y»  +  61,68y  -  1,596  =  0  Prüfung  =£  =  *^|  =  0,02 

c2=r0,02    1     15,2     61,68      -1,596  —2  42 

0,02      0,3044 1,239688  a        ' 

1.    15,22    61,9844  —  0,356312  =  C«, 

0,02     0,3048 
1.    15,24    62,2892  =  0! 

0,02 
1.    15,26  =  c^ 

—  c3   0,356312 
z3  -f  15,26zJ  +  62,2892z  —  0,356312  =  0  Prüfung  —  —  ^ÄMn   =  °>00B 

Ca  .=  0,005  1.  15,26  62,2892   —0,356312  x  =2.425 

0,005   0,076325    0,311827625  3   * 

1.    15,265  62,365525"— 0,044484375  =  d0 

0,005      0,076350 

1.    15,270  62,441875  =  d, 
0,005 


1.    16,275  =  da 
u3  +  15,275  u'  +  62,441875  u  —  0,044484375  =  0 
d3      0,044484375 
-  di  =  "6^441875-  -  ^°°°^  x*  =  *>4257' 

593.  Aufgabe.    Die    Pluswerte    der    Wurieln    einer    Gleichung    zu 

finden.      (Weg    von    Graeffe.      Auflöfung    der    höhern    numerischen 
Gleichungen  Zürich  1837). 

Auflöfung.  Aus  der  gegebenen  Gleichung  leite  man  (nach  587) 
eine  neue  Gleichung  ab,  deren  Wurzeln  die  Quader  von  den  Wurzeln 
der  gegebnen  Gleichung  find,  und  auf  diefe  Gleichung  wende  man 
wiederholt  dasfelbe  Verfahren  an.  Hat  man  dann  z.  B.  das  Verfahren 
8  Mal  angewandt,  fo  gelangt  man  zu  einer  Gleichung,  deren  Wurzeln 
die  256 ten  Höhen  der  Wurzeln  der  gegebnen  Gleichung  find.  An- 
genommen nun,  die  gegebene  Gleichung  habe  a  Wurzeln,  deren 
Plus  wert  a,  b  Wurzeln,  deren  Plus  wert  ß  fei,  u.  f.  w.,  fo  dass  alfo 
a  +  b  -f-  •  •  •=  n,  d.  h.  gleich  dem  Grade  der  Gleichung  ist,  und  zwar 
fei  a  >  ß,ß  Z>  y,  •  •  • .  Hat  man  dann  eine  Gleichung  abgeleitet,  deren 
Wurzeln  die  mteu  Höhen  von    den  Wurzeln  der    gegebnen  Gleichung 


$■ 
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find,  fo  hat  diefe  abgeleitete  Gleichung  a  Wurzeln,  deren  Pluswert  am, 
b  Wurzeln,    deren  Pluswert  ßm  ist  u.  f.  w.     Nun    wird    man   m  stets 

ßm     ym 

fo  gros  wählen  können.  dass  die  Brüche  — ,  — ,  •  •  •  kleiner  werden 
als  eine  verlangte  Grenze,  z.  B.  kleiner  als  10  ~6.  Denn  foll  z.  B. 
10 -6,   d.   h.  -    >  10«,    fo    hat    man    m(loga  —  log/9)  >  6, 

d.   h.  m  z> , ; — „.      Haben    wir    alfo    m    hinlänglich    gros    ce- 

loga  — logp 

wählt,  fo  kann  in  der  beabfichtigten  Annäherung  ßm  gegen  am  ver- 
nachlässigt werden,  ebenfo  yra  gegen  ßm  u.  f.  w.     Nun  ist  (nach  572), 

wenn  0==yn  —  cn _ i\n  ~ *  +  cn-ayn""a 

die  abgeleitete  Gleichung  i«t,  en  _r  die  Summe  der  Zeuge  oder  Produkte 
von  je  r  der  Wurzeln,  namentlich  euthält  en  _  ft  das  Zeug  der  a  Wurzeln» 
deren  Plus  werte  =ss  am  find.  Dies  Zeug  ist  ctma,  denn  wenn  u  +  iy 
eine  Wurzel  der  gegebnen  Gleichung  ist,  deren  Pluswert  a  ist,  fo  ist 
auch  (nach  573)  u  —  iv  eine  Wurzel  der  Gleichung;  es  ist  aber  dann 
(u  -f  iv)(u  —  iv)  =  a2  (nach  432).  Hieraus  folgt  alfo,  dass  das  Zeug 
der  a  Wurzeln,  deren  Pluswerte  =  a  find,  gleich  ^p  aa  ist.  Aber  das 
Zeug  der  mten  Höhen  diefer  Wurzeln  ist  (nach  323,  499)  gleich  der 
raten  Höhe  des  Zeuges  diefer  Wurzeln,  d.  h.  gleich  (LjZaa)m;  da 
aber  m  eine  gerade  Zahl  ist,  fo  ist  ( — aajm  =  (aa)m  =  aam.  Die 
übrigen  Zeuge,  aus  denen  cn  .  ft  besteht,  haben  mindestens  statt  eines 
der  Fache  oder  Faktoren,  deren  Pluswerte  am  find,  ein  Fach,  dessen 
Pluswert  ßm  oder  noch  kleiner  als  ßm  ist,  diefe  Glieder  können  alfo 
bei  der  erlangten  Annäherung  gegen  das  erste  vernachlässigt  werden 
und  es  wird  alfo  on  _  ft  fehr  nahe  =  aam  fein.  Aus  gleichen  Gründen 
wird  cn_(ft+b)  fehr  nahe  «*m0bra,  d.  h.  =  cn  _ft0bra,  en_(a  +  b  +  e) 
_  aam^bmycm^  ^    M  _  cn  _  (ft  +  b)ycm  fein  u.  f.  w.    Dann  wird  alfo  in  der 

Annäherung   «  =  cn_.a",  ß=  (?*=S>±*if ,  y=  (e^±>±«\™ 

und  kann  man  auf  diefe  Weife  die  Pluswerte  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  finden. 

Aufgabe.    Die  Zahlwurzeln  oder  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  594. 
zu  finden. 

Auflöfung.  Man  fucht  zunächst  die  Pluswerte  aller  Wurzeln 
der  Gleichung.  Jede  Zahlwurzel  ist  einem  folchen  Pluswerte  gleich 
oder  entgegengefetzt.     Ist    der  Grad   der  Gleichung    ein  ungerader,    fo 
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muss,  da  die  Anzahl  der  Winkelwurzeln  oder  imaginären  Wurzeln 
nach  5"/ 3  ftets  eine  gerade  ist,  eine  Wurzel  eine  Zahl  oder  eine  reelle 
Wurzel  fein.  Man  muss  nun  durch  unmittelbares  Einfetzen  der  Plus- 
werte ermitteln,  ob  einer  diefer  Werte  oder  ob  einer  der  entgegen- 
gefelzten  Werte  der  Gleichung  genügt.  Hat  man  eine  Zahlwurzel  w 
gefunden,  fo  kann  man  die  Gleichung  durch  x  —  w  nach  569  teilen, 
fie  wird  dann  um  einen  Grad  niedriger.  Jede  fo  gewonnene  Gleichung 
kann  man  dann  ebenfo  behandeln,  bis  keine  Zahlwurzel  mehr  bleibt. 
Die  fo  gefundenen  Näherungswerte  der  Zahlwurzeln  kann  man  dann 
nach  588  verbessern,  und  erhält  fo  die  fammtlichen  Zahlwurzeln  der 
Gleichung. 
595.  Aufgabe.     Zwei  Gleichungen  höherer  Grade  durch  zwei  andere 

zu  erfetzen,  von  denen  die  erstere  eine  der  Unbekannten  nicht  mehr 
enthält. 

Auflöfuug  (durch  Teilung).     Es  feien 

(a)  A  =  xn  +  axn - 1  +  bxn "%  -\ =  0 

(b)  Ax  =  xm  -f-  aix"1-1  +  bxxm-a  -{ =  0 

die  beiden  Gleichungen,  wo  a  b, •  •  -a^b,,»  •  •  Ausdrücke  find,  welche 
die  übrigen  Unbekannten,  aber  nicht  mehr  x  enthalten,  und  zwar  fei 
n  >■_  m.  Man  wende  dasfelbe  Verfahren  wie  bei  der  Aufiuehung  des 
grösten  gemeinschaftlichen  Mases  zweier  Zahlen  an,  nämlich  man  teile 
mit  A,  in  A  fo  lange,  bis  der  Rest  von  niederm  Grade  wird  als  der 
Teiler,  teile  ebenfo  mit  diefem  Reste  in  den  vorigen  Teiler  und  fo 
überhaupt  mit  dem  jedesmaligen  Reste  in  den  vorigen  Teiler,  bis 
endlich  der  letzte  Rest  nicht  mehr  x  enthält  5  der  letzte  Rest  fei  Ar  +  1, 
der  letzte  Teiler  Ar,  fo  find 

(c)  Ar  =  0 

(d)  Ar  ,1=F0 

zwei  Gleichungen,  welche  die  ursprünglichen  beiden  erfetzen  und  von 
denen  die  letztere  nicht  mehr  x  enthält. 

Beweis  1.  Wenn  die  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b)  zugleich 
stattfinden  Collen,  fo  heist  das,  es  muss  mindestens  einen  Wert  von 
x  geben,  der  beiden  zugleich  genügt.  Es  fei  x  =  a  ein  folcher  Wert, 
der  den  Gleichungen  A  =  0  und  A!  =  0  genügt,  fo  müssen  (nach  569) 
A  und  At  durch  x  —  a  teilbar  fein.  Nun  hatte  man  mit  At  in  A 
geteilt.  Der  Bruch  oder  Quotient  fei  Q  und  der  Rest  A2,  fo  ist 
A  —  A1Q==A2.  Da  nun  A  und  At  durch  x  —  a  teilbar  find,  fo  ist 
auch  A  —  AXQ  durch  x  —  a  teilbar,  alfo  auch  A2.  Folglich  find  Ai 
und  A2  durch  x  —  a  teilbar.     Aus  At   und  A2  gehen  aber  A2  und  A3 
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auf  gleiche  Weife  hervor  wie  jene  au«  A  und  At,  folglich  find  auch 
A2  und  A3  durch  x  —  a  teilbar  u.  f.  w.,  alfo  endlich  auch  Ar  und 
Ar+1.  Aber  Ar4_i  enthält  kein  x  mehr;  foll  es  alfo  x  —  a  zum 
Fache  oder  Faktor  haben,    fo  muss    der  andere  Fach  Null,    alfo  auch 

(d)  Ar+1  =  0 
fein;    und  da  ferner  Ar    der  Fach  x  —  a    enthält,    fo    ist  x  =  a    eine 
Wurzel  der  Gleichung 

(c)   Ar  =  0, 
d.  h.  alle  Werte  ftir  x,  welche  den  Gleichungen  (a)  und  (b)  genügen, 
genügen  auch  der  Gleichung  (c).     Alfo  wenn  die  Gleichungen  (a)  und 
(b)    erfüllt    werden,    fo    müssen    auch    die    Gleichungen    (c)    und    (d) 
erfüllt  werden. 

2.  Aber  auch  umgekehrt  folgen  aus  den  Gleichungen  (c)  und  (d) 
wieder  die  Gleichungen  (a)  und  (b).  Denn  wenn  Ar  + 1  =  0  ist,  und 
x  =  a  ein  Wert  ist,  der  die  Gleichung  Ar  =  0  erfüllt,  fo  ist  Ar  durch 
x  —  a  teilbar.     Nun  war  aber  nach  der  Auflöfung 

AP  +  i  =  Ar  _  ! ArQr  _-  i, 

alfO  Ar  _  !  =  Ar  +  !   -f-  ArQr  -  1, 

oder  da  Ar  durch  x  —  a  teilbar  ist,  und  Ar  +  1  Null  ist,  fo  ist  auch 
Ar_i  durch  x  —  a  teilbar;  alfo  Ar  und  Ar_i;  auf  diefelbe  Weife 
aber  wie  Ar  __  x  aus  Ar  und  Ar  +  1  hervorging,  geht  auch  Ar  _  %  aus 
AP__i  und  Ar  hervor;  alfo  find  auch  Ar_a  und  Ar  _  i  durch  x  —  a 
teilbar  u.  f.  w.,  endlich  auch  A  und  Af  durch  x  —  a  teilbar,  d.  h. 
x  =  a  ist  eine  Wurzel  der  Gleichungen  (a)  und  (b).  Alfo  wenn  die 
Gleichungen  (c)  und  (d)  richtig  find,  fo  find  auch  die  Gleichungen  (a) 
und  (b)  richtig. 

3.  Alfo  erfetzen  (ich  das  Gleichungspar  (a)  und  (b)  und  das 
Gleichungspar  (c)  und  (d)  gegenfeitig. 

Es  lassen  fich  hiernach  alfo  n  höhere  Gleichungen  mit  n  Unbekannten 
3chlie8lich  (wenn  nicht  die  Unbekannten  schon  früher  verschwinden)  auf  eine 
höhere  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  zurückführen. 

Aufgabe.     Die    Richtwurzeln    oder   komplexen   Wurzeln    einer  596. 
Gleichung    zu    finden.      (Weg    von   Encke    in    Grelles    Journal    der 
Mathematik  Bd.  22  S.  193). 

Auflöfung.     Jede  Wurzel,  deren  Pluswert  a  ist,  muss  fich  (nach 
^    439)  in  der  Form  a(cosy  -f  isiny)  darstellen  lassen.     Es  ist  alfo  nur 
^    />  zu  fuchen.     Man  fetze  statt  x  jenen  Wert  ein,  fo  erhält  man 
lj  an(cosy  -f  isiny)n  -f  aan-1(cosy  +  isiny)*  -1  -\ =  0. 
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Entwickelt  man  diefe  Gleichung  nach  dem  Zweiglieder  Fat  ze   (dem 
binomischen  Satze),  fo  erhält  man  eine  Gleichung  der  Form 

A  +  isin<jpB  =  0, 
in  welcher  A  und  B  nur  Höhen  von  eosy  und  gerade  Höhen  von 
siny  enthalten,  und  zwar  ist  die  Summe  der  Stufen  von  cosy  und 
siny  in  jedem  Gliede  von  A  gleich  n,  in  jedem  Gliede  von  B  gleich 
n  —  1.  Aus  dielen  Ausdrücken  kann  man  noch  siny  ganz  weg- 
schaffen. Denn  jede  Höhe  von  sin  <p  mit  gerader  Stufe,  z.  B.  (sing>)2m 
läset  Ach  in  der  Form  (sing>2)m  =  (1 — (cosg>)2)m  darstellen,  und  letzteres 
giebt,  nach  dem  Zweigliederfatze  entwickelt,  nur  Höhen  von  cosy. 
Somit  werden  A  und  B  Ausdrücke,  welche  nur  cos^p  enthalten,  und 
zwar  wird  A  in  Bezug  auf  cos<jp  vom  nten,  B  vom  (n —  1)  ten  Grade. 
Da  nun  nach  dem  obigen  A  -f-  ising>B  =  0  war,  fo  muss  (nach  426) 
fowohl  A  =  0  fein,  als  auch  sin<jpB  =  0.  Da  ferner  die  Wurzel 
a(cosy  +  isiny)  eine  Winkelgröse  fein  foll,  fo  kann  siny  nicht  Null 
fein,  alfo  erhält  man  B  =  0.  Setzen  wir  noch  cos<jp  =  z,  fo  hat  man 
2  Gleichungen  der  Form 

A  =  zn  4-  an^z11-1  +  an_2zQ-a  A =0  und 

B  =  zn-1  +  bn_2zn-a  +  bn_  3zn-3  +...=  0. 
Durch  wiederholte  Teilung  erhält  man  hieraus  auf  dem  Wege 
in  595  eine  Gleichung,  die  im  Allgemeinen  vom  ersten  Grade  fein 
wird,  aber  auch  zu  höhern  Graden  anwachfen  kann,  und  deren 
Wurzeln  die  fämmtlichen  Werte  z  liefern,  welche  den  Gleichungen 
A  =  0  und  B  =  0  genügen.  Da  z  =  cosy  nach  der  Annahme  eine 
Zahl  (reell)  ist,  fo  lassen  fich  diefe  Wurzeln  (nach  593)  (ammtlich 
finden.  Ist  aber  cosy  gefunden,  fo  ist  damit  der  echte  Winkel  -f  tp 
gefunden,  und  damit  find  auch  die  Winkelwurzeln  oder  imaginären 
Wurzeln  ctfcosy  +  isiny)  und  a(cosy  —  isiny)  gefunden. 
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Vorwort. 


Die  Funktionenlehre,  zu  welcher  der  Verfasser  auch  die 
Differential-  und  Integralrechnung  heranzieht,  leidet  zur  Zeit  noch  an 
einer  Reihe  von  Schwierigkeiten  und  Unklarheiten,  welche  die  Erlernung 
diefer  Wissenschaft  erschweren  und  Unflcherheiten  erzeugen,  die  einer 
strengen  Wissenschaft  nicht  entsprechen  und  den  fichern  Fortgang 
wefentlich  erschweren. 

Wollte  der  Verfasser  auch  für  diefen  Zweig  des  Wissens  zu  streng 
wissenschaftlichem  Fortschritte  kommen,  der  jeden  Zweifel  und  jede 
Unklarheit  ausschliest,  so  musste  er  neue  Wege  einschlagen  und  jeden 
unklaren  und  Zweifel  zulassenden  Begriff^  bez.  jedes  derartige  Zeichen 
ausmerzen,  bez.  einwertig  bestimmen.  Der  Verfasser  hat  dies,  wie  er 
glaubt,  strenge  durchgeführt;  ob  es  ihm  gelungen  ist,  das  überläset  er 
billiger  Weise  dem  Urteile  feiner  Lefer. 

Der  Begriff  der  Funktion  bedurfte  zunächst  einer  Berichtigung, 
derfelbe  umfasst  jetzt  fowohl  einwertige,  wie  mehrwertige  Grösen. 
Unter  diefen  Umständen  ist  es  zweifelhaft  und  muss  in  jedem  Falle 
erst  unterfucht  werden,  ob  man  die  Funktion  fleh  felbst  gleichfetzen 
darf.  So  z.  B.  ist  V&*  =  +  a,  fetzt  man  nun  +  a  =  pV  =  —  a, 
was  nach  den  bisherigen  Gefetzen  der  Mathematik  zulässig  ist,  wenn 
überhaupt  p'a*  =  Y&*  ist,   fo   ergiebt  fleh  +  a  =  —  a   und    damit 

jeder  Trugschluss  z.  B.  1  =  */*  +  l\%  —  */*  +  V^h  =  xl%  —  xl%  =*  °- 
Damit  hört  jede  Strenge  der  Wissenschaft  auf. 

Der  Verfasser  trennt  daher  die  Funktion,  deutsch  Folge,  Zeichen 
f«,  Fo,  •  -,  als  einwertige  Formel  von  dem  Funktional,  deutsch  Gefolge, 
Zeichen  go,  G©,  der  mehrwertigen  Formel.  Nur  die  Funktionen  darf 
mfrn  einander  durch  das  Gleichheitszeichen  =  gleich  fetzen,  die  Funk- 
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tionale  darf  man  nur  entfprechend  gleich  fetzen  durch  das  Entfprechungs- 
zeichen  ^,  welches  bezeichnet,  dass  je  zwei  einander  entfprechende 
Werte  gleich  find.    So  unterscheidet  der  Verfasser  z.  B.  die  einwertige 

1  n  SttTT 

Funktion   (an)^  =  +  a,  von  dem  n  wertigen  Funktional  l/a°  g?  a$  n 
wo  a  eine  ganze  Zahl  von  0  bis  n  —  1  ist.    So  unterscheidet  der  Ver- 
fasser in  der  Integralrechnung  die  einwertige  Integre 

ax  =  -t-tt-^ r,   wo    alle   willkürlichen   Constanten    gleich 

x  1.2«3- •  «n-f-1 

Null  gefetzt  find,  von  dem  mehrdeutigen  Integral 

Cn  ax  n+  * 

*  ax  £|  w0  +  w,  x  +  w,  x»  +  •  •  •  +  wnx»  +  L2.3.  ..„  +  1' 

wo  n  willkürliche  Constante  gefetzt  werden. 

Ebenfo  bedurfte  die  Klammerfetzung  einer  Umgestaltung.  Nach 
der  Zahlenlehre  ist  der  klammerlose  Ausdruck  abcde  =  mab)c)dje, 
entfprechend  müsste  nun  fo  axn  sinx  =  ((f0  a)  xn)  sinx  sein,  und  müsste 
df0  axn  =  ( (df0)a)  xn  fein,  ebenfo  dsinx  =  (dsin)  x,  sinx*  =  (sinx)2  sein. 
Die  Mathematiker  weichen  hiervon  ab  und  lassen  die  Klammern  fort, 
ohne  dafür  irgend  ein  Gefetz  zu  haben,  fie  werden  dadurch  unklar 
und.  mehrfach  zweideutig.  Hier  müsste  Klarheit  und  Sicherheit  ge- 
schafft werden.  Diefelbe  ist  leicht  erreicht  und  bietet  bei  Vermeidung 
unzähliger  Klammern  volle  Sicherheit,  wenn  jedes  Funktionszeichen 
ohne  Klammer  auf  alle  folgenden  Orösen  desselben  Gliedes  bezogen 
wird,  alfo  df« axn  sinx  =  d  (f0  (axn  sinx))  gefetzt  wird.  Dies  Gefetz 
führt  der  Verfasser  streng  durch.  Er  schreibt  deshalb 
sin  (x  -|-  y)  =  (sinx)  cosy  +  (cosx)  siny,  da  nach  jenem  Gefetze 
sinx  cosy  =  sin  (x  cosy)  fein  würde.  Er  hat  alfo  in  einzelnen  Fällen 
Klammern  nötig,  wo  man  jetzt  keine  Klammer  fetzt  (dies  aber  auch 
nur  fehlerhafter  Weise;  denn  nach  dem  jetzigen  Gefetze  müsste 
sinx  cosy  =  (sinx  cos)  y  sein,  dafür  aber  gebraucht  man  bei  diefer 
Regel   überaus   wenig  Klammern   trotz   voller   Strenge   und   Sicherheit. 

In  der  Funktionenlehre  hat  man  es  nun  mit  fich  stetig  ver- 
ändernden Grösen  zu  tun,  während  die  Zahlen  der  Zahlenlehre  durch 
Zufügen  von  Eins  entstandene  Diskrete  oder  fprung weise  fich  ändernde 
Grösen  find.  Diefe  fich  stetig  verändernden  Grösen  hat  man  nun  in 
den  Bewegungen  im  Räume  angeschaut  und  diefe  Anschauungen  für  die 
Funktionenlehre  zu  Grunde  gelegt.  Es  ist  dies,  fofern  man  den  Schülern 
die  Sache   recht   anschaulich   machen  will,   ein  ganz  praktischer  Weg, 
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dagegen  ist  es  ein  ganz  unbrauchbarer  Weg,   wenn   man    eine   sireng 
wissenschaftliche  Bafe  für  die  Funktionenlehre  gewinnen  will. 

Die  Funktionenlehre  ist  der  höhere  Zweig  der  Analyfe,  der  einzig 
und  allein  auf  den  niedern  Zweig  der  Analyfe,  d.  h.  auf  die  Zahlen- 
lehre, gegründet  werden  kann.  Alle  bedeutenden  Mathematiker  feit 
Leibniz  haben  die  Funktionenlehre  oder  Folgelehre  stets  als  höhern 
Zweig  der  Rechenlehre  oder  Analyfis  angefehn  und  fie  deshalb  höhere 
Analyfis  genannt.  Keinem  diefer  ausgezeichneten  Gelehrten  ist  es  ein- 
gefallen, die  Funktionenlehre  als  einen  höhern  Zweig  der  Bewegungs- 
lehre oder  Mechanik^  zu  behandeln.  Ebenfo  wenig  ist  es  je  einem 
derfelben  eingefallen,  die  Funktionenlehre  als  einen  höhern  Zweig  der 
Raumlehre  oder  Geömetrfa  zu  betrachten,  wenn  fie  auch  zahlreiche 
Anwendungen  der  Funktionenlehre  auf  die  Raumlehre  gegeben,  und 
dadurch  die  Gefetze  der  Analyfis  anschaulich  und  leichter  begreiflich 
und  anwendbar  gemacht  haben. 

Kur  in  der  Zahlenlehre  haben  wir  streng  einwertige  Begriffe,  und 
streng  mathematische  Beweife,  nur  in  der  Zahlenlehre  haben  wir  durch 
die  Dezimalbrüche  mit  unendlich  vielen  Stellen  eine  stetig  wachfende 
Zahlreihe  von  Minusunendlich  bis  Plusunendlich,  jede  Zahl  einwertig, 
jeder  Zahl,  in  welcher  auch  nur  eine  Ziffer  verschieden  ist,  ungleich, 
nur  durch  diefe  stetig  wachfende  Zahlenreihe  einwertiger  Zahlen  können 
wir  zu  einwertigen,  stetig  wachsenden  Funktionen  gelangen. 

Jede  reelle  Funktion  ist  nun  eine  einwertige  Formel,  in  welcher 
nur  Zahlen  vorkommen,  jede  komplexe  Funktion  ist  eine  einwertige 
Formel,  welche,  wie  in  Satz  6  bewiefen  wird,  die  Summe  ist  aus  einer 
reellen  Funktion  und  dem  Produkt  von  i  =  (—  l)1'«  mit  einer  reellen 
Funktion,  die  ganze  Funktionenlehre  kann  und  muss  alfo  auf  die  stetig 
wachfende  Zahlreihe  gegründet  werden.  In  Satz  15  wird  nun  streng 
bewiefen,  dass  jede  reelle  Funktion  von  x,  welche  in  den  Grenzen  des 
x  von  a  bis  b  stets  wächst,  bez.  stets  abnimmt,  wenn  die  Größe  x 
wächst,  auch,  fofern  x  stetig  wächst,  eine  stetig  wachfende  bez.  eine 
stetig  abnehmende  Gröse  ist,  d.  h.  dass  die  reelle  Funktion  F0x  von  x, 
wenn  x  alle  Werte  der  wachfenden  Zahlreihe  von  a  bis  b  durchläuft, 
gleichfalls  alle  Werte  der  wachfenden  Zahlreihe  von  F0a  bis  Fob  durch- 
läuft oder,  dass  die  reelle  Funktion  von  x  in  den  Grenzen  des  x  von 
a  bis  b  eine  stetige  Funktion  von  x  ist  und  in  Satz  16  wird  das  Ent- 
sprechende für  jede  komplexe  Funktion  von  x  bewiefen.  Hiermit  ist 
eine    streng  wissenschaftliche   Grundlage  für  die  Funktionenlehre  ge- 
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wonnen,  wo  jede  Unklarheit  und  Zweideutigkeit  befeitigt  ist  und  die 
Entwicklung  der  Funktionenlehre  beginnen  kann. 

Die  erste  Frucht  diefer  einwertigen  fichern  Grundlage  bildet  dem- 
nächst die  Lehre  von  den  echten  oder  konvergenten  Reihen 
Satz  17  bis  30  und  darauf  gegründet  die  Ableitung  der  Gefetze  für 
die  Höhen  oder  Potenzen  von  Summen  bei  beliebiger  Zahl  im  Ex- 
ponenten oder  in  der  Stufe  Satz  31  bis  53  mit  dem  Binomischen 
und  dem  Polynomischen  Lehrfatz. 

Aus  diefen  Sätzen  konnten  nun  die  Formeln  für  die  Berechnung 
der  Logarithmen  Satz  54  bis  59  abgeleitet  und  demnächst  in  Satz  60 
bis  67  nachgewiefen  werden,  wie  man  die  Logarithmentafel  prüfen 
und  berechnen  kann.  Jeder  wissenschaftliche  Mathematiker  Tollte  nach 
Anficht  des  Verfassers  eine  Reihe  von  Logarithmen  felbst  berechnet 
haben,  um  eine  Sicherheit  von  der  Richtigkeit  der  Logarithmen  zu 
gewinnen. 

Ebenfo  konnten  nun  in  den  Sätzen  68  bis  75  die  Gefetze  für 
die  Berechnung  der  trigonometrischen  Funktionen  und  in  den 
Sätzen  76  bis  79  die  Gefetze  für  die  Berechnung  der  Logarithmen 
diefer  Funktionen  und  für  die  Logarithmen  der  trigonometrischen 
Tafeln  gegeben  werden.* 

Im  zweiten  Abschnitte  der  Funktionenlehre  wird  nun  die  Lehre 
von  der  Differential-  und  Integralrechnung  bei  einer  Veränder- 
lichen entwickelt.  Hier  zeigen  fich  fowohl  bei  den  Zeichen,  wie  auch 
bei  den  Üblichen  Methoden  bedenkliche  Mängel. 

Hier  schreibt  man  den  Differentialquotienten  als  wirklichen 

dy 
Quotienten   -p  =  f0x.     Aber   da   die  Funktionen  Zahlgrössen  find,   für 

welche   die   Zahlgefetze   gelten,   fo    kann   man    nach   Zahlenlehre    167 

—  heben  und  erhält  alfo  y  =  xf0x,  kurz  eine  Gröse,    welche  man  gar 

nicht  fucht.  Man  muss  alfo  dem  Differentialquotienten  ein  Zeichen 
geben,   wo   fich  nichts  heben  läset;    ich  habe  dafür  das  unzweideutige 

Zeichen   j*  gelefen  ^DiflFx  von"  eingeführt. 

Die  meisten  Mathematiker  auch  neuester  Zeit  leiten  den  Differential- 
quotienten  dadurch    ab,   dass    Vie  von  dem  Quotienten  der  Differenzen 


*  Der  Verfasser  hat  fünfstellige  logarithmische  und  trigonometrische  Tafeln 
Stettin  1895,  Preis  50  Pf.,  herausgegeben,  welche  für  die  trigonometrischen 
Funktionen  9200  neue  Logarithmen  enthalten,  die,  obwohl  ße  für  die  genaue 
Berechnung  unumgänglich  nothwendig  And,  doch  in  allen  andern  Tafeln  fehlen. 
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—j-  ausgehen  und  diefen  Quotienten  in  den  Differentialquotienten  tiber- 
gehen lassen,  wenn  jede  der  beiden  Differenzen  Null  wird;  dann  wird 
alfo  -p  =  77i   d.  h.  eine  Gröse,    welche  jeder  beliebigen  Gröse   gleich 

dy 
ist   da   0'b  =  0   für  jede  Gröse  ist   es   ist  dann  alfo  -^  nicht  einer 

dx 

einwertigen  Gröse,  fondern  einer  Gröse  von  unendlich  vielen  Werten 
gleichgefetzt,  alfo  zweifellos  keine  einwertige  Funktion,  und  wird  auch 
nie  einwertig,  mag  man  auch  noch  fo  viel  Redensarten  und  geometrische 
Zeichnungen  vorführen,  welche  dies  plaufibel  machen  Pollen.  Wissen- 
schaftlich lässt  ßch  fo  nie  ein  einwertiger  Diff  nach  x  gewinnen. 

Hier  ist  der  einzig  wissenschaftliche  und  auf  die  Zahlenlehre,  wie 
auf  die  Grundlehren  der  Funktionenlehre  zu  gründende  Weg  der,  dass 
man  die  f0(x  +  y)  in  einer  steigenden  Höhenreihe  von  y  entwickelt, 
alfo  f0(x  -f-  y)  =  fix  -f  yfo'x  -+-  •  •  •    ableitet   und   den   ersten   Diff  x 

~rder  ersten  abgeleiteten  Funktion  von  x  d.  h.  fo'x  gleichfetzt.  Diefe 
Form  der  Ableitung  ist  bereits  von  Leibniz  gegeben,  ist  die  einzige 
Form,  in  welcher  der  Diffx  wissenschaftlich  abgeleitet  werden  kann, 
und  hat  durch  Lagrange  Theorie  des  fonctions  analytiques  Paris  1797 
(3.  Aufl.  1847)  die  eleganteste  Form  erhalten,  an  welcher,  nachdem 
die  Gefetze  der  echten  Reihen  streng  wissenschaftlich  entwickelt  find, 
nichts  auszufetzen  ist.  Nachdem  diefe  Mängel  verbessert  find,  bietet 
die  Ableitung  fammtlicher  Diffe  nach  x,  bez.  nach  x  -f-  iy  Satz  83  bis 
153  keine  weitern  Schwierigkeiten  dar. 

Die  Sätze  154  bis  184  leiten  aus  den  Diffen  die  Eigenschaften 
der  urfprünglichen  Funktionen  mit  ihren  Beugungen,  ihrem  Maximum 
und  Minimum  und  ihren  Wurzelwerten  ab. 

Die  Integralrechnung   beginnt  nun  mit  dem  Satze  185.     Hier 

mussten  wieder  neue  Wege  eingeschlagen  werden.     Jedes  Integral  hat 

nämlich    eine    oder    mehre    willkürliche  Gonstante.     Schon   das   erste 

c                       xm+ 1 
Integral  z.  B.  ^xm  ^  w0  -\ -r-v  hat  die  eine  willkürliche  Constante 

w0>/  welche  jeden  beliebigen  Wert  annehmen  kann.  Jedes  Integral  ist 
demnach  eine  vielwertige  Gröse,  kurz  ein  Funktional.  Das  erste  Inte- 
gral  kann    man   nun  zwar  einwertig  machen,   indem  man  x  zwischen 

a,  b 

J  bm  +  i am  +  * 

den  Grenzen  a  und  b  nimmt,  denn  dann  wird    *  xm  55s -— 

-  x  m  -f  1 

d.  h.  einwertig, 
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Aber  bei  den  höhern  Integralen  konnte  man  hierdurch  die  Will- 
kürlichen nicht  fortschaffen;  hier  blieb  alfo  jedes  Integral  vielwertig. 
Die  Mathematiker  konnten  daher  nichts  mit  den  höhern  Integralen  an- 
fangen, fie  haben  daher  auch  keine  höhern  Integrale  behandelt.  Aber 
diefe  höhern  Integrale  haben  doch  eine  wefentliche  Bedeutung;  und 
kann  man  diefelben  leicht  einwertig  machen,  indem  man  fömmtliche 
willkürliche  Constante  gleich  Null  fetzt.  Ich  nenne  das  einwertige 
Integral,  dessen  fammtliche  willkürliche  Constante  gleich  Null  gefetzt 
find,   eine  Integre.     Diefe  Integre  ist  dann  einwertig,   als  Zeichen  der- 

felben  nehme  ich  *        fac.     Sei  dies  ~        =  Fox;  dann  ist 
ST 

~     foX  =  W0   +  Wi  X  +  W2  Xa  +    •  •  •   +  Wm-i  X1""1  -f  FdX. 

Die  Ableitung  der  m  ten  Integre  ist  dann  nicht  schwer ;  die  Sätze 
185  bis  231  zeigen  uns  diefe  Ableitung.  Von  232  bis  256  werden 
dann  die  Integren  zu  den  Diffgleichungen  abgeleitet.  Die  höhere 
Funktionenlehre  ist  hiermit  vollendet. 

Den  dritten  Abschnitt  der  Funktionenlehre  bilden  nun  die 
Sätze  der  Funktionen  von  zwei  oder  mehren  Veränderlichen.  Für 
diefe  musste  ein  ganz  neuer  Weg  eingeschlagen  werden.  Hier  hat  man 
bisher  fast  nur  das  Integern  von  vollständigen  Differential-Quotienten  ver- 
flicht, da  aber  fast  nie  ein  vollständiger  Differentialquotient  mit  allen 
feinen  zu  einander  passenden  Gliedern  gegeben  ist,  fo  kann  man  gegen- 
wärtig auch  die  Diffe  mit  zwei  Veränderlichen  fast  nie  integriren.  Ja 
die  Diffe  höherer  Stufen  erscheinen  den  Mathematikern  noch  ganz  un- 
lösbar; an  diefe  hat  man  fich  überhaupt  noch  nicht  gewagt. 

Soll  hier  ein  besseres  Ergebniss  erzielt  werden,  fo  muss  ein  ganz 
neuer  Weg  eingeschlagen  werden.  Ueberdies  find  in  den  weitaus 
meisten  Fällen  uns  Teildiffe  (partielle  Differentialquotienten)  gegeben, 
für  welche  die  Integre  bez.  das  Integral  gefunden  werden  foll.  Auch 
dies  zwingt  uns,  einen  ganz  neuen  Weg  zu  verfuchen. 

Aber  auch  nicht  jede  zwei  gegebenen  Teildiffe  lassen  fich  in- 
tegriren. Es  kommt  nicht  feiten  vor,  dass  zwei  gegebene  Teildiffe  gar 
nicht  auf  ein  und  diefelbe  urfprüngliche  Folge  zurückgeführt  werden 
können.  Es  muss  alfo  unterfucht  und  festgestellt  werden,  in  welchen 
Fällen  zwei  gegebene  Teildiffe  auf  diefelbe  urfprüngliche  Folge  zurück- 
geführt werden  können,  in  welchen  nicht. 

Der  Verfasser  hat  daher  die  für  alle  theoretischen  Wissenschaften 
am  meisten  gebrauchten  und  vielfach  ebenfoleicht  zu  integernden  Teil- 
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diffe  (partiellen  Differentialquotienten)  wie  die  im  zweiten  Abschnitte 
behandelten  einer  einzigen  Veränderlichen  einer  eingehenden  Unterfuchung 
unterworfen. 

Er  nennt  den  m  ten  Diff  einer  Funktion  mehrer  Veränderlichen, 
in  welcher  zwar  die  Höhen  verschiedener  Veränderlicher  vorkommen, 
in    welcher    aber    der    mte   Diff   nur    nach    einer    Veränderlichen    y 

y   genommen  ist,  den  mten  Eck  diff  nach  y.    Dagegen  eine  Funktion, 

in  welcher  die  Diffe  nach  zwei  oder  mehren  Veränderlichen  *  y  " ' 
wo  a  +  b  +•••=*  m  ist>  einen  Mitteldiff. 

Der  mte  Eckdiff  nach  x  einer  Funktion  mehrer  Veränderlichen 
ist  dann  gleich  dem  mten  Diffe  nach  x  einer  Funktion  einer  Ver- 
änderlichen, indem  man  alle  andern  Veränderlichen  als  Konstante  be- 
handelt (Satz  380). 

Der  Verfasser  unterscheidet  dann  für  das  Integern  diefer  Eckdiffe 
die  getrennten,  die  trennbaren,  die  ergänzenden  und  die  ergäozbaren 
Eckdiffe,  bei  denen  fich  jede  Differentialgleichung  auf  eine  Integre  zurück- 
führen laset,  während  bei  den  andern  Eckdiffen  und  bei  den  Mitteldiffen 
das  Integern  nicht  zulässig  ist. 

Es  ergeben  fich  dann  zahlreiche  Anwendungen  für  die  Verfuche 
und  für  die  auf  Verfuche  gegründeten  Wissenschaften. 

Den  vierten  Abschnitt  der  Funktionenlehre,  die  Lehre  von  den  er- 
weiterten Funktionen,  d.  h.  von  den  Fournierschen-,  deu  Bernouillischen-, 
den  Gamma-,  den  elliptischen  Funktionen  u.  s.  w.,  hat  der  Verfasser 
nicht  herausgegeben,  da  er  hier  nicht  zu  neuen  Methoden  gelangt  ist. 
Hier   kann   er  nur  auf  die  Arbeiten  anderer  Mathematiker  verweifen. 


Der  Verfasser. 
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1.     Die  allgemeinen  Erklärungen  der  Folgelehre. 

Erklärung.  Die  Folgelehre  oder  die  Funktionenlehre 
ist  der  höhere  Zweig  der  fiechenlehre  oder  Analysis  und  heist  daher 
auoh  die  höhere  Analyfis.  Es  behandelt  diefer  Zweig  die  Eeoh- 
nungen  mit  Folgen  oder  Funktionen,  welche  aus  den  Bechnungen 
der  Zahlenlehre  oder  der  niedera  Analyfis  hervorgegangen  find  oder 
noch  hervorgehen  werden. 

Erklärung.  Die  Folge  oder  Funktion  von  x  heist  eine 
einwertige  Formel  von  x,  welche  durch  Xnüpfungen  der  Bechenlehre 
entstanden  ist,  und  in  welcher  die  Folge  ihre  Werte  ändert,  wenn  x 
fie  ändert 

Die  Veränderliche  (die  Variable)  heist  die  Gröse  x,  welche  ihren 
Wert  in  der  Formel  ändert.  Die  Beständige  oder  Konstante  heist 
eine  Oröse,  welche  in  der  Formel  ihren  Wert  unverändert  beibehält. 

Erklärung.  Das  Zeichen  der  Veränderlichen  ist  einer 
der  letzten  Buchstaben  im  Abece:  x,  y,  z,  u,  v  •  •  •  ;  das  Zeichen 
der  Beständigen  ist  einer   der  ersten  Buchstaben  im   Abece:  a, 

Das  Zeichen  der  Folgen  oder  Funktionen  ist  ein  f  mit 
einem  kleinen  o:  f0,  F0,  y0,  <ß0>  %,  ^o»  Jedes  Folgezeichen  bezieht 
ich  stets  auf  die  fämmtlichen  folgenden  Orösen  desfelben  Gliedes. 

Die  Mathematiker  wenden  für  die  Folgen  oder  Funktionen  meist  ein  f 
Ohne  ein  kleines  o  an;  dies  aber  ist  fehlerhaft.  Jeder  Buchstabe  ist  in  der 
Formenlehre  oder  Mathematik  das  Zeichen  -  einer  Gröse,  fo  auch  f.  Die  Zeichen 
fit,  f.x,  f  (x)  bezeichnen  demnach  das  Zeug  oder  Produkt  f  mal  x,  nicht  aber 
eine  Folge  oder  Funktion  von  x.  Dagegen  ist  das  Zeichen  f  noch  nicht  ver- 
wandt, es  kann  demnach  verwandt  werden  um  die  Folge  oder  Funktion  zu  be- 
zeichnen j  ich  führe  es  dafür  in  die  Wissenschaft  ein. 

Jedes  Folgezeichen  bezeichnet  in  derfelben  Nummer  der  Folgelehre  stets 
nur  eine  und  diefelbe  Formel   und  hat  alfo   nur  einen  Wert.    Im  Uebrigen 

jedes  Folgezeichen  jede  beliebige  Formel  der  Rechenlehre  bezeichnen. 
E.  Graumina  Polf  elthre.  1 
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Jedes  Folgezeichen  bezieht  fich  auf  das  ganze  demnächst  folgende  Glied. 
So  «.  B.  ist  F0x.y  =  F0(x.y)  die  Folge  von  x«y,  fo  ist  F0~  =  Fo(y)   die 

Folge  von—,  fo  ist  F  ax»  =  F   (ax»)  die  Folge  von  ax«,  fo  ist  F0a*sinx 

=  F0(a*sinx)  die  Folge  von  asinx  u.  f.  w.;  dagegen  ist  F  a+b  s  +  b-j-Foa, 
oder  +  b  plus  der  Folge  von  a  und  ganz  verschieden  von  F  (a  +  b).  Soll  fich 
das  Folgezeichen  nur  auf  die  nächstfolgenden  Größen  desfelben  Gliedes  beziehen, 
fo  muss  es  mit  diefen  in  eine  Klammer  eingeschlossen  werden.  So  z.  B.  ßst 
(F  x)a»  =  a»F0x. 

Es  ist  fehr  wichtig,  dass  man  auf  diefen  Gebrauch  in  der  Mathematik  oder 
Formenlehre  achte,  da  man  fönst  in  die  'grösten  Verwirrungen  gerät     So  ist 

sinax=sin  (ax), sin  -g-  =a sin  ( -g-J,  sinx*=sin(x*),  dagegen  sina+b£  sin(a+b) 

Das  Folgezeichen  bezieht  Ach  alfo  auf  alle  Grösen  des  nächstfolgenden  Gliedes 
und  unterscheidet  fich  dadurch  wesentlich  von  den  KnUpfungszeichen  der  ein- 
fachen Grösen,  wo  immer  nur  eine  Gröse  an  die  nächst  vorhergehenden  ange- 
knüpft wurde.  Z.  B.  F0  sina*  =  F0  [sin(a*)],  dagegen  ab  cd  =  [(ab)c]d.  Es 
ist  diefer  Unterschied  aber  nicht  ein  willkürlicher,  fondern  notwendig  in  der 
Sache  begründet.  Denn  bei  den  Knüpfungen  der  einfachen  Grösen  geht  man 
von  einer  einfachen  Gröse  aus  und  verknüpft  diefe  mit  einer  Gröse,  das  Ge- 
fammt  wieder  mit  einer  Gröse  und  fofort.  Dagegen  bei  der  Funktion  fetzt  man 
bereits  die  fttmmtlichcn  Knüpfungen  der  Zahlenlehre  voraus,  das  Folgezeichen 
bezieht  fich  demnach  auf  die  Gefammtheit  der  folgenden  zu  einem  Gliede  ver- 
knüpften Grösen.  Die  obige  Regel  ist  alfo  in  der  Sache  begründet  Beachtet 
man  diefelbe  nicht,  fo  gebraucht  man  unzählige  Klammern.  Die  Mathematiker, 
welche  diefe  Regel  nicht  beachten,  und  alfo  Klammern  fetzen  müssten,  finden 
nun  aber  diefe  Klammern  grosenteils  höchst  unbequem,  lassen  Jie  daher  mög- 
lichst weg  und  werden  dadurch  ungenau.  Schon  hierdurch  entstehen  mancher- 
lei Schwierigkeiten  und  Dunkelheiten,  welche  fommtlich  vermieden  werden, 
wenn  man  die  obige  Regel  befolgt.  Ueberdies  kann  man,  wenn  man  diefe 
Regel  stets  beobachtet,  nach  den  Folgezeichen  die  Klammem  in  den  meisten 
Fällen  entbehren. 

4.  Erklärung.  Die  Folge  (die  Funktion)  einer  Veränder- 
lichen heist  die  Folge,  wenn  die  Formel  nur  eine  Veränderliche 
enthält. 

Die  Folge  mehrer  Veränderliehen  heilt  die  Folge  wenn  die 
Formel  mehre  Veränderliehe  enthält. 

Da  die  Folgen  einer  Veränderlichen  die  einfachem  find,  fo  werden  wir 
uns  im  Folgenden  zunächst  Vorzugs  weife  mit  diefen  beschäftigen. 

5.  Erklärung.  Die  Reinfolge  (die  reelle  Funktion)  heilt  eine 
Folge,  in  deren  Formel  nur  Zahlen  vorkommen. 

Die  Richtfolge  (die  komplexe  Funktion)  heist  eine  Folge,  in 
deren  Formel  Richtgrösen  (komplexe  Grasen)  vorkommen.    Das  Zeichen 
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der  Riehtfolge  ist  f0(x,i).  Die  Reinfolgen  und  die  Richtfolgen  heuen 
gemeintem  Zahlfolgen. 

Die  Richtgröse  (komplexe  Gröse)  heist  die  Oröse  a-j-ib,  wo  a  und  b 
Zahlen  find,  i  aber  gleich  (■—  l)*'a  ist 

Die  Mathematiker  teilen  noch  die  Reihenfolgen  in  Bafenfolgen  (algebraische 
Funktionen),  wo  die  Veränderliche  nur  in  der  Bafe  (fei  es  in  der  Summe  oder 
im  Unterschiede,  im  Zeuge  (Produkte)  oder  im  Nenner,  in  der  Bafe  einer  Höhe 
oder  einer  Tiefe)  vorkommt  und  in  Stufenfolgen  (transfcendente  Funktionen), 

x 

wo  die  Veränderliche  in  der  Stufe  einer  Höhe  a*  oder  im  Loge z  -,  oder  in  der 

Winkelfolge  sinx,  oder  im  Bogen  arc(sin  =  x)  vorkommt.  Diefe  Unterschei- 
dung ist  jedoch  von  untergeordnetem  Werte. 

Sati.  f0(x,i)  =  g>0x  +  iip0x.  6- 

Jede  Richtfolge  (komplexe  Funktion)  von  x  ist  gleich  der  Summe 
einer  Reinfolge  und  einer  J  folge  von  x,  wo  die  J  folge  das  Zeug 
oder  Produkt  von  i  und  einer  Reinfolge  von  x  ist. 

Beweis;  Jede  Oröse,  welche  auser  den  Zahlen  noch  i  enthält, 
lässt  fleh,  wie  wir  in  der  Zahlenlehre  fahen,  auf  die  Form  der  Richt- 
gröse (komplexen  Gröse)  a  +  i  b  bringen,  wo  a  und  b  reine  Zahlen 
find,  indem  in,  wenn  n  gerade  ist,  eine  Zahl  +  L,  wenn  n  ungerade 
ist,  i  mal  einer  Zahl  ergiebt  und  zwei  folche  Richtgrösen  a  +  ib  und 
c  +  id  find  nach  Zahlenlehre  426  dann  und  nur  dann  gleich,  wenn 
a  =  c  und  b  =  d. 

Jede  Folge  f0  (x,  i),  welche  auser  der  Veränderlichen  x  noch  das  i 
enthält,  läset  (ich  alfo  auf  die  Form  bringen  y0x  +  iVoX  wo  g>0x 
and  ty> x  rieh*  menr  i  enthalten,  fondern  Reinfolgen  (reelle  Funktionen) 
von  x  find  und  fie  muss  auf  diefe  Form  gebracht  werden,  da  fich 
fönet  gar  nicht  beurteilen  läset,  ob  üe  einer  andern  Oröse  gleich  ist 
oder  nicht.  Denn  fei  F0i  (x,  i)  =  y0i  x  +  *  V<>i  x  un(*  '°2  (x'  ^  == 
g>o2  x  +  i  \fJ02  x,  fo  ist  f0i  (x,  i)  =  foa  (x,  i)  nach  Zahlenlehre  426  dann 
und  nur  dann,  wenn  fowohl  gp0i  x  =  yoa  x,  als  auch  xp0i  x  =  \jJ0%  x  ist. 

Erklärung.    Das  Gefolge  oder  das  Funktional  von  x  heist    7. 
jede  mehrwertige  Formel  von  x,  wo  demselben  Werte  von  x  mehre 
Werte  der  Formel  entsprechen.    Das  Zeichen  des  Gefolges  ist  G0. 

Satz.     Zwei  Gefolge  können  einander  nur  entsprechend  gleich    8. 
gefetit  werden  (Zeichen  ^  gelefen  entsprechend  gleich),  d.  h.  es 
darf  nur  ein  Wert   des  einen  Gefolges  dem   entsprechenden   Werte 
des  andern  Gefolges   gleich  gefetzt  werden.    Dagegen  darf  nie  ein 
Gefolge  dem  andern  Gefolge  gleich  gefetzt  werden. 

Beweis:    Das   Gefolge   von   x  habe  für  den   Wert   x  =  a  die 

1» 
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beiden  verschiedenen  Werte  b  und  c,  wo  b  £  e.  Betet  man  nun 
G0  a  =  b  und  G0  a  =  c,  fo  erhält  man  b  =  G0  a  =  c,  d.  b  =  c,  da 
zwei  Grösen,  welche  einer  dritten  gleich  find,  auch  einander  gleich  find. 
Es  wäre  alfo  gleichseitig  b  £  c  und  auch  b  =  c.  Da  nun  eine  Gröse 
nach  Zahlenlehre  10  nie  einer  andern  ungleich  und  zugleich  gleich  fein 
kann,  fo  ist  dies  unmöglich;  man  darf  alfo  nicht  Goa  =  G0a  fetzen, 
auch  nicht  G0  a  =  b  oder  =  c,  vielmehr  muss  man  fetzen  G0  a  ^  b,  c. 
In  der  Mathematik  hat  man  diefe  Vorschrift  vernachlässigt.     Man  fetst 

Vaa  =  -|-a  und  auch  paa  =  —  a,  und  müsste  alfo  auch  4-*=  ra'sr:— a  fol- 
gern j  aber  diefe  Folgerang  läset  man  nun  fort,  weil  dies  fehlerhaft  wäre.  Aber 
nicht  diefe  Folgerung  ist  fehlerhaft;  diefe  ist  vielmehr  streng  richtig.  Fehler- 
haft ist  nur,  dass  man  die  raa  wie  eine  einwertige  Folge  behandelt  und  einer 
Gröse  gleich  fetzt,  während  Ae  nur  entsprechend  gleich  gefetzt  werden  darf. 

Richtig  ist  alfo  V aa  ^  +  a.  Ebenfo  bei  jedem  andern  Gefolge,  z.  B.  bei  den 
Integralen. 

Die  Gefolge  haben  in  der  Mathematik  eine  wichtige  Bedeutung;  aber  man 
muss  fie  richtig  behandeln,  wenn  man  nicht  in  lauter  Trugschlüsse  fidlen  und 
Fehler  machen  will. 

2.     Das  stetige  Wachsen  bez.  Abnehmen  der  Grösen. 

Um  die  Aenderung  der  Veränderlichen  und  ihre  Wirkung  auf  die  Folge 
oder  Funktion  betrachten  und  den  Begriff  des  stetigen  Wachfens  bez.  Abnehmen* 
richtig  fassen  zu  können,  betrachten  wir  zunächst  die  Zahlreihe  und  gehen, 
um  auch  unendlich  kleine  Aenderungen  betrachten  zu  können,  auf  die  unend- 
lichen Zehntbrilche  oder  Dezimalbrüche  zurück. 

9.  Erklärung.  Ein  unendlicher  Zehntbruch  oder  Deiimal- 
bruoh  heist  ein  Zehntbruch,  welcher  unendlich  viele  Stellen  hat. 
Der  Zehntbruch  oder  Dezimalbruch  heist  abgebrochen,  wenn  man 
ihn  nur  bis  zu  einer  bestimmten  Stelle  hin  nimmt  Die  Summe  aller 
folgenden  Stellen  heist  der  Best  des  Zehntbruohes. 

Beispiel:  "9  =  ^11111  *  -  *  *  ist  ein  unendlicher  Dezimalbruch.  Brechen 
wir   denfelben   bei  der  zehnten  Stelle,  0,uminu  ab,  fo  ist  der  Rest  gleich 

(iö)     -0,11,11- ••  =  1/9-  (jö)  • 

10.  Satx.  Der  Best  eines  Zehntbruches  oder  Desimalbruohes  ist 
stets  kleiner  oder  gleich  einer  Einheit  in  der  letiten  Stelle,  bei  dar 
abgebrochen  ist. 

Beweis:    Sei  der  Zehntbruch  bei  (j^l  abgebrochen,  fo  umfaast 

der  Rest  nur  Ziffern  der  lösenden  Stellen  und  ist  alfo 
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Hier  ist.  jede  der  Zahlen  a*,  a*  •  •  eine  ganze  Zahl  kleiner  als  10, 
alfo  höchstens  9  und  ist  mithin 

«w ++<$+*($+ ■■■- 

-Q'+»-(fo)'+»-(io)V" 

<C   0,999 

nun  ist  aber  0^99  •  •  •  =  9«0,in  •  •  •  =  9- */f  =  1  mithin  ist  der  Rest 
der  Reihe 

"(kT1  +  -(itT  +  "(töH,+  ••  <(tö)Bi- 

was  zu  beweifen  war. 

Erklärung.  Stetig  waohfend  heist  eine  Reihe  von  Zahlen,  11. 
wenn  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Gliedern  der  Reihe, 
deren  Unterschied  einer  endlichen  Zahl  gleich  ist,  mag  diefe  übrigens 
fo  klein  fein,  wie  fie  wolle,  noch  unendlich  viele  Glieder  der  Reihe 
liegen,  von  denen  jede  gröser  ist  als  die  vorhergehenden  und  kleiner 
als  die  folgenden  Glieder  der  Reihe. 

Satz  der  Zahlreihe.  Die  Zahlreihe,  d.  h.  die  fämmtlichen  12. 
Zehntzahlen  mit  den  fämmtlichen  endlichen  und  unendlichen  Zehnt- 
bruehen  (Dezimalbrüchen),  bildet  eine  stetig  wachfende  Reihe  von 
Zahlen,  welche  von  Strichunendlich  bis  zu  Plusunendlich  waohfen. 
Alle  Zahlwerte  beliebiger  Grösen  gehören  diefer  Reihe  an  und  giebt 
es  keinen  Zahlwert  auser  den  Gliedern  der  Zahlreihe. 

Beweis:    1.     Die  Zahlreihe  bildet  eine  stetig  wachfende  Reihe. 
Denn  nehmen  wir  zwei  Glieder  der  Zahlreihe,  deren  Unterschied  auch 

(1  V  /  1  V000 

xjt  j  ,  z.  B.  I  j^\       betrage,  fo  liegen  doch  zwischen  diefen  beiden 

Gliedern  noch  unendlich  viele  Glieder  der  Reihe,  nämlich  alle  Glieder 

der  unendlichen  Reihe  (tt;)    •  ^»(tä)  >  w0  **  jeden  der  10  Werte 

von  0  bis  9  haben  kann.  Brechen  wir  diefe  Reihe  z.  B.  nach  100 
Gliedern  ab,  lo  erhalten  wir  bereits  10100  Glieder  der  Reihe,  die 
zwischen  jenen  beiden  Gliedern  liegen,  lassen  wir  die  Reihe  fich  aber 
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bis   ins  Unendliche  fortfetzen,    fo   erhalten   wir   auch   unendlich  viele 
Glieder  der  Reihe,  die  zwischen  jenen  beiden  Gliedern  liegen. 

2.  Wenn  irgend  ein  Zahlwert  gegeben  ist,  fo  muss  er  einwertig 
fein,  mithin  eine  bestimmte  Gröse  haben,  er  muss  fleh  aber  auch  in 
Zahlen  ausdrücken  lassen,  mithin  muss  er  der  Zahlreihe  angehören. 
Gehörte  er  der  Zahlreihe  nicht  an,  fo  hätte  er  auch  nicht  einen  be- 
stimmten Zahlwert,  wäre  nicht  größer  als  bestimmte  Zahlen,  nicht 
kleiner  als  andere,  und  liese  fich  überhaupt  nicht  mit  andern  Zahlen 
vergleichen,  kurz  er  wäre  nicht  ein  bestimmter  Zahlwert. 

13.  Satz  der  Reihe  der  Richtgrösen.  Die  Reihe  von  Richt- 
grösen  a  -)-  ib,  wo  a  und  b  jede  alle  Werte  der  Zahlenreihe  von 
Striohunendlich  bis  Plusunendlich  befitzen  können,  bildet  eine  un- 
endliche Doppelreihe.  Alle  Richtgrösen  gehören  diefer  Reihe  an 
und  giebt  es  keine  Richtgröse  auser  den  Gliedern  diefer  Reihe. 

Beweis:  Jede  Richtgröse  a  -f-  ib  ist  eine  Gröse,  in  welcher 
a  und  b  reine  Zahlen  find.  Was  nun  auch  a  und  b  für  Zahlen  find, 
fo  umfasst  die  Reihe  der  Richtgrösen  alle  Grösen,  wo  a  eine  beliebige 
Zahl  und  ebenfo  b  eine  beliebige  Zahl  zwischen  Strichunendlich  und 
Plusunendlich  ist  und  kann  es  keine  Richtgröse  auser  den  Gliedern 
diefer  Reihe  geben.   . 

14.  Erklärung.  Eine  Zahl  wächft  stetig  in  den  Orenien 
von  a  bis  b  heist,  fie  nimmt  der  Reihe  nach  alle  Zahlwerte  der 
Zahlreihe  von  a  bis  b  an,  diefe  eingeschlossen.  Zeichen  x  =  Mitt.  [a,  b]. 

Eine  Zahl  wächft  stetig  in  den  Grenzen  zwischen  a  und 
b  heist,  fie  nimmt  der  Reihe  nach  alle  Zahlwerte  der  Zahlreihe 
zwischen  a  und  b  an,  diefe  ausgeschlossen.   Zeichen  x  =  Mitt.  (a[Jb). 

Es  ist  bei  den  Grenzbeetimmungen  überaus  wichtig,  dass  man  die  Un- 
terscheidung mache,  ob  die  Grenzen  felbst  eingeschlossen  oder  ausgeschlossen 
find}  da  fönst  notwendig  Verwirrung  entstehen  muss. 

15.  Satz.  Jede  Reinfolge  (reelle  Funktion)  von  x,  welche  in 
den  Grenzen  des  x  von  a  bis  b  stets  wächft,  bez.  stets  abnimmt, 
wenn  die  Gröse  x  wächft,  ist  fofern  x  stetig  wäehf t,  auch  eine  stetig 
wachfende  bez.  eine  stetig  abnehmende  Gröse,  d.  h.  die  Reinfolge  F0x 
von  x  durchläuft,  wenn  x  alle  Werte  der  waohfenden  Zahlreihe  von 
a  bis  b  durchläuft,  gleichfalls  alle  Werte  der  waohfenden  Zahlreihe 
von  F0a  bis  F0b  oder  die  Reinfolge  ist  in  den  Grenzen  des  x  von 
a  bis  b  eine  stetige  Reinfolge  von  x. 

Beweis:  1.  Sei  die  Reinfolge  von  x  gleich  F0x  und  fei  für 
jedes  beliebige  x  in  den  Grenzen  von  a  bis  b,  wenn  x-fc>x  ist» 
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auch  P0  (x  +  c)  >  F0x,  auch  fei  x  eine  stetig  wachsende  Gröse,  d.  h. 
nach  13  und  11  eine  Gröse,  bei  der  zwischen  je  zwei  Werten, 
dären  Unterschied  einer  endlichen  Gröse  c  gleich  ist,  mag  diefe  fo 
klein  fein,  wie  fie  wolle,  noch  unendlich  viele  Werte  liegen,  fo  foü 
bewiefen  werden,  dass  auch  F0x  eine  stetig  wachfende  Gröse  fei. 

Sei  alfo  F0(x -j- <0 —  F0x  =  A  zunächst  eine  Gröse,  welche 
noch  gröser  ist  als  c,  fo  kann  man,  da  x  zwischen  den  Werten  x  =  a 
und  x  +  c  =  a  +  b  nach  11  noch  unendlich  viele  Werte  xu  xj«  •  • 
hat,  welche  in  der  Weife  steigen,  dass  jeder  folgende  Wert  x*j.i  >  xa 
ist,  auch  unendlich  viele  Werte  der  F0  x  zwischen  jenen  Werten  ein- 
führen und  muss  auch  hier  nach  der  Voraussetzung  des  Satzes  jeder 
folgende  Wert  F0  xa+i  >  F0  xa  fein.  Der  Unterschied  A  zerfällt  alfo 
auch  hier  in  unendlich  viele  Zwischenwerte,  bei  denen  stets  der  fol- 
gende gröser  als  der  nächst  vorhergehende  ist;  man  kann  demnach  I  /  / 
stets  F0xn  und  F0xn  in  der  Art  wählen,  dass  F0xn  — F0xm  zwar  /  /  / 
grösser  als  Null,  aber  kleiner  als  die  endliche  Gröse  c  fei.  Sei  nun 
xB  —  im  =  u,  fo  giebt  es  nach  1 1  zwischen  diefen  beiden  Werten 
von  x  noch  unendlich  viele  Werte  von  x,  bei  denen  jeder  folgende 
wieder  gröser  als  die  vorhergehenden  ist.  Da  aber  jedem  x  eine  Rein- 
folge F0x  entspricht  und  diefe  bei  gröserem  x  auch  gröser  wird,  fo 
giebt  es  auch  zwischen  den  Werten  F0xn  und  F0xm  auch  unendlich 
viele  Werte  von  F0  x,  bei  denen  gleichfalls  jeder  folgende  Wert  gröser 
als  die  vorhergehenden  ist,  d.  h.  F0  x  ist  innerhalb  jener  Grenzen  eine 
stetig  wachfende  Gröse. 

Wenn  nun  x  zwischen  zwei  endlichen  Werten  xm  und  x*  alle 
unendlich  vielen  Werte  der  wachfenden  Zahlreihe  durchläuft,  fo 
durchläuft  auch  die  Formel  F0  x  zwischen  den  Werten  F0  xm  und  F0  xn 
die  unendlich  vielen  Werte  der  wachfenden  Zahlreihe  zwischen  diefen 
Grenzen  und  kann  es  nicht  einen  Wert  von  xa  geben,  dem  nicht  ein 
Wert  von  F0x«  entspreche,  und  nicht  einen  Wert  von  F0x*,  dem 
nicht  ein  Wert  von  x*  entspreche. 

2.  Der  Beweis  ist  ganz  entsprechend,  wenn  F0  x  stets  abnimmt, 
während  x  wächft. 

Es  könnte  Manchem,  welcher  die  bisherigen  Erklärungen  und  Beweife  der 
Fnnktionenlehre  gewohnt  ist»  fo  erscheinen,  als  fei  der  Beweis  in  nl5  nicht 
vollständig  und  fehle  der  Beweis,  dass  die  Reinfolge  von  x  nur  einen  und 
nicht  mehre  Werte  habe.  Aber  nach  n  2  ist  jede  Folge  oder  Funktion  nur  ein- 
wertig, und  bedurfte  es  alfo  hierfür  gar  keines  Beweifes.  Ebenfo  ist  nach 
Zahlenlehre  n  2  jede  Gröse  und  nach  Zahlenlehre  n  5  auch  jedes  Ergebniss 
jeder  Knüpfung,  alfo  auch  jede  Formel  oder  Folge  nur  einwertig  und  ist  alfo 
auch  aus  diefem  Grunde  jeder  Beweis  unnöthig. 
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Ich  bemerke  hier  nochmals,  dass  fich  das  Zeichen  F0  auf  das  ganze  fol: 
gende  Glied  bezieht,  auch  wenn  dies  nicht  in  eine  Klammer   geschlossen   ist 

fo  ist  Fo  —  die  Formel  von  —  alfo  gleich  F0  \—\  fo  ist  F0aia  =  Fo  (ax*) 
a  a  \  a  / 

oder  Formel  von  ax* ;  dagegen  ist  Fo  a  +  b  =  b  +  Foa  oder  b  plus  der  Formel 
von  a  und  ganz  verschieden  von  F0  (a  -j-  b)  oder  der  Formel  von  a  +  b.     Es 
ist  notwendig,  dass  man  genau  auf  diefen  Gebrauch  achte,  damit  man  nicht  in 
Verwirrung  gerate. 
16.  Satz.   Die  Richtfolge  (die  komplexe  Funktion)  von  x,  nämlich 

F0  (x,  i)  =  y0  x  -f-  i  t/>0  x,  in  welcher  die  Reinfolgen  <p0  x  und  ^o  *  in 
den  Grenzen  des  x  von  a  bis  b  stets  wachfen,  bei.  stets  abnehmen, 
wenn  die  Oröse  x  wächft,  ist  fofern  x  stetig  wäohft,  auch  eine  Rieht- 
gröse,  in  welcher  die  beiden  Reinfolgen  <p0  x  und  tp0  x  stetig  wachfen 
oder  stetig  abnehmen,  d.  h.  die  Reinfolgen  von  x  y0x  und  f0i 
durchlaufen,  wenn  x  alle  Werte  der  wachsenden  Zahlreihe  von  a  bis 
b  durchläuft,  gleichfalls  alle  Werte  der  waohfenden  Zahlreibe  von 
(f0  a  bis  <p0  b  bezüglich  von  %  a  bis  ip0  b  oder  die  Richtfolge  ist  in 
den  Grenzen  des  x  von  a  bis  b  eine  stetige  Richtfolge  von  x» 

Beweis:  Unmittelbar  aus  15. 
Die  Folge  oder  Funktion  wird  in  den  meisten  Lehrbüchern  durch  das  Bild 
der  Bewegung  erklärt,  und  werden  daraus  die  Begriffe  der  stetigen  Veränderung, 
der  Grenze,  der  unendlich  kleinen  Differenz  genommen.  Es  ist  diefes  Bild  der 
Bewegung  nun  auch  ungemein  geeignet,  um  die  Vorgänge  anschaulich  zu 
machen  und  werde  ich  deshalb  von  diefem  Bilde  zur  Veranschaulichung.  viel- 
fach  Gebrauch  machen  •,  aber  die  wissenschaftliche  Entwicklung  darf  man  darauf 
nicht  gründen,  wenn  man  nicht  verworren,  unklar  und  unwissenschaftlich  wer- 
den will. 

Die  Formenlehre  oder  Mathematik  namentlich  die  Zahlenlehre  gewinnt 
ihre  Grösen  durch  Setzen  von  Einheiten  und  deren  Verknüpfung*,  ihre  GrÖaen 
find  daher  endlich  verschieden,  diskrete  Grösen,  fo  alle  Zahlgrösen.  Erst  durch 
den  unendlichen  Reihenbruch,  den  unendlichen  Dezimalbruch,  gewinnt  man  in 
der  Zahlenlehre  Grösen,  welche  fich  von  andern  fo  wenig  unterscheiden  als 
man  will,  gewinnt  man  eine  stetige  Reihe  von  Grösen,  welche  stetig  in  ein- 
ander übergehen  und  jeden  Wert  annehmen  können,  der  überhaupt  nur  mög- 
lich ist.  Auf  diefe  unendlichen  Reihenbrüche  muss  man  demnach  den  Begriff 
der  stetigen  Gröse  zurückführen  und  daraus  den  Begriff  der  stetigen  Folge 
ableiten,  wie  dies  in  den  Sätzen  9  bis  16  geschehen  ist. 

Alle  bedeutenden  Mathematiker  haben  daher  auch  feit  Leibniz  die  Funktionen- 
lehre oder  Folgelehre  stets  als  höhern  Zweig  der  Rechenlehre  oder  Analyfis 
angefehn  und  fie  deshalb  höhere  Analyfis  genannt  Keinem  diefer  ausgezeich- 
neten Gelehrten  ist  es  eingefallen,  die  Funktionenlehre  als  einen  höhern  Zweig 
der  Bewegungslehre  oder  Mechanik^  zu  behandeln.  Ebenfo  wenig  ist  es  je  einem 
derfelben  eingefallen,  die  Funktionenlehre  als  einen  höhern  Zweig  der  Raum- 
lehre oder  Geometrfa  zu  betrachten,  wenn  fie  auch  zahlreiche  Anwendungen 
der  Funktionenlehre  auf  die  Raumlehre  gegeben,  und  dadurch  die  Gefetze  der 
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AnalyAs  anschaulich  und  leichter  begreiflich  und  anwendbar  gemacht  haben. 

Im  Gegenratze  hiezn  will  nun  Herr  Paul  Du  Boie-Reymond  „Die  allge- 
meine Fnnktionentheorie.  Erster  Teil.  MetaphyAk  und  Theorie  der  mathema- 
tischen Grund  begriffe:  Gröse,  Grenze,  Argument  und  Funktion"  Tübingen  1882 
die  Fnnktionenlehre  nicht  als  höhern  Zweig  aus  der  niedern  Analyfis,  fondern 
aus  der  geometrischen  Gröse  und  zwar  speziell  aus  der  linearen  Gröse  ableiten, 
ganz  wie  er  auch  die  Zahl  aus  diefer  Gröse  ableiten  will.  Aber  der  Verfocht 
den  er  in  dem  genannten  Buche  hiefür  macht,  ist  gänzlich  verfehlt  und  un- 
wissenschaftlich. Herr  Paul  Du  Bois-Reymond  ist  unzweifelhaft  ein  fehr  tüch- 
tiger Mathematiker,  der  in  der  höhern  AnalyAs  fehr  Bedeutendes  geleistet  hat, 
und  den  ich  daher  hoch  schätze;  aber  das  obige  Buch  hatte  er  nicht  schreiben 
f ollen,  er  zeigt  Ach  darin  als  ungeübt  im  strengen  Denken  und  schadet  bei  dem 
Anfehen,  welches  er  geniest,  der  Wissenschaft  felbst.  Ich  habe  bereits  in  der 
Zahlenlehre  a2  und  nll  nachgewiefen,  wie  fehlerhaft  und  ganzlich  unwissen- 
schaftlich feine  Erklärungen  von  „Gröse",  von  „gleich  und  ungleich"1  And  und 
dass  er  damit  auf  strenge  Beweisführung  und  reine  Mathematik  überhaupt  ver- 
zichtet Hier  kann  ich  darauf  verweifen.  Aber  eben  wegen  diefer  fehlerhaften 
Grundbegriffe  kommt  er  nun  auch  bei  den  die  Funktionenlehre  betreffenden 
Fragen  zu  ganz  unwissenschaftlichen  und  fehlerhaften  Sätzen.  So  fagt  er 
a.  a.  0.,  Seite  74  „Zwei  endliche  Grösen,  deren  Unterschied  unendlich  klein  ist, 
„And  einander  gleich11. 

„Eine  endliche  Gröse  ändert  Ach  nicht,  wenn  ihr  Unendlichkleines  hin- 
zugefügt oder  hin  weggenommen  wird".  Und  gleich  darauf  a.  a>  0.,  Seite  75 
„Das.  Unendlichkleine  ist  eine  mathematische  Gröse  und  hat  mit  dem  Endlichen 
„dessen  fämmtliche  Eigenschaften  gemein". 

Da  es  nun  eine  Eigenschaft  des  Unendlichkleinen  nach  ihm  ist,  dass  Ach. 
eine  endliche  Gröse  nicht  ändert,  wenn-  ihr  Unendlichkleines  hinzugefügt  oder 
hinweggenommen  wird,  und  das  Endliche  mit  dem  Unendlichen  fämmtliche 
Eigenschaften  gemein  hat,  fo  folgt  daraus,  dass  auch  eine  endliche  Gröse  Ach 
nicht  ändert,  wenn  ihr  Endliches  hinzugefügt  oder  hinweggenommen  wird. 
Aehnliche  Fehler  finden  Ach  wiederholt  in  der  Schrift. 

Die  Folgelehre  zerfallt,  wie  die  Zahlenlehre  in  vier  Abschnitte. 
Diefelben  find:  Die  niedere  Folgelehre,  die  höhere  Folgelehre,  die 
dehnende  Folgelehre  und  die  erweiternde  Folgelehre.  Die  niedere 
Folgelehre  behandelt  die  echten  oder  die  konvergenten  Reihen,  die 
höhere  Folgelehre  behandelt, die  Differentialrechnung  und.  Integral- 
rechnung für  alle  Folgen  einer  Veränderlichen,  die  dehnende  Fol - 
gel  ehre  dehnt  die  Betrachtung  auf  mehre  Veränderliche  aus  und  auf 
die  dadurch  entstehenden  partiellen  Differentialgleichungen,  wie  auf  die 
Variationen,  die  erweiternde  Folgelehre  endlich  behandelt*  die 
Lehre,  von  den  .höhern  Folgen,  z..B.  den  Fourierschen,  Bemoulliflchen, 
den  Gamma  und  den  elliptischen  Funktionen. 
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Erster  Abschnitt  der  Folgelehre: 

Die  niedere  Folgelehre  oder  die  Lehre  von 

den  echten  Reihen. 


3.     Difc  echten  oder  die  konvergenten  Reihen. 

Die  echten  oder  die  konvergenten  Reihen  And  für  die  Folgelehre 
dasfelbe,  wie  die  Zahlreihen  für  die  Zahlenlehre;  auf  ihnen  beruht  die  ganze. 
Folgelehre  als  auf  ihrer  Bafe. 

Es  kommt  hier  daher  auf  volle  Schärfe  an;  denn  ist  man  hier  ungenau  oder 
folgt  man  hier  Trugschlüssen,  fo  werden  fich  die  Fehler  bald  geltend  machen 
und  die  ganze  Folgelehre  verwirren.  In  früherer  Zeit  hatte  man  hier  mancher- 
lei Fehler  begangen.  Gauchy  hat)  um  diefen  Fehlern  zu  entgehen,  die  Be- 
rechnung des  Restes  der  Reihe  eingeführt;  aber  diefe  Berechnung  ist  ganslich 
unnütz,  und  zu  verwerfen,  da  fie  gar  keine  Vorteile  gewährt  Viel  richtiger  ist 
es,  man  führt  die  echten  oder  konvergenten  Reihen  einfach  auf  die  Dezimal- 
brüche, und  damit  auf  die  Reihenzahlen  überhaupt  zurück,  in  deren  Gebiet  Ae 
allein  Geltung  haben  follen,  und  vermeidet  einfach  die  Fehler,  welche  hier  im 
Anfange  der.  Lehre  begangen  And;  dann  werden  auch  von  fei  bat  die  daraus  ge- 
folgerten Fehler  schwinden. 
17.  Erklärung.    Eine  unendliche  Reihe  heist  die  Summe  von 

unendlich  vielen  Gliedern  von  denen  jedes  eine  Gröse  ist,  u,  +  ut  +  u,  •  • . 
Das  Glied  u«  heist  ihr  mtes  Glied,  das  Glied  u*,  wo  a  eine  be- 
liebige Plutiahl  ist»  ihr  allgemeines  Glied,  der  Bruch  ^-~    fofern 

Ua 

Ua  ungleich  Hüll  ist,  ihr  Fortschreitnngsfach  (Tortsohreitnngi- 
ftktor). 

Das  Zeichen  der  Bnnune   ist  8uö  wo  a  die  gansen  Zahlen  von 
Hüll  bis  Plusunendlich  beieichnet. 


11  Die  echten  oder  die  konvergenten  Reihen.  18 — 19. 


Die  Reihe  heist  fortgefetit  bis  mm  nten  (Miede,  wenn  : 
die  ersten  Glieder  bis  nun  nten  Oliede  hin  nimmt»  alle  folgenden 
aber  fortlftsst  Die  Summe  der  folgenden  Glieder  uB+i  +  u»+a  +  *•  • 
heist  der  nte  Rest  der  Reihe,  Zeichen  rD. 

Des  Snmmenzeichen  bezieht  Ach,  wie  jedes  Folgezeichen  auf  alle  folgen* 
den  Grösen  desfelben  Gieded,  fo  ist  Su«  =  S (ua)  =  Uo  +  ut  +  ••••  fo  ist 
SttaX«~S(«aX«)^«o  +  «iX1  +  ai|Xa4-  ••  fo  ist  S  (a-f  l)x«  =  S  [(a  +  l)x«] 
dagegen  ist  Sa*  x«  +by^s(Saax«)-|-by-  Es  ist  überaus  wichtig,  strenge  anf 
diefe  Regel  zu  achten,  welche  von  den  meisten  Mathematikern  noch  vernach- 
lässigt wird,  man  kann  darnach  die  grose  Mehrzahl  der  Kammern   vermeiden, 

9         99 
in  der.  Folgelehre  oder  Funktionenlehre  vermeidet  man  dadurch  Tö^i8Jöö^er 

Klammern,  welche  erforderlich  find,  wenn  man  ganz  strenge  verfahrt.    DieFor* 

mein  werden  dadurch  viel  einlacher  und  wissenschaftlicher*,  man  muss  daher  dies      \; 

Gefetz  strenge  beobachten.    Das  Zeichen  Sa  bezeichnet,  dass  a  alle  ganzen  Pins- 

n 

werte  von  n  an  haben  Tolle,  alfo  S  a  =  n  -f  (n-{~l)  +  (»  +  $)+••••  Für  nssd 

n 

kann  man  den  Zeiger  weglassen;  es  ist  alfo  Su*  ssSu«. 

Erklärung.  Eine  eohte  Reihe  oder  konvergente  Reihe  18. 
heist  die  unendliche  Reihe,  wenn  fie  Seh  stets  foweit  fortfetien  lAsst, 
dass  der  Pinswert  des  Restes  kleiner  ist  als  eine  beliebige  gegebene 
Plusiahl  o.  und  auch  kleiner  bleibt,  wenn  man  die  Reihe  noch  weiter 
fortfetit  Wenn  eine  Reihe  einem  bestimmten  endliehen  Werte  gleich 
gefetst  wird,  fo  toll  damit  immer  zugleich  gefegt  fein,  dass  die 
Reihe  echt  ist 

Sine  Reihe,  welehe  nicht  echt  ist,  heist  eine  nneehte  Reihe  oder 
eine  divergente  Reihe.  Die  nneehte  Reihe  heist  eine  Uebergangs- 
reihe,  wenn  fämmtliche  Glieder  der  Reihe  endlieh  bleiben,  dagegen 
eine  fehlerhafte  Reihe,  wenn  die  Glieder  der  Reihe  unpndliph 
werden. 

Sati.    Jede  echte  oder  konvergente  Reihe  ist  eine  Grose,  welehe  19. 
nur  einen  und  nicht  mehre  bestimmte  Werte  hat    Man   kann  Seh 
derfelben  beliebig  nähern,  wenn  man  die  Glieder  derfelben  genügend 
weit  rufugt. 

Beweis:  Nach  nl7  ist  die  unendliche  Reihe  die  Summe  von 
unendlich  vielen  Gliedern,  von  denen  jedes  eine  Gröse  ist  Nach 
Zahlenlehre  n  2  hat  aber  jede  Gröse  nur  einen  und  nicht  mehre 
Werte,  aifo  hat  auch  jedes  der  unendlich  vielen  Glieder  der  Reihe 
nur  einen  und  nicht  mehre  Werte.  Nach  Zahlenlehre  Säte  79  ist 
ferner  das  Zufügen  eine  Grösenknttpfiwg,  d.  h.  nach  Zahlenlehre  Säte 
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5  eine  Verbindung  von  Grösen,  deren  Ergebnis«  nur  einen  und  nicht 
mehre  Werte  hat  Das  Srgebniss  des  Zuftlgens  ist  aber  die  Summe; 
allb  hat  die  unendliche  Reihe  d.  h.  die  Summe  von  ünendlieh  vielen 
Gliedern  auch  nur  einen  und  nicht  mehre  Werte.  Bei  der  echten 
oder  konvergenten  Reihe  ist  aber  nach  Satz  18  der  Pluswert  des 
Restes  von  einem  bestimmten  Gliede  ab  kleiner  als  eine  beliebige  ge- 
gebene Pluszahl  c  und  bleibt  auch  kleiner,  wenn  man  die  Reihe  noch 
weiter  fortfetzt,  und  kann  man  fich  mithin  dem  Werte  der  echten 
Reihe  beliebig  weit  nähern. 

Um  der  echten  oder  konvergenten  Reihe  den  Wert  der  Summe,  der  au 
ein  mtes  Glied  folgenden  n  Glieder  bestimmen,  bez.  mit  dem  mten  Gliede  ver- 
gleichen zu  können,  gehen  wir  auf  die  Betrachtung  diefer  Summe  ein. 

20.  Satz.    Wann  in  einer  Reihe  von  Plunahlen  u«,  ut,  u,-  •  -jedes 

Glied  gleich  oder  kleiner  ist  als  das  p  fache  des  nächst  vorhergehen- 
den- Gliedes  und  p  eine  Plusxahl  kleiner  als  1  ist,  fo  ist  die  Summe 
aller  Glieder  bis  in  einem  beliebigen  nten  Gliede  u*  hin  kleiner  als. 
ein  Bruch,  dessen  Zähler  das  nullte  Glied  Uo  und  dessen  Henner 
1-p  ist. 

Beweis:    Gegeben  ist  nach  dem  Satze 

U|  <^  u0p    ,    ua  <  u,  p, uo  <  uB_x  p. 

Hier  find  alle  Grösen  u*  •  •  •  un  Pluszahlen,  alfo  auch  die  Zeuge  oder 
Produkte  u0p,  ut  p  •  •  •  u»„i  p  Pluszahlen,  da  auch  p  eine  Pluszahl  ist 
Alfo  ist  auch  o  <  un  p,  da  uB  und  p  Pluszahlen  find  nach  Zahlen- 
lehre  145.  Fügt  man  nun  die  Grösen  jeder  Seite  zu,  fo  erhält  man 
nach  Zahlenlehre  147 

"l  +  U«  +   •  •  •  +  Um  +  O  <  U0p  -f  Uj  p  +   •  •  .  Ua-i  p  +  U.p 

Setzen  wir  hier  s  =  u0  +  U\  +  •  •  +  &»,  fo  geht  diefe  Vergleichung 
Ober  in 

«t  +  ui  +  •  •  •  +  u»  +  o  <  sp 
'  und  fügt  man  auf  beiden  Seiten  u0  zu,  fo  erhält  man 

s  <  sp  +  u0  oder  s  (1  —  p)  <  u0 

mithin  da  p  <  1  ist,  fo  ist  1  —  p  eine  Pluszahl  und  ist  nach  Zahlen- 
lehre  201 

s  <C  -r oder  u0  +  ut  +  •  •  •  +  uB  <.      ° 


1-P  ~  °*     ''  '—1-p 

21.  Satz.    Wenn  a  eine  Pluszahl  £  1  ist  und  k  eine  beliebige  Zahl* 

fo  lässt  Ach  stets  eine  ganze  Pluszahl  n  von  der  Art  finden,  dass 
wenn  a  >  i,  ameh  a*  >  k  fei,  dagegen 
wenn  a  <  1,  auoh  an  <  kfti, 
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und  diele  Verg leiohnngen  auch  fortbestehen,  wenn  n  noeh  groser  wird. 
Beweis:    1.    Es  fei  a  >  1   fo  ist  nach  Zahlenlehre  379  log-a 

Incr.lr 

eine  PlussahL  alfo  auch  >  0.    Dann  kann  man  n  >  ;-=■—  fetsen,  dann 
^^  *  log-a 

ist    nach    Zahlenlehre    201    auch    n-log  a>   log    k,    mithin    nach 

Zahlenlehre  373  log-a»  >  log  k  alfo    nach  Zahlenlehre  378   auch 

10U>g,ftm>  10log  *•   d?  h.  es  ist  a*  >  k  nach  Zahlenlehre  362. 

2.  Es  fei  a  <  1,  fo  ist  nach  Zahlenlehre  206  —  >  1.   Dann  kann 

a 

/  1  \»       l 
man  nach  Beweis  1  die  Gröse  n  fo  fetzen,  dass  I  —  1  >  —  ist     Dann 

ist  —  >  —  mithin  an  <  k  nach  Zahlenlehre  206. 
a*         k 

Satt.     Jede   unendliche  Reihe,  in  welcher  von  irgend  einem  22. 
Glieds  an  der  Pinswert  des  Portschreitungi&ohef  gleich  oder  kleiner 
als  ein  bestimmter  echter  Bruch  p  ist»  ist  eine  echte  Reihe. 

Beweis:  Seien  a»,  at  •••  die  Glieder  der  Reihe  und  feien 
Ur,  ut  •  ••  die  Pluswerte  diefer  Glieder  und  fei  die  Bedingung  des 
Satzes  vom  mten  Gliede  a*  an  erfüllt,  fo  ist  alfo 

^±:<  p,  ^±i  <r  p,  . . .  d.  h.  es  ist 
u«   —  r  um+1  =  r' 

«■+1  <  «»Pt  «m+S  <  U«H-1  P»  '  •  • 

dann  ist  der  Pluswert  ra  des  Restes  a^i  +  ^«-fa  +  •  •  • 

r«  =  u«p  +  Un^i  p  +  •  •  •     ,    alfo  nach  Zahlenlehre  147 
r»  <_  um  +  Um+i  -f  .  • .  und  da  nach  20 

a»  +  «m+i  +  •  •  •  <  tzt  ^°  *8*  nacn  *^  auc^ 

r«  <  t-^-    und  ebenfo  r^+n  <  ^t^ 

da  diefe  Vergleichung  auch  bestehen  bleibt!,   wenn  man  statt  m  eine 
grösere  Zahl,  z.  B.  m  +  n  fetzt 

Da  ferner  nach  der  Bedingung  des  Sataes  auch 

■^Sp,   — —  <_?•••    — — — ^  P» 

Um    =  Um+i  Ub^^i  — 

fo  ist  nach  Zahlenlehre  204  auch  das  Zeug  oder  Produkt  diefer  n 
Orösen 

Wi-o^s     •••u^  Wonach  Zahlenlehre  182 

»■  •  «»+1  •  •  •  •  "■!•■  i 
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^!±»  «c  p«  ••       alfo  nach  Zahlenlehre  201  auch 
Um       — 

£-±ü  <c  ^£!  d.  h.  da  r^u  <  J=±-,  fo  ist  auch  .     . 

1 — p  —  1— p  .    ™  1  — p  •  •  ' 

Die  Reihe  wird  nun  echt  fein,  wenn  fie  lieh  foweit  fortfeteen  l&sst, 
dass  der  Pluswerfe  des  Restes  d.  h.  rm+ft  kleiner  ist  als  eine  beliebige 
gegebene  Pluszahl  c  und  auch  kleiner  bleibt,  wenn  man  die  Reihe 
noch  weiter  fortfetzt   Da  hier  p  <  1  ist,  fo  kann  man  nach  21  n  stets 

fo. bestimmen,  dass  pn  <  — - — ^-—  wird    und   auch    bleibt,    wenn   * 

Um 

weiter  wächft     Dann  ist  nach  Zahlenlehre  201 

Umpn  j    »  umpn    „    .  ' 

2 — —  <Z  c  und  da  Tm+n  <  -s — — ,  fo  ist  auch   rm+B  <:  c 

1— p  ^  1—  p  T 

und  diefe  Vergleichung  bleibt  auch  bestehen,  wenn  n  wächft, 

23.  Satz.  Wenn  der  Pluswert  des  nten  Restes  einer  unendlichen 
Reihe  kleiner  ist  als  c  und  auch  kleiner  bleibt,  wenn  man  die  Seihe 
noph  weiter  fortfetxt,  fo  ist  der  Pluiwert  von  jedem  der  auf  das  nte 
Glied  noch  folgenden  Glieder  kleiner  als  So. 

Beweis:  Sei  ur  eines  der  auf  Un  folgenden  Glieder  und  fei  A 
die  Summe  der  ganzen  Reihe,  und  bezeichnet  P  (u)  den  Pluswert  von 
u,  fo  ist  nach  der  Annahme 

P  [«0  +  ut  +  • '  +  «r  —  A]  <  c 

und  ebenfo 

P  [A  —  (u«  +  ut  +  .  •  •  +  ur_i)]  <  c  ,alfo  nach  Zahlen- 
lehre 149 
auch  die  Summe 

P  ut  <  2  c, 
Nachdem  wir  hiemit  die  allgemeinen  Sfttse  über  di*  echten  oder  konver- 
genten Reihen  entwickelt  haben,  wenden  wir  uns  nun  zur  Betrachtung  der 
ächten  Höhenreihen  a«  -|-  St  x  -f"  *i x*  +  "  '•  Wir  führen  zunächst  die  ver- 
schiedenen Arten  der  echten  Höhenreihen,  namentlich  die  füllende  echte  Höhen- 
reihe und  die  echte  Höhenreihe  mit  gebrochner  Stufe  auf  die  Form  der  st  ei 
genden  echten  Höhenreihe  zurück,  und  entwickeln  für  letztere  das  GefeU  der 
Vonahlen. 

24.  Satt.    Die  steifende  Höhenreihe 

a*  +  s*  x  +  a,  x2  + '  -  •  •  "s  8  a«  x*  ' 
ist   stete  eoht,  wenn  x2   kleiner  als  Eins,   and  zugleich  keine  der 
VomUen unendlich  ist.. 
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Beweis:  Unmittelbar  ans  2?» 

8ats.  ,  Die  feilende  Höhenreihe  25. 

a,  +  at  jc-1  +  aj  je-*  +  •••»8i<rl 
ist  {bfrm  die  Vorzählen  endlioh  Weihen,  stets  seht,  wenn  xf  gftser 
als  Sias  ist 

Beweis:     Setie  x= — ,  fo  wird  die  Reihe 

a0+j^a  +  a,a>+  ••• 

und  ist  z  as  —  kleiner  als  eins  nach  Zahlenlehre  206,  lifo  die  Seihe 

x 

echt  nach  24. 

Bat*    Jede  echte  fidlende  Höhenreihe  ttsst  fich  in  eine  echte  26. 
steifende  Höhenreihe   und  jede    echte  Höhenreihe   mit  gebrochner 
Stufe  liest  fich  in  eine  echte  Höhenreihe  mit  ganzer  Stufe  umwandeln. 
Jede  echte  Höhenreihe  lässt  fich  demnach  auf  die  Fenn  der  steigen? 
den  Höhanreihe  zurückfuhren. 

Beweis:    Für  die  fallende  Höhenreihe  folgt  der  Sata  unmittelbar 

aus  dem   Beweife  zu  25.    Für  die  Höhenreihe   mit  gebrochner  Stufe 

1  1 

s.  B.  a0  +  alx»  +  a,x»  +  ... 

feUe  »=xn,   fo  folgt  der  Sats   unmittelbar.     Kommen   mehre   ver- 
schiedene Nenner  vor,  fo  bringe  man  diefe  auf  den  kleinsten  Gemein-! 

nenner  etwa  u  und  fetee  z  =  xa. 

Sats.    Wenn  eine  steigende  Höhenreihe  ao  +  *t  x  +  at  x1  +  <  •  •  27. 
gleich  Hüll  ist»  für  jeden  Wert  des  x  von  0  bis  in  o  hin,  fo  find 
die  fämmtliehen  Vonahlen  HulL 

Beweis:  Wenn  der  Sata  gilt  für  die  ersten  n  Vorzählen,  fo  foll 
bewiefen  werden,  dass  er  auch  für  die  n  -f-  1  te  Vorzahl  gilt  Sei 
alfo  a*  ss  0,  ai  =  0,  •  •  •  a»  —  0  (Annahme)  fo  find  die  ersten  Glieder 
a*,  ai  x,  ajX*,  •  •  bis  a*x°  fibnmtlioh  gleich  Null  nach  Zahlenlehre  174 
und  wird  die  Reihe 

a*fi x1**  +  a^x**»  -f  •  •  ss 0. 
Da  diefe  Reihe  für  x  =  c  gelten  foll,  fo   kann  man  diefelbe  durch 
x**1  ss  c***1  teilen  und  erhalt  dann 

a»+i  +  a*t*x  +  a^x*  +  . .  =0. 
Da  diefe  Reihe  aber  auch  für  x  ss  0  gelten  foll,   fo  werden  alle  die 
Glieder,   welche  x  enthalten,  nach  Zahlenlehre  174  für  xoO  gleich 
Null  und  die  Reihe  wird  aB+1s=0. 


28— 23.  Folgdehr*.'  16 

Der  Satt  gilt  mithin  wenn  er  fUr  die  n  ersteta  Vorzählen  gilt,  auch 
für  die  n  -f-  1  ersten  Vorzählen.     Nun  gilt  er  für  «,,  denn  es  ist 

ao  +  ai  -x  +  a*  x*  +  •  -  •     ss  0 
und  4*  (liefe  Reihe  für  x  =  0  gelten  foll*   fo  find   nach  Zahlenlehre 
174  alle  Glieder,  welche  x  enthalten,  für  x  =  0  auch  Null,  alfo  ist 
auch  ag  =  0,  mithin  gilt  der  Säte  ganz  allgemein. 

28.  Sali.    Wenn  swei  steigende  Höhenreihen 

a»  +  ai  x  -f  a»  x*  -f  *  *  -•  und 

.  s|.    t  bö  +  b1x  +  bax*  +  ;v; 
für  jeden  Wert  des  x  von   ffuil  bis  b  hin  gleich  find,  fo  find  die 
entsprechenden  Vonahlen  gleich. 
.Beweis:    Es  ist . 

...  .  a,  +  %x.4-a,x*  +  *••  =sb0  fM  +  b,x»  +  ••• ....  • 

nach  der  Annahme 
mithin  ist  a*  +  at  x  +  a*  x*  +  ~  •  —  b0  —  bi  x  —  b%  x*  —  - -■•  •  =  0 
d.h.  a0-b0  +  (at-bt)x  +  (a1--ba)x'  +  -..     =  0 

mithin.  ist  nach  26 

.-.  i  .. ..  ag  —  b0  =  0  ,  at  —  bt  =0  ,  aj  — b8«0  —  d.  h. 
«o  =  b#  ,  at»bj  ,  at  =  ba,  •  •  •. 
Die  allgemeinen  Satze  über  die  steigende  echte  Höhenreihe  And  hienacfi 
entwickelt.  Wir  gehen  nun  dazu  über  die  Reinfolgen  (reellen  Funktionen)  von 
x'  und  die  Richtfolgen  (komplexen  Funktionen)  von  x  mit  den  echten  steigen- 
den Höhenreihen  von  x  zu  vergleichen  und  nachzuweifen,  wie  weit  man  die- 
felben  auf  die  Form  einer  echten  steigenden  Höhenreihe  zurückführen  kann. 

Die  Aufgabe  ist  für  die  Folgelehre  oder  Fuuktionenlehre  ganz  die  ent- 
sprechende als  die.  Zurückfuhrong  einer  beliebigen  Zahlformel  auf  einen  unend- 
lichen Zehntbruch  (Dezimalbruch)  in  der  Zahjenlehre.  Wie  dort  in  der  Zahlen- 
lehre  ist  auch  hier  das  Ergebniss  der  Arbeit  die  Berechnung  des  Zahlwertes 
der  Folge  von  x  für  einen  bestimmten  Zahlwert  von  x  in  einem  Zehntbruche 
oder  Dezimalbruche.  Die  Folgelehre  führt  uns  dadurch  zu  der  Berechnung 
von  xn,  wo  n  eine  beliebige  Zahl,  zur  Berechnung  von  lux,  wo  n  eine  belie- 
bige Pluszahl,  zur  Berechnung  der  Winkelfolgen  und  Bogenfolgen  (sinx,  coex, 
arc  (sin  =?  x),  arc  (cos  =  x)  u.  f.  w.  und  zeigt  fich  auch  hiedurch  als  der  höhere^ 
Zweig  der  Rechenlehre  oder  Analyfia. 

29.  Bit*.  Jede  stetige  Eeinfolge  (stetige  s  reelle  Funktion)  von  x 
(d.  h.  jede  Beinfolge  von  x,  welche  in  den  Grenzen  des  x  von  a  bis 
b  stets  wächf t,  bei.  stets  abnimmt,  wenn  die  Oröse  x  wächft)  kann, 
fofern  x>  <  1  ist,  einer  steigenden  Höhenreihe  von  x  gleiehgefetzt 
werden  und  diefe  ist,  ftofern  in  ihr  nicht  eine  der  Vorzählen  unend- 
lich wird,  eine  echte  Eeihe  oder 

fox'^ao"^  a!X  +  »ix*  +  a,x*v+  ••  =£=*****>    #w0  *=*fcbJ 
aueh  xa  <  1  and  jedes  a«  endlieh  ist 
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Beweis:  Da  x2<l  ist,  fo  ist  die  steigende  Höhenreihe  nach 
24.  stets  ^cht,  wenn  keine  Vorzahl  unendlich  ist,  fie  ist  demnach  auch 
nach  19  einwertig,  und  einer  bestimmten  Gröse  gleich,  wenn  alle 
ihre  Vorzahlen  endlich  bestimmt  und  auch  x  einen  bestimmten  Wert 
hat.  Da  aber  diefe  Reihe  unendlich  viele  Vorzählen  hat,  fo  kann 
man  die  Vorzahlen  fo  bestimmen,  dass  die  Reihe  für  jeden  bestimmten 
Wert  von  x  auch  dem  entsprechenden  Werte  der  einwertigen  Formel 
von  x  gleich  ist. 

Da  die  Reinfolge  (die  reelle  Funktion)  in  den  Grenzen  des  x  von 
a  bis  b  stetig  ist,  d.  h.  in  diefen  Grenzen  stets  wäehft  bez.  stets  ab- 
nimmt, wenn  die  Gröse  x  wäehft,  fo  durchläuft  fie  nach  15,  wenn 
x  nach  der*  Reihe  alle  Werte  der  wachfenden  Zahlreihe  von  a  bis  b 
durchläuft,  gleichfalls  nach  der  Reihe  alle  Werte  der  wachfenden 
Zahlreihe  von  f0a  bis  f0  b.  Ebeiifo  durchläuft  dann  auch  die  echte 
stetige  Höhenreihe  von  x  nach  der  Reihe  alle  Werte  der  wachfenden 
Zahlreihe  von  Saaaa  bis  Saaba. 

Es  wird  zweckmäsig  fein  die  Fälle  zu  unterfuchen,  in  denen  man  nicht 
die  fox  einer  steigenden  Zahlreihe  von  x  gleichfetzen  kann,  weil  einzelne  Vor- 
zählen anendlich  werden. 

Setzen  wir  zunächst  —  oder  x~~n   einer  echten  steigenden   Höhenreihe 

von  x  gleich.    Setzen  wir  zunächst  alfo    xn  =  Sa*  x«     ,     fo   ergiebt   iich,  wenn 

1 
wir  x  =  0  fetzen  -j^  =  a0  d.  h.  die  Vorzahl  a0  wird  unendlich,  die  Höhenreihe 

ist  alfo  nicht  echt. 

Setzen  wir  demnächst 

X    n    -SaaX«,'fo   folgt  X=r(Saaxa)n==aün-|_naün-l  a,  X  -| ' 

Hier  muss,  wenn  die  Reihe  echt  fein  foll,  nach  27 

aon=0  d.  h.  Oo  =  0  fein  und  l  =  na„a-i  ah   d.  h.  9.t  =:—-—  =  Q- 

fein,   d.  h.  hier  wird  at   unendlich,  alfo  die  Höhenreihe  gleichfalls  nicht  echt. 
Setzen  wir  ferner 

le  x  —  Saa  x«  —  au  -|-  aj  x  -j-  a2  xa  -}-  •  • 
fo  wird,  wenn  wir  x  — Ü  fetzen  leo=ao. 

Es  ist  alfo  le0  =  —  x  =  +    q-,     alfo  auch  a,>  —  —  0,    die  Höhenreihe    alfo 
wiederum  nicht  echt. 

Setzen  wir  o*  =  Saa  Xa,  fo  erhalten  wir.  wenn  wir  x  =  0  und   zugleich 

0 
cssO^fetzettOa^ao  und  da  0°  =  0n-~u  —  Q    ist,  fo  wird  die  Vorzahl  a<>  unend- 
lich, die  Höhenreihe  ist  alfo  nicht  echt. 
In  allen  diefen  Fällen  kommt  man  .aber  zu  echten  Höhenreihen  wenn  man  statt 

x,  die  Gröse  1  ±  x,  bezüglich  im  letzen  Falle  1  +  c  einführt:  fo  gehen  ,„  ,    \ 
—     .  ,   — .  '        b  (l+x)n 

B.  Qrftß&mana  Fol|clehye.  _  _  2_ 
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_L 

(l±x)  n ,  U  (1  jh  x)  wo  xa  <:  1,  fo  (1  +  c)«,  wocJ<l  ist,  echte  Reihen. 

So  darf  man  ferner  nicht  fetzen  cot  x  =  Sa*  x*,  denn  für  x  =r  0  wird  cot  Osss« 

unendlich,    ebenfo   ist  es  mit  cosecx;   dagegen  kann   man  in  diefem  Falle  cot 

(90°  ±  x)  =  Saa  xa  und  ebenfo  cosec  (90°  ±  x)  =  SaÄ  x«  fetzen. 

30.  Satz.  Jede  stetige  Eichtfolge  (stetige  komplexe  Funktion)  in 
den  Grenzen  des  x  von  a  bis  b  (d.  h.  jede  Eichtfolge  g>0x  -\-  iip0x 
von  x,  in  welcher  die  beiden  Beinfolgen  <p0  x  nnd  tf)0x  in  den  Gren- 
zen des  x  von  a  bis  b  stets  wachfen,  bez.  stets  abnehmen,  wenn  die 
Gröse  x  wächft)  kann,  fofera  x2  <  1  ist,  einer  Richtgröse  a  +  ib 
gleichgefetzt  werden,  in  welcher  jede  der  beiden  Zahlen  a  nnd  b 
eine  echte  steigende  Höhenreihe  von  x  darstellt  oder 

<p0 x  +  up0 x  _*   8aaxa  +  iSb*x*      *  wo  x  =  M  [a,  b],  auch  x1  <  L 
Beweis:  Unmittelbar  aus  17  und  29. 

4.     Die  Höhen  einer  Summe  bei  beliebiger  Zahl 
in  der  Stufe. 

Um  die  Sätze  für  die  Höhen  von  Summen  ableiten  zu  können,  ist  es  not- 
wendig, zunächst  einige  Hülfef&tze  über  die  Geschiedszahlen  abzuleiten.  In  der 
Zahlenlehre  482  bis  486  haben  wir  bereits  die  Geschiedszahlen  nm  behandelt. 
wo  die  Bafe  n  und  die  Stufe  m  ganze  Zahlen  find*,  hier  wollen  wir  ne  auch 
für  die  Fälle  behandeln,  wo  die  Bafe  n  eine  beliebige  Zahl  ist 
Bemerkt  wird,  dass  n  im  Folgenden  immer  eine  ganze  Pluszahl  bezeichnen  folL 

31.  Erklärung.  Die  Gesohiedszahl  a*n  (gelefen  a  Punkt  n  oder 
Gesohiedszahl  von  a  zur  nten  Stufe),  wo  n  eine  ganze  Pluazahl  fein 
foll,  heiat  ein  Bruch,  dessen  Zähler  ein  Zeug  oder  Produkt  von  n 
Zahlen  ist,  deren  erste  gleich  a,  und  jede  folgende  um  1  kleiner  ist 
als  die  nächstvorhergehende  und  dessen  Henner  ein  Zeug  oder  Produkt 
ist  von  den  n  ersten  ganzen  Zahlen  1  bis  n.  Oder 

n       a(a  -1)  (a—  2)    •    •  (a  -  n  +  1) 
ft'         l.    2.         3    ...  n 

32.  Erklärung.  Die  Tauschzahl  (die  facultas)  von  n  heist  das 
Zeug  oder  Produkt  der  n  ersten  ganzen  Zahlen  1  bis  n,  wo  n  eine 
ganze  Pluszahl  ist.    Zeichen  n!  (gelefen  n  Tausche)  Oder 

n!  =  12.3 n. 

Beispiele: 

5-4       _     ,  8-7.6         „     n        9.8.7.6.5.4.3 

»'^IS8*10  S  »?  =  i*78  =56  >  9-7^1.2.3.4.5.6.7  =  36 

1.3      t|a(i/,-l)(i/a-2)       1      1*      1/3(1/3-l)(i!3-2)Q/,-3)  JIO 

2     —1.        2-  3        — 16'  3     — 1.       2-  3.  4 243 

Tafel  der  Tauschzahlen  von  1!  bis  15! 
1!  =  1        2!  =  2    3!  =  6  4!  =  24        5!  =  120        6!  =  720 

7!=r5040  8!  =  40320  91=362880 

10!  =  3'628'800        11 !  =  39'916800  12 !  =  479W1600 

13!  a 6227*020800  14!  =  87178*291200         15!  =  lf307674,868UOO. 
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Tafel  der  Brüche  — ,. 
n ! 

^7  =:  0,50000'00000  |j  =  0,00138'88889  ^  =  0,00000'02756 

£~  =  0,16666'Ö6667  ^  =  0,0001984127  jjj  =  0,00000*00251 

-^  =  0,04166'66667  ~  =  0,00002'48016.  ^  =  0,00000,00021 

^j  =  0,00833*33333  ^  =  0,00000'27557  ^-,  =  0,00000*00002 

Erklärung.     Die  Geschiedszahl  a,n  wird,  wenn  n  Voll  ist,  33. 
gleich  1,  wenn  n  eine  Strichzahl  ist,  gleich  0  gefetzt.    Die  Tausch- 
zahl  wird  wenn  n  Null  ist  gleich  1  gefetzt. 

a-o  =  1  a-n  =  0  0 !  =  1. 

a? 

Satz.        a#1==a  a,n  *    -r- *wo  a  ganze  Pluszahl  34. 

=  n!(n  — a)!  ° 

Die  Geschiedszahl  jeder  Zahl  zur  ersten  Stufe  ist  der  Zahl  gleich. 
Die  Geschiedszahl  jeder  ganzen  Pluszahl  a  zur  nten  Stufe  ist,  fofern 
a  ;>  n  ist,  gleich  a  Tausche  geteilt  durch  das  Zeug  oder  Produkt 
von  n  Tauschen  und  (a  —  n)  Tauschen. 

a 
Beweis:       Nach    31    ist  a*1  =  -j-  =  a  und  ebenfo 

n  _  a(a—  1)  •-  (a  — n  +  l)(a  — n)  •»  2-1 

aD—    1.   2-3...    n-1-2-3--         (a  — n). 

Satz.    Die   Geschiedszahl   (a,n)   ist   nur   in    den  Fällen   gleich  35. 
Null,  wenn  entweder  die  Stufe  n  eine  Strichzahl  (negativ)  ist,  oder 
wenn  die   Bafe  (a)  eine  ganze  Pluszahl  und  zugleich  die  Stufe  (n) 
gröser  als  die  Bafe  ist. 

Beweis:  Die  Stufe  (11)  kann  nur  entweder  eine  Strichzahl,  oder 
Null  oder  eine  Pluszahl  fein.  Im  ersten  Falle  ist  an  =  0  nach  33. 
Im  zweiten  Falle  ist  a-n  =  a  °  =  1  nach  30,  alfo  nicht  gleich  Null. 
Im  dritten  Falle  ist  an  nach  29  ein  Bruch 

n  _  a  (a  —  1)  (a  —  2)  .  •  •  (a  —  n  +  1) 

a'n—  i.    2.        3     "       u 

Diefer  Bruch  ist  nach  Zahlenlehre  175  nur  gleich  Null,  wenn  der 
Zähler  gleich  Null  ist,  der  Zähler  aber  ist  ein  Zeug  oder  Produkt  und 
diefes  ist  nach  demfelben  Satze  nur  dann  gleich  Null,  wenn  eines  der 
Fache  oder  Faktoren  Null  ist,  d.  h.  wenn  entweder  a  =  0,  oder 
a  —  1=0  u.  f.  w.,  d.  h.  wenn  entweder  a  =  0  oder  a  =  1 ,  oder 
a  =  2  u.  f.  w.  oder  endlich  a=n  —  1,  d.  h.  wenn  a  eine  ganze 
Plußzahl  und  zugleich  n  gröser  als  a  ist. 

Es  ist  zweckmäsig  nach  diefen  Sätzen  einige  Uehungen  mit  Aufstellung 
von  Geschiedszahlen  vorzunehmen,  zunächst  für  ganze  Bafen.  Ich  lasse  daher 
eine  kleine  Tafel  von  Geschiedszahlen  folgen,  die  jeder  leicht  berechnen  kann. 
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21  Die  Höhe  einer  Summe  bei  beliebiger  Zahl  in  der  Stufe.     36 38. 

Satz.    Et  ist  (—  a)->  =  (—  1)» (a  +  n  —  1)«  36. 

a(a  +  l)(a  +  2)-(a  +  n  — 1) 


=  (- 1)» 

Bt  (—  a)» 

_  o   9*1   ....  { .  o  .  n   _L   -K 

(nach  31) 


1.     2-         3 

Beweis:    Es  ist  ( —  a),B 

—  a(— a— 1)(— a  — 2) (—  a—  n+  1) 

5  "1-         2-  3  n 


—  r_  iv»  a(a +  *)•(»  + 2)  --.(a  +  n-l) 

—  l      U  1.     2-  3         ...  n 

=  (—  l)n(a+n— 1)-».  (nach  31) 


Beweis:     Es  ist  ( — \ 


-HI-')(t-»)--(4-»-») 


(nach  31) 


n 


-H^H^-C-^25) 


_       ,,_,  (a  -  1)  (2a  -  1)  ■  •  •  ((d-  1)  a-  1)       /J\» 
~l        ~        2-  3-         ..  n  '  \  a/ 

Satt.  38. 

(      1  V       r     i^ (a  +  D(2a  +  l)    ■••((n-l)a  +  l)  (  1  V 

l~T-J    =(-1>  -jt. JT ~         ü  V.TJ- 

Beweis:   Es  ist    1 1 

.      =(-i)(-|-')'(-4r-')-(-|-'°-") 

1.  2-  3-  ...  n 

(nach  31) 

1  •        2«  3«         •••  n     * 

_         ,      (a  +  l)(2a+l)..-  ((D  — l)a+l)  f  JY 
"~l       J         2-  3-       ...  n  Va7" 

Es  wird  wieder  fehr  zweckmasig  fein,  einige  Beispiele  abzuleiten,  ich  habe 
demnach  die  folgende  Tafel  berechnet,  und  möchte  raten,    einige   Uebungen  in 
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diefen  Berechnungen  vorzunehmen,  um  mit  den  Geschiedezahlen    vertraut  zu 
werden. 

Tafel  der  Geschieduahlen  für  Brttohe. 


Bafe 


Stufe  n. 


2 


3 


39. 


40. 


V. 

Vi 
-'/: 
-xk 
-'/. 
-Vi 
-V, 


— 5/7a  +M/l»8 


-S/3J 

-V» 

+3/s 
+*/t 


+8/.: 

+7/» 

"Vit 

-"/im 
-*'/iM6 


-,35/31104 
-"/lOM 

-'/im 

"P'/.M 
--»/itt 

"/6M 
"M/»M0. 


/ 186624 

-63/m« 
-"/w 

-"VlIM 
-M"/l.««M 


— "*"9/«7184«4 

-1M*/7.IM 
-""/•MM 

"7lOi4 

»/mm 
'"/.Mi 

"/«.SM 

"*"/m» 

--MW9S/67U,64 


_1_6MMS/ 

" -  /«03107.4 

M,,/j«144 

+4,07/mJU4 


— «»/, 
_1Wi/, 
17733; 


19683 

/l6ai44 


Satz,    (a  +  l)n  =  an  +  a^1 
Jede   Geschiedszahl   ist  gleich   der   Summe   zweier    Geschiedszahlen. 
deren  Bafen  um   eins  kleiner  find  als   die  Bafe   der  gegebenen  Ge- 
schiedszahl und  von  deren  Stufe  die  eine  ebenfo  gros,  die  andere  um 
eins  kleiner  ist  als  die  Stufe  der  gegebenen  Geschiedszahl. 

Beweis:    Es   ist  nach  29,    wenn   n  eine   ganze  Pluszahl   gröser 
als  1  ist,  a,n  +  a*11""1  = 


=  a(a— 1) 

1.     2- 
=  a(a-l) 


1.     2- 
=  a(a-l) 


1-     2. 


(a-n+2)(a-n+l)        a(a-l)  . . .  (a-n+2) 


(n— 1).  n 

(a-n+2)  (a—n  +  1) 


+ 


+ 


1.    2- 
a(a-l) 


(n-1).  n 

(a— n+2)(a— n  +  l+n) 


1 


(n— Vi 
(a—n  +  2)n 
(n-l)^~n 


(n-1). 


=  (a+l)  •  a(a-l).(a— n+2) 


=  (a+l)- 


Wenn  n  =  1,  fo  ist  a»  -f  a-*-1  =  a1  +  a«  =  a  +  1  =  (a  -f  1)*. 
Wenn  n  =  0,  fo  ist  a-*  +  a-»-1  =  a-°  +  a— 1  =  1  +  0  =  (a  +  l)-o 
Wenn  n  eine  Strichzahl  =  —  m,  fo  ist  a,n  +  a1*""1 

=  a— m  +  a-*-1  =  0  ==  (a  +  1)— m. 
Satz.  (a  +  b)n  =  a-n  +  a*-1  b  +  a-n-a  b-*  +  •  =  8  r*-*  b-Ä. 
Jede  Geschiedszahl.  deren  Bafe  die  Summe  zweier  Stücke  ist,  ist 
gleich  der  Summe  aller  möglichen  Zeuge  oder  Produkte  von  je  zwei 
Geschiedszahlen,  deren  Bafen  gleich  den  Stücken  jener  Summe,  und 
deren  Stufen  ganze  Zahlen  find,  die  zur  Summe  die  Stufe  der  ge- 
gebenen Geschiedszahl  haben. 
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Beweis:    Der  Satz  gilt,  wenn  n  eine  Strichzahl,   da  dann  beide 
Seiten  nach  33  gleich  Null  werden;  er  gilt  für  n  =  0,  da  dann  beide 
Seiten  nach  33  gleich  Eins  werden;  er  gilt  für  n  =  1,  da  dann 
(a  +  b)1  =  a  +  b  =  al  +  a1-1  b  (nach  33  und  34) 

=  a-1  +  a1-1  b  +  a-1-*  b-*  +  ...  (nach  33) 

Der  Satz   gilt  aber  auch  für  n  >  1 ;   denn  angenommen,  er  gelte  für 
einen  Wert  n,    fo  läest  fich  beweifen,   dass   er   auch  für  n  +  1  gilt. 
Es  ist  dann 
(ft  +  ^  =  (a  +  b)(>+2b-l):.:(a  +  b-n)  ^  M) 


n  +  1 
a  (a  +  b  -  !)•»  +  b  (  a  +  b  —  !)•■ 


=  ^-±-j  (a  +  b  -  1)-  (nach  31) 


n+1 

Es  ist  aber  für  (a  +  b  —  1)'»  oder  für  ((a  —  1)  +  b)B  die  For- 
mel  der  Annahme  gültig,  alfo  ißt,  wenn  man  beachtet,  dass  a*~~*  —  0 
ist,  und  alfo  a'0-11  b,n=b,B  das  letzte  Glied  ist, 
a(a  +  b—  !)•» 
=  a  [(a  —  1)-»  +  (a  —  l)—1  b  +  (a  —  l)n-ab->  +  •  •  •  +  b*] 
=  a(a-  l)'a  +  a-  (a—  l)»-lb  +  a  (a  -  1)— ab-a+  ...  +  ab» 
=  (n  +  1)  a-^1  +  n-a* b  +  (n  —  1)  a-»-1  b*  +  •  ■  •  +  abn 

(nach  31). 
Das  Zeug  b  (a  -f  b  —  1)'B  erhält  man,    wenn   man  hier  a  und  b  mit 
einander  vertauscht  alfo  ist 
b(a  +  b  —  l)»  =  (n  +  ^b**"1  +  nbna  +  (n-  Ob*-1*» 

+  ...  +  ba». 
Mithin  wenn  man  beide  gleich  ordnet,  fo  ist 
a  (a  +  b  —  l)n  =  (n  +  1)  a»+*  +  n-a»  b  +  (n  —  1)  a-11-1  ba 

-f-  ...  +  abn 
b  (a  +  b  —  1)-»  =  a»  b  +  2  a—1  b> 

+  . . .  +  n ab-*  +  (n  4-  1) bB+1 
Fügt  man  diefe  Ausdrücke  zu,  fo  erhält  man  in  jedem  Gliede  die 
Summe  n+  1  und  hat  man  alfo 

a  (a  4  b—  1)-B  4-  b  (a  +  b  —  1)-»  =  (n  + 1)  [a-*H  +  a-»  b  +  a-*-1  b-' 

+  .  •  •  +  b-**-1],  alfo 
(a  +  b)~H  =  >(a  +  b-l)»  +  b(a  +  b-l)-»  ^  #) 

n  +  1 
=  a-'H-1  +  a'»b  +  a»-1  ba  +  •  •  •  +  b^1 
d.  h.  der  Satz  gilt  allgemein. 
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Naoh    diefen    Hülfsf&tzen  für  die   Geschiodszahlen  wenden   wir    uns  nun 
wieder  zu  den   Höhen  einer  Summe,    wo  die  Zahl  in  der  Stufe  eine  beliebige 
Zahl  fein  kann. 
41-  Erklärung.     Die  Reihe 

1  -f  ax -'- a-2x2  +  ..•  =  Saaxa 
heist  eine  Zweigliederreihe  oder  eine  Binomial reihe,  x  ihre  Bafe, 
a  ihr  Zeiger  oder  Index. 

42.  Satz.     Die  Zweigliederreihe 

1  -:   nx  +  n*2x2   *    •  •• 
enthält,    fofern   die  Bafe  x  ungleich  Hall,   and   der   Zeiger   n    eine 
ganze  Pinszahl   oder  Null  ist,  n   |   1  von  Null  verschiedene  Glieder, 
deren  letztes  xn  ist. 

Beweis:  Wenn  n  eine  ganze  Pluszahl  oder  Null  ist,  fo  ist  nach 
35  n,m  —  0.  fowie  m  größer  als  n  ist,  mithin  ist.  das  letzte  Glied 
n.nxn_xn  un(j  |st  die  Anzahl  der  von  Null  verschiedenen  Glieder 
n  +  l. 

43.  Satz.     Die  Zweigliederreihe 

1  -f  ax  +  a-2x2-|-  ••     =  Sa-axrt 
bildet,   fofern   die  Bafe  x  ungleich  Null  ist  und   der  Zeiger   a  eine 
Strichgröse  oder  ein  Bruch  ist,  eine  unendliche  Reihe,  und  zwar  eine 
echte,  wenn  der  Pluswert  der  Bafe  x  kleiner  als  1  ist. 

Beweis:  Nach  35  ist  a,m  von  Null  verschieden,  wenn  a  nicht 
eine  ganze  Pluszahl  und  zugleich  m  eine  Plusgröse  ist,  alfo  find,  wenn 
a  eine  Strichzahl  oder  ein  Bruch  ist,  alle  Glieder  a,axa  ungleich  Null 
bis  ins  Unendliche  hin. 

Diefe  Reihe  ist  aber  ferner  nach  22  echt,  wenn  von  irgend  einem 
Gliede  an  der  Pluswert  des  Fortschreitungsfaches  gleich  oder  kleiner 
als  ein  echter  Bruch  p  ist.  Nun  ist  der  Pluswert  des  Fortschreitungs- 
faches hier  beim  rten  Gliede,  wo  r  bedeutend  gröser  als  a  genommen 
wird,  wenn  y  den  Pluswert  Von  x  bezeichnet  und  Pf0x  den  Plus- 
wert von  f0x  bezeichnet 

V    a"  xr    J  Vr  )    1     J        r  -f  1  J 

r  —  a 

da   r  gröser  als  a  gefetzt  ist.     Hier  ist <<  1  wenn  a  eine  Plus- 

r  -}-  1 

r  —  a 
große,  alfo  da  auch  y  <C   1,  fo  ist       -     y  <lu.  die  Reihe  alfo  echt. 

Wenn  a  eine   Strichgröse,    fo  wird   der  Pluswert  des  Fortschreitungs- 

r    1    b.  '  _ 

faches  beim  rten  Gliede  A  y.    Hier  kann  man  r  leicht  fo. wählen, 

r  -4    1  J 
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dass  diefer  Wert  —  -r  v  '<.  p  wird,   fofern  man  y  kleiner  als  p  fetzt, 
r  +  1  ' 

was  nach  der  Bedingung  des   Satzes   stets  möglich  ist.     Um   dies  zu 

zeigen,  löfe  man  die  Vergleichung  nach  r  auf,  fo  wird 

(r  +  a)y  <  P  (r+ 1)  oder  ay -f-rJ  <  rp -f  p,  alfo  ay  —  p<rp— ry 

p— y 

Da  p  >  y,  fo  ist  der  Nenner  stet«  ungleich  Null,  und  die  Vergleichung  " 
alfo  möglich.     Dann  ist  alfo 

r  -f-  a 

und  die  Reihe  mithin  echt. 

"Satz.     Das  Zeug   oder  Produkt  zweier  oder  mehre?  Binomial-   44. 
reihen  von  gleicher  Bafe,  (bei  denen  entweder  der  Zeiger  0  oder  eine 
ganze  Pluszahl  ist,   oder  der  Pluswert   der  Bafe  kleiner  als  eins  ist) 
ist  wieder  eine  Binomialreihe  derfelben  Bafe,  und  zwar  ist  der  Zeiger 
der  Zeugreihe  die  Summe  aus  den  Zeigern  der  einzelnen  Fachreihen, 

oder 
(1  +  ax-t   a'2**  +  ...)U  +  bx  +  b'2x2  +  ••)  ••• 
=  l~h(a4-b+  ..)x  +  (a  +  b  +  -)'*x*  +   V 
Beweis:    1.     Für  das  Zeug  zweier  Reihen:  Es  ist 

[1  -f.  ax  +  a*2x2+.  •  .+a-r  xr'+^ 

(1  +-ax+a-*x2-h  •••)_)    +bx+abx2H ha""*^     xr  + 

X(l+bx+b-2x2+  •..)      ]  +b-2x2+...-ha"-ab-2  x' -f 

+  b-r         xr  + 


,\ 


=  l+(a+b)x  +  (a+b)*2x2+...  4-(a+b),rxr+       • 

....../  --  Och  40)\ 

2.     Für  das  Zeug  mehrer  Reihen:    Es  feien  A,  B,  C  •  •  •  Binomial- 

reihen  mit  den  Zeigern  a,  b,  c  •  •  •,  'fo  ist  AB  nach  44  Beweis  1  eine 

Binomialreihe   mit  dem  Zeiger  a  +  b,  ferner  nach  demfelben  Beweife 

ABO  eine  Binomialreihe  mit  dem  Zeiger  a  +  b  +  c  u.  f.  w. 

Satz.     Die  nte  Höhe  einer  Binomialreihe  A=  l+ax+a,2x2  +  •  •  •  '45. 
(bei  der  entweder  der  Zeiger  a  gleich  0  oder   eine   ganze   Pluszähl 
oder  der  Pluswert  der  Bafe  kleiner   als   eins  ist)   ist,  wenn  n  eine 
ganze  Pluszahl  ist,  eine  Binomialreihe  mit  dem  Zeiger  na  oder 

(Sa-axa)n  =  8(na)-axa. 

Beweis:  Die  nte  Höhe  ist  hier  ein  Zeug  oder  Produkt  von  n 
Binomialreihen,  deren  jede  den  Zeiger  a  hat,  der  Zeigfer  diefer  Zeug- 
reiheist  dach  44  die  Summe  aus  den  Zeigern  der  einzelnen  Fach- 
reihen alfo  na. 
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46.  Satz.    Fftr  jede  beliebige  Zahlstufe  (reelle  Stufe)  n  ist 

(1  +  x)n  =  1  +  nz  +  n-'x>  +  ■  •  •  =  Saa*a 
doch  mau,  fofern  n  nicht  eine  ganze  Plussahl  oder  0  ist,  der  Plus- 
wert  der  Bafe  x  kleiner  als  eins  fein. 

Beweis:  1.  Wenn  n  gleich  Null  oder  eine  ganze  Pluszahl  ist, 
fo  ist 

(1  +  x)n  =  (1  +  1  -x  +  l-*x*  +  •  •  •)*,  da  \\  1»  .  • .  alle  Null  alfo 
hat  die  Reihe  die  Form  der  Reihe  im  Satz  45.    Es  ist  demnach 
(1  +  x)»=l  +  nx  +  n-*x*+  ..-. 

2.  Wenn  n  eine  ganze  Strichzahl,  n=  —  p  ist,  dann  ist  n  -\-  p  =  0, 
alfo 

(1  +nx+n-*x'+  •  ■)  (1  +px+p-*x'-f.  .  •)  =  1  +0-«x+0'»x»  +  •  •  =  1 

(nach  45  und  35). 
Mithin  ist 

(nach  46,t) 
=  (1  +  x)~*  =  1  +  x»  ,   da  n  =  —  p  ist. 

3.  Wenn  n  ein  Bruch  =  —  ist,  wo  q  eine  ganze  Pluszahl,  p 
eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,   fo  ist  die  qte  Höhe  der  Binomialreihe 

(l  +  |x+(|p  +  •  • .)'  =  1  +  px  +  F>x>  +  •  •  • 

(nach  45) 
—  (1  +  x)p  (nach  46,  1  u.  2) 
mithin  die  lte  Höhe  der  Binomialreihe 

l+lx  +  f — V x*  +  •  •  •  =  (1  +  x) q  (nach  Zahlen!.  344) 

q  Vq7 

d.  h.  es  ist  1  +  nx  +  n**x*  +  ••=(!+  x)B   auch   wenn  n    ein 

Bruch  ist. 

4.  Wenn  n  eine  Unzahl  eine  Irrationalzahl  ist.  Nach  Zahlenlehre 
383  gelten  für  die  Unzahlen  oder  Irrationalzahlen  alle  Vergleichungs- 
ifctze  in  demfelben  Umfange  wie  für  die  Endzahlen,  alfo  auch  der 
vorliegende  Satz. 

47.  Satz.  (1  —  x)»=l  —  nx  +  n«*x>  —  n»x»  +  •  •  •  =S<  — l)*naxa 
wo  entweder  n  eine  ganze  Pluszahl  oder  x2  <  1  ist. 

48.  Satz.     j-J— =1  + x  +  x>  +  x*-f  . . .  =  S(+l)ftxa 

wo  x'  <  1  ist 
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Zweigliederfats  oder  Binomischer  Lehrfati.  49 

(a  -f  b)n  —  a"  -f  n  a»-1  b  -f  n*  a»-*  b*  +  •  •  •  =  8n,a  a*~«  b4 
wo  entweder  n  eine  ganze  Plnsxahl  oder  b1  <  aa  ist. 

Beweis:     (a  +  b)»  —  [a  (l  +  -^)]°  —  a»(l  +~)° 

(nach  46) 
=  an  +  n  •  a*"1  b  +  n>  an~a  b*  +  •  •  •  =  8n*a  a»-»  ba. 
Vielgliederfetz  oder  Polynomischer  Lehrfetz.  50. 

wo  o  =  b  +  C  + gefetzt  ist.  und  entweder  n  eine  ganze  Plnz- 

zahl  oder  die  Pluswerte   von  a,  b,  c     •  •    eine  abnehmende   Keihe 
bilden. 

Beweis:  1.     Es  ist  (a  +  b  -f  c)n=»  [(a  +  b)  +  c]tt 
=  B  n*  (a  +  b)*-c  cc  (nach  49) 

=  ß  nc  (n  —  0*  a"-'-*  b*  cc  (nach  49) 

_     n  (n  -  l)...(n-c  +  l)(n-c)...(n-c-b  +  l)  a       " 

—  öl7-27r.  ~t  1.2-...  r  B  ° 

(nach  31) 
=  sn(n-^l)...(n-a+l)  ^^  wo  fl  =  b+        fetzt 

l *^> -o> l >^> • • • c 

2.  (a  +  b  +  c  +  d)-  =  [(a  +  b  +  c)  +  d]- 

=  8  n*  (a  +  b  +  o)»-*  d"  (nach  49) 

1»£».*D*1*2**.C 

(nach  50,0 
n  (n-1).  •  -(n-b+1)  (n-g).  •  .(n-b-c-b+1)  _ 

1-2-.    61  .2...C-1.2...» 

(nach  31) 
_n(n — 1)  •  •  •  (n— a  +  1)         , ,  ,    .       .   . 

=  Bl-2..b.l.2..t.1.2.>n"'b,cCd>  wo«  =  b  +  c  +  b 

gefetzt. 

3.  Und  in  gleicher  Weife  fortschreitend  für  beliebig  viele  Stücke. 
Für  das  Wurzelausziehen  wird  man  den  Formeln  eine  etwas  andere  Ge- 
stalt  geben  müssen,   am   Äe   bequem  anwenden   zu    können.      Bekanntlich  ist 

(a  •  b)  »  =  a  n  .  b  a,  fei  alfo  z.  B.  die  2te  Wurzel  von  50  zu  fachen,  fb  kann  man 

»*-«*(i+i)*-t(i+i)* 

fetzen,  und  die  letzte  Zahl  entwickeln. 


51—52.  Folgelehre.  28 

51.  Satz.    <l  +  a)»=*l-(  — n)»c-f  <  — n)»c»— <-n)-«c»  +  •• 

~l  +  nc+n(n  +  1)c»+n(n  +  1)(n±AV+..- 

n(n  +  l)-(n  +  a— 1)    „ 
~*1-    2--  0 

wo  c  =  — ; —  ^ad  c2  <  1  oder  a  >  —  lU  ist. 

1  +  a  ' 

Beweis:  Wenn  c2  <:  1  ist,  fo  ist  auch  a2  «<  (a  +  l)2  oder 
(a  +  l)2  —  a2  =  a2  +  2  a  +  1  —  a2  =  2  a  +  1  ist  eine  Plusgröse  nach 
Zahlenlehre  201.  Alfo  ist  auch  a  +  x\%  eine  Plusgröse,  d.  h.  a  >  —  */2. 
Ferner  ist 

1            1  +  a  —  a       *           *           *                             a  ir     •  * 

—  —  1  —  -4 — j —  =  1—  c,  wo  c  =  - ,   alfo    ist 


1  +a  1  +  a  1  -f  a  1  +a 

«+*)-=(f-T-.r 

=  (1— c)-n  =  1—  (— n)1  c+  (~n)*2  c2—  (— n)-»  .  c8  + 

(nach  46) 
_,,         ,   n(n  +  l)  n(n  +  l)(n  +  2) 

(nach  36) 
n(n  +  l)(n  +  2)--(n  +  tt  —  1)    . 

=  sTT-2: zrr. 1 


52.  Satz. 


l'\i 


(1+t) 


=  1   J (•• 


1         ,    n-f  1/       1       \»  ,   (n-f.l)(2n4-l) 


/       1       \2  ,   (n+l)(8n  +  l)/      1      \  » 

Vn(a  +  1);   +      2  8         l,n(a+l); 

'       ,  (n  +  1)  (2n  +  1)  •  •  •  «q  -  l)n  +  1) / 1^  \« 

"•"  ""  "*"  2-  3 a  Vn<a+l)/r 

1  1 

Beweis:    Man  fetze  in  Formel  51  —  für  a  und  —  für  n,    fo 

a  n 

wird  c  =  und  erhalt  man  die  Formel 

oA)t-^(-4■rIiI+(-4■rtiT), 

Tn(a+1)T      2     ^n(a+l)' 

,   (n+l)(2n+l)/        1       y   , 
+  "T 3-    VnlaTT))    +  '"   (n&Ch  38)' 
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Beispiele!   Es  bietet  diefe  Formel  die  grösten  Vorteile,  wo  man  auf  die 
_i 

Formel  U  +  "T")  *  zurückgehen   kann.    Sei  z.  B.  die  2te  Wurzel    von  2   zu 

1/         l  iL 

Tuchen,  fo  hat  man  2-5-5  =  50  alfo  2     =-5  •  (50)      und 

■0fcS=*fc  •  (l  +  ^)Vl=  7 (l  +  i)^  «nithin 

Va     7/         l\«/j      7r         1        3/  1  \*     3-5/1  \»    8-5-7/  1  \*       1 
2    — 5^  +  49/     -  5  L1  +  100+MröÖ/+2.3U00;+2.3.4U00/+"j 
8ati.  53. 

/  x  _  JL\r_i * *-!(  *  V     <»-l)(»n-l)/   1  \8 

\  a/    —        na        2    Vna/        2-  3     Vna  / 

g(n-l)(2n-l)  ■  •  ((tt-l)n-l)/  1  \fl 
1   2.-        3-.-  a  Vna;' 

Beweis:    Man  fetze  in  Formel  44  —  statt  x  und  —  statt  n,   fo 

a  n 

erhält  man  die  Formel 


=  1        *       n~~1 


/  1  y     (d-1)(2d— 1)/  1  y 
\na/  2-  3       Vna/ 


na 

(nach  37). 
Beispiele:    Diefe  Formel  ist  für  alle  die  Fälle  anwendbar,  wo  man  auf 


1 


(l  —  — )  zurückgehen  kann.  Sei  z.  B.  die  2te  Wurzel  von  3  zu  fuchen,  fo 
hat  man  8-4-4  =  48  alfo  S1*  =  -j-  (W''  *nd  48^  =  7  (l  -  g)*'2  mithin 

8  a=sT(7-s)  ^TL1-^-- 2A98/  ~  "2  (gg)  "8W  • J 

Will  man  die  2te  Wurzel  von  5  fuchen,  fo  kann  man  von 

16  •  5  =  80  =  81  II  —  gjj  ausgehen,  dann  ist  5     =  -7-  ( 1  —  grj 

Will  man  die  2te  Wurzel  von  7  fuchen,  fo  kann  man  von 

9.7  =  63  =  64(l  —  ^)  ausgehen,  dann  ist  7     = -g- (l  —  ^)     . 

Für  11  hat  man  U^ss  3-  (l  —  ioö)^- 

Das  Wurzelausziehen  geht  hienach  fehr  schnell  von  statten  und  übt  ungemein 
im  Auffinden  eleganter  Methoden.  Wenn  es  für  die  Wurzeln  nur  auf  die  ersten 
7  Stellen  ankommt,  gewähren  die  Loge  oder  Logarithmen,  zu  denen  wir  hiermit 

übergehen,    eine    viel    leichtere    und    schnellere    Methode,    da    bekanntlich 
1 

n       1 

log  a   =—  •  log  a  ist. 

In  der  Schule  wird  gewöhnlich  die  zweite  Wurzel  nach  der  Formel 
(a  +  b)a~a2-}-2ab  +  b2  berechnet.  Es  ist  diefe  Methode  im  Ganzen,  fehr 
weitl&uftig  und  zeitraubend  und  wird  daher  am  besten  vermieden. 


53. 


Folgelehre. 


30 


Die  zweite  und  dritte  Tiefe  der  Zahlen  von  1  —  100. 

*  1 

Quadratwurzel 

Kubikwurzel 

Z 

Quadratwurzel 

Kubikwurzel 

1 

1.000000000000 

1.0000000 

51 

7.141428428543 

3.7084298 

8 

1.414218562378 

1.2599210 

52 

7.211102550928 

3.7325111 

3 

1.732050807569 

1.4422496 

53 

7.280109889281 

3.7502858 

4 

2.000000000000 

1.5874011 

54 

7.348469228350 

8.7797681 

5 

2.236067977500 

1.7099759 

55 

7.416198487096 

3.8029525 

6 

2.449489742783 

1.8171206 

56 

7.483314773548 

3.8258624 

7 

2.645751311065 

1.9129312 

57 

7.549834435271 

3.H485011 

8 

2.828427124746 

2.0000000 

58 

7.615773105864 

3.8708766 

9 

3.000000000000 

2.0800838 

59 

7.681145747869 

3.8929965 

10 

3.192277660168 

2.1544347 

60 

7.745966692415 

8.9148676 

11 

3.316624790855 

2.2239801 

61 

7.810249675907 

3.9364972 

18 

8.464101615138 

2.2894286 

62 

7.874007874012 

3.9578915 

13 

3.605551275464 

2.3513347 

63 

7.987253933194 

3.9790571 

14 

3.741657386774 

2, 410 1422 

64 

8.000000000000 

4.0000000 

15 

3.872983346207 

2.4662121 

65 

8.062257748299 

4.0207256 

16 

4.000000000000 

2.5198421 

66 

8.124038404636 

4.0412401 

17 

4.123105625618 

2.5712816 

67 

8.185852771872 

4.0615480 

18 

4.242640687119 

2.6207414 

68 

8.246211251236 

4.0816551 

19 

4.858898943541 

2.6684016 

69 

8.306623862918 

4.1015661 

80 

4.472135955000 

2.7144177 

70 

8.366600265341 

4.1212858 

81 

4.582575694956 

2.7589243 

71 

8.426149778176 

4.1408178 

88 

4.690415759823 

2.8020393 

72 

8.485281374239 

4.1601676 

88 

4.795831523313 

2.8438670 

73 

8.544003745318 

4.1793390 

84 

4.898979485566 

2.8844991 

74 

8.602325267043 

4.1983364 

36 

5.000000000000 

2.9240177 

75 

8.660254037844 

4.2171633 

86 

5.099019513593 

2.9624960 

76 

8.717797887081 

4.2858236 

87 

5.196152422707 

3.0000000 

77 

8.774964887392 

4.2543210 

88 

5.291502622129 

3.0365889 

78 

».  831760  866328 

4.2726586 

89 

5.385164807135 

3.0723168 

79 

8.888194417316 

4.2908404 

30 

5.477225575052 

3.1072325 

80 

8.944271909999 

4.3088695 

31 

5.567764362830 

3.1413806 

81 

9.000000000000 

4.3267487 

38 

5.656854249492 

3.1748021 

82 

9.055385138137 

4.3444815 

38 

5.744562646538 

3.2075343 

83 

9.110433579144 

4.3620707 

34 

5.830951894845 

3.2396118 

84 

9.165151389912 

4.3795191 

85 

5.916079783100 

3.2710663 

85 

9.219544457293 

4.3968296 

36 

6.000000000000 

8.8019272 

86 

9.273618495496 

4.4140049 

37 

6.082762530298 

3.3322218 

87 

9.327379053089 

4.4310476 

38 

6.164414002969 

3.3619754 

88 

9.380831519647 

4.4479602 

89 

6.244997998398 

3.3912114 

89 

9  433981 132057 

4.4647451 

40 

6.324555320337 

3.4199519 

90 

9.48683*980505 

4.4814047 

41 

6.403124237433 

3.4482172 

91 

9.539392014169 

4.4979414 

48 

6.480740698408 

3.4760266 

92 

9.591663046625 

4.5143574 

48 

6.557438524302 

3.5033981 

93 

9.643650760993 

4.5806549 

44 

6.633249580711 

3.5303483 

94 

9.695359714833 

4.5468359 

45 

6.708203932499 

3.5568933 

95 

9.746794344809 

4.5629026 

46 

6.782329983125 

3.5830479 

96 

9.797958971133 

4.5788570 

47 

6.855654600401 

3.6088261 

97 

9. 848857801796 

4.5947009 

48 

6.9*8203230276 

3.6342411 

98 

9. 899494  93C612 

4.6104363 

49 

7.000000000000 

3.6593057 

99 

9.949874371066 

4.6260650 

60  J 

7.071067811865 

3.6840314 

100 

10.000000000000 

4.6415888 
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5.     Die  Reihen  für  Loge  oder  Logarithmen  und  die 
Berechnung  der  Logarithmentafel. 

Für  die  Loge  oder  Logarithmen  And  die  Reihen  in  der  Denklehre  un- 
mittelbar aus  den  Sätzen  für  die  echten  Reihen  abgeleitet.  Hier  leite  ich  die- 
felben  Satze  aus  den  Sätzen  über  die  Hohen  der  Summe  ab,  welche  wir  fo 
eben  entwickelt  haben. 

8a  ts.    Es  ist  94, 

(l  +  a)l  =  l  +  x(c-f^  +  c-4-..J+x»Pwoc«<l  und 

oä— —  und  P  noch  eine  steigende  Höhenreihe  von  x  ist. 

1  +  a  ^ 

Beweis.     Es  ist  nach  51    unter   den   bezeichneten  Bedingungen 

^1-2-        3-  4  ^ 

r+x»  1.2-4-  •  •  - 


1-2  '  1-2-3 

1-2-3  +  --.    . 
+  X^2^4-C4+"- 

wo  xaP  die  Summe  fiLmmtlicher  Glieder  bezeichnet,  welche  die  zweite 
und  höhere  Höhen  von  x  enthalten 

nl  />3  n4 

=  i+x(c  +  -  +  -  +  T+--)  +  x»P. 

Satz.    Ss  ist,  wenn  ca  <  1  ist,  55. 

log  (1  +  a)  =  logj^^  M  (o  +  j  +  3  +  ^  +  •  •  •),  wo 
1        9        1  /  9\*       1  /  9\* 

i=w+8\io;  +  sUJ  +•"*'  "*  der  lo*  nftoh  der 

Baus  10  gelogt  ist 

Ol 

Beweis:     Nach    Satz    54    ist,    wenn    c2  <  1    und   e  =  z — : — 

1  -f  a 

(l+a)*=l+x(c  +  f  +  j+  -..)  +  x»P. 

Es  ist  aber  auch,  wenn  man  die  Loge  nach  der  Bafe  10  nimmt 

(1  +  *y*  =  10X  l0g  (1  +  a)  (nach  Zahlenlehre  373). 


.vt: 


56.    :  -Folgeüshrc  32 

und    dies   ergiebt,    wenn  man   a  =  9   fetzt   und    statt   x    die    Gröse 

a  9 

x  log  (1  -f  a)  einführt,  wobei  c  =  — -  =  ^   alfo  c2  <Z  1  ist, 

wo  x2Q  die  Summe  der  Glieder,  bezeichnet,   welche  die  zweite  und 
höhere  Höhen  von  x  enthalten. 

=  1  *f-xlog(l  +a)  —  -f  x2Q,  da  im  Satze 

3 


m^io^  2  \io;  "*"  3  Vi  07 


gefetzt  ist.  Wir  haben  hier  alfo  für  (l+a)x  zwei  echte  steigende 
Höhenreihen  der  Bafe  x,  welche  lür  jeden  Wert  von  x,  der  kleiner 
als  eins  ist,  einander  gleich  find,  mithin  müssen  nach  28  auch  die 
entsprechenden  Vorzahlen  von  x  einander  gleich  fein,  d.  h.  es  ist 

•  +  4  +  T+"  — -jrl08(,+a) 

Folglich  ist 

log(l+a)  =  M(c+-^  +  y+  .-.) 

a  a  1 

Es  ist  aber  c  =  -r-- —  mithin  1  —  c  =  l A  ,    -  =  — —        oder 

1-fa  1-fa        1-f-a 

1  4-  a  =  z mithin  ist 

1  — c 

1  /  e2         ca  \ 

.      logr3-c  =  M(c+-2-  +  y+...) 
56.  Satz:    Es  ist,  wenn  x2  <  1  ist 

/  X2         X3         X4         X5  \  xa 

log(l_x)=-M(x+  i-  +  y+  4-  +  y  f  ...)  =  -M8y 

(X2  X3  X4  X*  \     ~  .     -r* 

x— i i  +  3  — T  +  T—  •)=MS(-i)-y 

Beweis:    Nach  55  ist 

.  1  /  x2       x3       x4  \  xa 

log  1— -  =  M^x  +  y-f-y-f-4H \  =  M S - --.     Danach  ist 

log(l-x)  =  -log^  =  -M(x+  ^+y  +  ^+..^ 
Setzt  man  hier  —  x  statt  des  x,  fo  erhält  man 
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log(l+x)  =  -M(-x  +  ^-y+Y ^ 

Satz.    Es  ist,  wenn  z*  <:  1  und  a  =  ^— -  gefetzt  ist,  oder  wenn  57. 

*=f^   M>    10ga  +  X)  =  10g^  =  81l(l+y  +  y  +  ..y 

wo  der  Log  nach  der  Bafe  10  gelogt  ist  und  X  diefelbe  Bedeutung 
wie  in  Satz  55  hat 

Beweis:    Da  z*  <C  1,  fo  ist  nach  55 

-»rb—('  +  f  +  T  +  T  +  T  +  "> 

Setzt  man  hier  — z  statt  z  fo  erhält  man 

1  /  z*      z*       z*       zs  \ 

log  j-r-  =  M(  -  z  +  ~ ."-  f  x  — X+  '  •  •  )und  nach  Zahlenl.  372 

1  -J-  Z  \  <6  O  4  0  / 

1  /         z9        z8         z*         z*  \ 

log(l+.)  — logrri-M(.-T+T-T  +  T-..} 

Hithin  ist 

log(l+z)  +  logT4rz  =  log(^)  =  2M(z+^+-^  +  ...). 

1  +Z  X 

Setzen  wir  hier  endlich    1  -f  x=5 ,  fo  ergiebt  fleh  z  s=s -— — . 

1  — z  4  -j-x 

Satz.    Es  ist,  wenn  a2  <  1  and  s  =  = gefetzt  ist  58. 

loga-x)  =  log^|  =  -81l(i+4  +  T+,,0 

wo  der  Log  nach  der  Bafe  10  gelogt  ist  und  X  diefelbe  Bedeutung 

wie  in  Satz  55  hat 

Beweis:  Man  fetze  in  Satz  53  —  x  statt  x,  dann  wird  z  =— — 

<c  ~~ 'X 

und  fetzt  man  nun  • —  z  statt  z,  fo  wird  z  =  ^ und  die  Reihe 

2— x 

log(l-x)  =  2M(-I--J--^—  ..) 

2M(a+T  +  T+-"> 

Satz.    Die  Loge  (Logarithmen)  der  Bafe  10  heizen  Zehnloge   59. 

B.  Qrftsjm&nn  Folgelehr«.  3 
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oder  gemeine,  briggische  Loge  (Logarithmen),  die  Gröse  M  ist  ftr 

diefelben 

M  ==  0,43429  44819  03251)82765  11289  18916  60508  22943  97005  804 

~  =  2,30258  50929  94045  68401 79914  56484  36420  76011 01488  629. 

Beweis:  Es  ist  für  die  Loge  der  Bafe  10  der  Log  10=1, 
mithin  nach  56 

1  =  log  10  =  log  (8  +  2)  =  log  8(l  +  -L^iogS  +  log(l  +  -L\ 
=  3  log  2  +  2M  [-l  +  i.(|y  +  4.(I.y  +  ..]  (Dach  58), 
da,  wenn   wir  x  =  — —  fetzen,  z  =  -^-  wird. 
Es  ist  aber  2"=  1024  =  1000  (l  +  j^\  mithin  nach  58 

10.1og2-3  +  log(l+^^ 

=  "1Ö4    1ÖM[253  +  T\253)   +TV25s)   +     *    ]' 

.21  3 

da,   wenn  wir  x  =  77777-:  fetzen,  z  =  -  -^  wird. 
1UUU  Zoo 

Mithin,  wenn  wir  in  Formel  *  dicfen   Wert  für  log  2  einführen, 

.  i+."^t(t),+t(4-),+--) 

M" =  6  1.253  +  T  \253J   +  ~5~\253/     +  ' '  J 

+-[i+xa)*+i(iy+4-(4-)'+-] 

Berechnet  man  hieraus  ---,  fo  ergiebt  fich 

-i-  =  2,30258  50929  94045  68401  79914  56484  364207601 1 01488629 

und    indem  man    1    durch   diefe   Zahl  teilt   oder   dividirt,   die   obige 
Gröse  von  M. 

Die  Zehnloge  oder  die  gemeinen  Loge  (die  logarithmi  vulgares)  find 
zuerst  von  Henry  Briggs  1556  bis  1630  aufgestellt  und  berechnet.  Derfelbe 
hat   fie  für  die  Zahlen  von  1  bis  20000  un    von  90000  bis  100000  fammtlich 
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bis  auf  14  Stellen  berechnet  und  in  der  Arithmetica  logarithmica  1620  heraus 
gegeben. 

Satz.     Die  Berechnung  der  gemeinen  Loge  (Logarithmen)  für  60. 
die  Primzahlen  von  1  bis  100. 

Es  ist  dringend  wünschenswert,  dass  jeder  Mathematiker  wenigstens  eine 
Gruppe  von  Logarithmen  berechnet  habe,  damit  ihm  diefelben  recht  anschau- 
lich und  bekannt  erscheinen  und  er  mit  denfelben  umzugehen  versteht.  Ich 
lasse  die  Anleitung  dazu  in  den  folgenden  Nummern  folgen. 

Bekanntlich  ist  der  log  (ab)  =  log  a  +  log  b,  man  kann  alfo  die  Loge 
für  alle  zufammengefetzten  Zahlen  leicht,  durch  Zufiigung  der  Loge  ihrer 
Fache  oder  Faktoren  finden,  wenn  man  nur  die  Loge  der  Primzahlen  kennt. 
Wir  haben  alfo  nur  die  Loge  der  Primzahlen  zu  berechnen.  Für  die  Berech- 
nung der  Loge  der  Primzahlen  haben  wir  dann  die  Formeln 

log(l  +  x)  =  2M   (z  +  ^+^-  +  ^-+...)   woZ=_L_undZ><l 

log(l-x)  =  -2M(z  +  ?l+^-+^-+-.-)  woZ  =  T^_undZ'<:l. 

um  schnell  abnehmende  Reihen  zu  erhalten,  fucht  man  hier  Vielfache  der 
Primzahlen  p  auf,  deren  Kachbarzahlen  Vielfache  früherer  Primzahlen  find, 
namentlich  achtet  man  auf  pa  und  p4  und  unterzieht,  ob  pa  —  1  = 
(P  —  *)  (P  + 1)  ™d  (P4  —  1)  =  (P  —  1)  (P  +  1)  (Pa  +  1)  auf  frühere  Prim- 
zahlen zurückführen,  wobei  Satz  Zahlenlehre  872  zur  Beachtung  kommt.  Es 
ergeben  fleh  hieraus  folgende  Berechnungs weifen: 
*•  2*°  =  1024  =  1000  +  24  •,  mithin 

10.  log  2  ==  log  (1000+24)  d.  h.  log  2  ss  */10  [3  +log  (l+M/iooo)] 
alfo  Z  s=  3/a&3.  log  2  ss  0,3010300007. 

S.  3*  =s  81  ==80  + 1,  mithin 

log3  =  V4  [l+31og2  +  log(l+Vao)];Z=3Vi6i  log 3 ss 0,477 1212648. 
ft.  5  -2  =  10,  mithin  log  5  ss  1  —  log  2.  log  5  ss  0,6989699992. 

*.  7*  —  1  ss  (7  —  1)  (7  + 1)  (7>  + 1)  =  6.8-50  s=  2400,  mithin 
log  7  =  Vi  Pog  6  +  log  8  +  log  50  +  log  (1  +  V™)]  ;  Z  =s  ij4801 

log  7Jss  0,845 0980, 
t  f.  11^  _.  121  =  120  +  1,  mithin 

log  11  ss  V>  [1  +  log  12  +  log  (1  +  *|iao)]  ;  Z  ==  Vau  log  11  =  1,0413927. 
IS.  1001  ss 7-11.13,  mithin 

log  13==3-log  7  -  log  11  + (log  1 +  V1000)  i  Z  =  «/«•! 

log  13  ss  1,113  948  4. 
1*.  9-17.17  ss  2601,  mithin 

log  17=  1/1  P+log  26  -  log  9+log  (I+V2600)]  \  Z  =  V5201 

log  17  ss  1,2304489. 
19.  9.19.19  =  3249  und  3250  ss  50.5.13=1000.13:4 

log  19==  Vi  P  +  log  13  -  log  4  -  log  9+log  (1  -  Vaiw)]  \  Z  =  Vew 

log  19  =  1,2787536. 
*S.  13.23  =  299;  mithin 

log  23s=2  +  log  3-log  13  +  log  (1  -  Vaoo)  >  Z=si/JW 

log  23  =  1,3617278. 

3* 
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88.  19-29  =  551;  mithin 

log  29  =  2  +  log  11  -  log  30  +  log  (1  +  Vmo)  ;  Z  =  Vnoi- 

log  29  =  1,4623980. 
St.  31-31  =961;  mithin 

log  31  =  i/a  [1  +  log  16  +  log  6  +  log  (1  +  Vsso)]  i  Z  =  Vim 

log  31=1,4913617- 

89.  27-37  =999;  mitbin  log  37  =  3  —  log  27  + log  (1  —  Viooo)  *,  Z  =  i/im 

log  37  =  1,5682017. 
41.  41.41  =  1681  und  1682=2.29.29-,  mithin 

log  41  =s  t/a  [2  log  29  +  log  2  +  log  (1  -  Vis«)]  i  Z  =  1/3353 

log  41  =  1,6127839. 
48.  43*  =  3418801   und  3418800  =  100.12-7.il -37;  mithin  log  43  = 
1/4  [2  +  log  12  +  log  7  +  log  11+log  37  +  log  (1+  Vau*»)]*  Z=  Usoi 

log  43  =  1,6334685. 
4».  47*  =4879681  und  4879680  =  10-32.39.17.23;  mithin  log  47  = 
V*[l  +  log  32  +  log  39  +  log  17+log  23+log  (l+i/wwno)]  i  Z  =  Vti«i 

log  47  =  1,6720979. 
58.  53-27  =  1431  und  1430  =  10.11-13;  mithin 

log  53  =  1  +  log  11  +  log  13  -  log  27  +  log  (1  +  Vi«)  \  Z  =  «/«w 

log.  53  =  1,7242759. 
58.  59*  =3481  und  3480=10.12-29;  mithin 

log  59  =  '/,  [1  +  log  12+ log  29  + log  (1+Vi«)]  5  Z  =  V«ti 

log  59  =  1,7708520. 
St.  61*  =3721  und  3720  =  10-12.31;  mithin 

log  61  =  Va  [1  +  log  12  + log  31  + log  (1 +  »/•»)]  5  Z  =  1/7441 

log  61=1,7853298 
09.  67-37  =  2479  und  9480  =  10-8-31;  mithin 

log  67  =  1  +  log  8  +  log  31  -  log  37  +  log  (1  -  V2480)  5  Z  =  t/4959 

log  67  =  1,8260748. 
91.  71-81  =  5751  und  5750  =  1000- 23- 1/4;  mithin 

log  71  =  3  +  log  23  -  log  4  -  log  81  +  log  (1  +  «/M10)  ;  Z  =  %m 

log  71=1,8512583. 
98.  73*  =  28398241  und  28398240  =  10.16.9.13.37.41,  mithin  log  73  = 
,/*[l+logl6+log9+logl3+log37+log41+log(l+V28398a4o)];Z=i/5679W8l 

log  73  =  1,8633229. 
»8.  99-79  =  7821  und  7820  =  10.2.17-23;  mithin 

log  79  =  1  +  log  34  +  log  23  -  log  99  +  log  (1  +  ifo»)  ;  Z  =  i/lM4l 

log  79  =  1,8976271. 
88.  27 .83  =  2241  und  2240  =  10 -32 -7 ;  mithin 

log  83  =  1  +  log  32  +  log  7  -  log  27  +  log  (1  +  i/m.)  ;  Z  =  i/4tll 

log  83  =  1,9190781. 
88.  31-89  =  2759  und  2760  =  10.12.23;  mithin 

log  89  =  1  +  log  12  +  log  23  -  log  31  +  log  (1  -  Viwo)  \  Z  =?  Vmt 

log  89  =  1,9493900. 
8».  47.97  =  4559  und  4560  =  10.24-19;  mithin 

log  97  =  1  +  log  24  +  log  19  -  log  47  +  log  (1  -  «/«•)  \  Z  =»  «/tut 

log  97  =  1,9867717. 
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Satz.    Wenn  mehre   Zahlen  in  gleichem  Verhältnisse   zu  ein-   61. 
ander  stehen,   fo   find  auch  die  Unterschiede  ihrer  Loge  oder  Loga- 
rithmen einander  gleich,  und  je  mehr  fich  zwei  Verhältnisse  einander 
nähern,  um   fo  mehr  nähern  fich  auch   die   Unterschiede   der  ent- 
sprechenden Loge. 

K  A  f 

Beweis:    1.     Seien  die  Verhältnisse  — =  —  =  — fo  ist  nach 

a  c  e 

■L  J  f 

Zahlenlehre  315  auch  log — =  log  —  =  log —  d.   h.   es   ist   nach 

a  c  e 

Zahlenlehre  356  log  b  —  log  a  =  log  d  —  log  c  =  log  f  —  log  e. 

2.     Seien  die  Verhältnisse   — ,  — ,  —  nahe  einander   gleich,    fo 

a     b     c 

find  auch  die  Unterschiede  der   entsprechenden  Loge  nahe  einander 

a+1   a-f  2  a  +  3 

gleich.      So  find  die  Verhältnisse  ,  — -— ^,  — — 7:,  wenn  a  eine 

a       a  +  1  a  -f-  * 

recht  grose  Zahl   ist,   nahe  einander  gleich   und  zwar  verhalten  fich 
*  +  1  .  *  +  2  __  _  ,    0_   ,    ^  (ft2  +  2ft)  und 

a  +  3 


a-f  1      a  +  2 


=  (a'  +  4a  +  3)  +  1   :  (a'  +  4a  +■  3). 


Reifln.A.    .    7n  !      Ffl  •  t  1001      2002      3003  9009 

Beispiele.    Zu  1.     Es  ist  _  =  _  =  sm  =  ...  =  ^  u.  ist  dem- 

nach  auch  log  1001  —  log  1000  =  log  2002  —  log  2000  =  log  3003  —  log  3000 
=  log  9009  —  log  9000  =  0,000*341. 

1001      1002 
Zu  2.    Es  verhalten  fich  jggQ  :  yg^  =  1002001  :  1002000,  mithin  ist 

(log  1001  —  log  1000)  —  (log  1002  —  log  1001)  =  log  1002001  —  log  1002000 
oder  2  log  1001  —  (log  1000  +  log  1002)  =  log  1002001  —  log  1002000 
=    6,00086815  —  6,00086772  =  0,00000043. 

Es  ergiebt  fich  daraus,  dass  man  den  Log  einer  Zahl  über  1000  leicht  dadurch 
gewinnen  kann,  dass  man  die  Mitte  nimmt  zwischen  dem  Loge  der  nächst 
höhern  und  der  nächst  niedern  Zahl.  Bei  7  stelligen  Logen  muss  man  dann 
auf  der  letzten  Stelle  eine  kleine  Zahl  hinzufügen  und  zwar  bei  den  Zahlen 
von  1000  bis  1150  2,  bei  1150  bis  1350  l3/4,  bei  1350  bis  1600  Vj2,  bei 
1600  bis  2000  l1/*,  von  2000  bis  2500  1,  bei  2500  bis  3500  3/4,  bei  3500  bis 
6000    V*  bei  6000  bis  10000    Vi- 

Satz.    Die  Berechnung  der  Zehntloge  (gemeinen  Logarithmen)  62. 
fnr  die  Primzahlen  von  100  bis  1000. 

Um  die  gemeinen  Loge  (Logarithmen  der  Primzahlen  von  100  bis  1000 
zu  berechnen,   fache  man  für  jede  diefer  Primzahlen  ein  Vielfaches  auf,  das 
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zwischen  1000  und  10000  am  liebsten  zwischen  6000  und  10000  und  zugleich 
zwischen  zwei  Vielfachen  kleinerer  Primzahlen  liegt,  berechne  die  Loge  für 
die  beiden  letzteren,  nehme  die  Hälfte  ihrer  Summe,  man  erhält  dadurch  den 
Log  für  das  Vielfache  der  gefachten  Primzahl  und  zieht  von  diefem  Loge  des 
Vielfachen,  den  Log  der  Zahl  ab,  mit  welcher  die  Primzahl  vervielfacht  war. 
Die  Richtigkeit  des  Ergebnisses  folgt  unmittelbar  aus  60.  Um  für  jede  Zahl 
zu  finden,  welche  Fache  oder  Faktoren  fie  enthalten,  dazu  bietet  die  Tafel  der 
Primzahlen  und  der  nicht  durch  2,  3  und  5  teilbaren  Zahlen  Zahlenlehre  228 
eine  ausgezeichnete  Hülfe. 

Einige  Beispiele  werden  den  Weg  klar  machen.    Et  ist 
101.  97=9797  und  es  ist  9796  =  4-31.79,  9798  =  6-23.71 

log  101  =  Va  [log  (4-31.79)  +  log  (6-23.71)]  —  log  97 
108.  88=9064  und  es  ist  9063  =  9-19.53,  9065  =  5-39.49 

log  103  s=  Va  [log  (9-19.53)  +  log  (5.39-49)]  —  log  88. 
Zur  bequemern  Ueberficht  lasse  ich  die  betreffenden  Vielfachen  der  Primzahlen 
in  einer  Tafel  folgen. 
Vielfache  der  Primzahlen,  welche  zur  Berechnung  der  Primzahlen 

zwischen  100  und  1000  dienen. 

Die  halbfetten  Zahlen  bezeichnen  die  Vielfachen  in  deren  beiden  Nachbarzahlen 

nur  Primzahlen  unter  100  als  Fache  oder  Faktoren  vorkommen. 

tat    1318.1616.2020.2323  2626.2727.8535  6060.6161.6969.7474. 

8585  9797* 
MS    1648  1751.2276  2369.2575  8914  4429. 5253. 6901.7313.9064. 
f  89     1177 .  1819 .  1926 .  2782 .  3103  8959  4601 .  4815  6955 .  7811 .  8988. 
f  88    2071.  3161. 5777 .  5886 .6649.7739.8175.9374  .  9701.9919. 
ff  8    1695. 1921 .  2034 .  3051 .  3503  .  4181 .4746 .  5311 .  5424.8028. 
f  *9    1016  .  1651.2159.2418.2667.2794.4445  .6096.6350.8382.9271. 
13t    1179  1310. 1441.1703  2751  2882  3537  4454  4716.6943  7991. 
f  89    1644 .  1781 . 1918 .  8699 .  4521 .  4795 .  5617 .  6489 .  7809 .  8905 .  9316. 
f 88    1112. 1807. 2224. 3197.3336.4031  5560.5699.5977  6255.6533. 

9591. 
f  48    1341 .  1639 .  1937 .  3278  .  3576 . 8725 . 3874 .  4172 .  6556 .7599 . 7748. 

9089.9983. 
151    1057 .  1208 .  1359 .  3775 .  4379 .  4983 .  5134 .  5587  .  5889 .  7399 .  8909 . 

9513. 
f  5»    1099 .  2355 .  2669 . 3297 .  3611 .  3925 .  5809 . 7379  8321. 
f  88    1793 .  1956 .  4401 .  4564 .  5216 .  6031 .  9454. 
f  89    1002 .  1169 .  2839 .  3173 .  3841 .  4509 .  5511 .  6847 .  7849. 
f98    1211.3287.4325.4844.5536.6401.8304.8477.9515. 
f  98    1074 .  1611 .  2506 .  2685  .  3401 .  3938 .  4117.5191.5370.5549.6623. 

9129 
181    1629!2172.2353.2534.2715. 3620.4344.4525. 5249. 5611.9593. 9955. 
191    1910.2483.2674.4393.5539  5921  6876.7258.7449.7881.8977* 
f  88    1158 .  1351 .  1737 .  2509 .  2702 .  3474 .  3667.3860.4246.4825.6176. 

8685.9264.9873. 
f  89    1379 .  1970 .  2364 .  2561 .  3349  .  4531 .  6304 .  6698 .  7683 .  8865 .  9062 . 

9456. 
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t88  1393. 1592. 1791 .  1990. 3383. 3781 .  4577. 6766. 8756. 975 1. 

« 1 1  1055 .  1266 .  1899 .  2321 .  3587 .  4431 .  5697 .  6119 .  7596 .  8651. 

««8  13B8 .  1561 .  2899 .  3568 .  6467 .  9589. 

««9  1135 .  1816 .  2951. 3405 .  4086 .  6356 .  8399 .  9307. 

««8  1145 .  2290 .  3883 .  4351 .  6641 .  7099 .  8931. 

«88  1165 .  1631 .  2330 .  5359 .  6291 .  7223 .  7922 .  8854 .  9087. 

889  1195 .  1673 .  2868 .  3585 .  5975 .  6214 .  7170 .  7409 .  8126 . 8365.9321. 

9799* 

84  t  1205 .  2651 .  3615 .  4579 .  5543 .  7953 .  9399 .  9881. 

«5t  1004.1255. 1506. 2008. 2510. 3263. 4016. 4267. 4709.6526. 8283. 8785. 

«5*  1028 .  1799 .  2956 .  2313 .  2827 .  3508 .  3855 .  4369 .  6425 .  6682. 

1315.2367.4471.6049.6575.7101. 

2421.2959.3497.4842.5111.6725.7801. 

«9  t  1084 .  1897 . 2 168 .  2981 .  4065 .  4607 .  5149 .  8672 .  8943 .  9214. 

«99  1385.1939.2493.2770. 

«8  t  1405 .  2248 .  2529 .  3653 .  4215 . 5  339 .  5901 .  8149 .  8711 .  8992 .  9554. 

«88  11 32 .  1415 .  2264 .  2547 .  2830. 3396 .  7075 .  8773. 

«•8  1464 .  2051 .  2344 .  3223 .  3809 .  4395 .  4981 .  5567 .  7911 .  8790. 

809  1535 .  1842 .  2149 .  3070 .  3684 . 6 147 .  9824. 

8 1 1  1244 .  2177 .  3421 .  4976 .  5909 .  7153 .  7775 .  9019 .  9952. 

8t8  1252.1565.2191.3130.4069.5634.6573.6886.7199.7825. 

8t*  1268.1585.2536.3487.4121.4438.8876.9827. 

88 1  1324 .  2317 .  3972 .  4303 .  4634 .  4965 .  5627 .  5958 .  6289 .  6951 .  7613 .  7944. 

88  *  1011 .  2022 .  2359 .  2696 .  3707 .  4718 .  5055 .  5729 .  6740 .  7751. 

84*  1735.3123.3817.4164.4511.6593.7981.9716. 

848  1396.1745.2443.3839.4188.9074. 

858  1059 .  1412 .  2118 .  2471 .  3530 .  4236 .  4589 .  7060 .  7418 .  8119 .  8472 .  9178 . 

858  1077 .  2872 .  3231 .  3590 .  3949 .  4308 .  6103 .  6462. 

809  1101 .  1468 .  1835 .  2569 .  3303 .  6973 .  8074 .  8441 .  9175. 

898  1865.2984.3730.4103.4476.4849.5968.6341.6714. 

898  1119.1516.7201.7580.7959.9854. 

888  1149.2681.4213.4979.5745.6511.6894.7660.8426.9192. 

888  1167 .  1556 .  1945 .  3112 .  3501 .  4279 .  4668 .  5057 .  6224 .  8558. 

889  1191 .  1588 .  1985 .  3176 .  3970 .  4367 .  5161 .  6749. 
4*t  1604 .  2005 .  2406 .  2807 .  3609 .  4010 .  6105 .  7619. 
4O0  2045 .  2863 .  3681 .  4499 .  5726 .  6953 .  7362 .  7771. 
4t8  1257.1676.2095.3771.4190.5447.8380.8799.9637. 
48  t  1684 .  2105 .  2526 .  5473 .  5894 .  7999 .  9262 .  9683. 
48  t  1293 .  2155 .  2586 .  3879 .  6465 .  6896 .  8189 .  8620 .  9051. 
488  1299 .  2598 .  8031 .  4330 .  6062 .  6495 .  9959. 
488  1756 .  3073 .  3951 .  4829 .  7463 .  8341. 
448  1329 .  1772 .  2215 .  3101 .  4430 .  6645 .  7088 .  7531 .  7974 .  8417. 
448  4041.6735.7633.9878. 
459  1371.1828.3199.3656.4113.5027.8226.9140. 
48t  1844 .  4149 .  4610 .  5071 .  5993 .  8759 .  9681 

1889.2315.3704.4630.5093.6019.6945.7472.9260. 
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489  2335.3269.3736.4670.5137.5604.7005.7939. 

498  1916.2874.3353.4311.5269.6227.6706.7664.9101.9580. 

489  1461.2922.3409.3896.4383.5357.7305. 

4M  1473 .  1954. 2455 .  2946 .  4419 .  5401 .  5892 .  6874 .  7365 .9329. 

1497.2495.3992.5489.6986.9481. 

1006.2515.4024.4527.5030.7545. 

1527.2036.2545.8054.3563.4581.5599.6108.6539.7635.8144. 

5*1  1042.1563.3126.4168.4689.6252.8857.9899. 

5t  8  1046 .  1569 .  2092 .  4184 .  4707 .  6799 .  8891 

541  1082. 1623.2164. 2705.3246. 5951. 9197. 

549  2188.3829.6017.7111.7658.8205.9846. 

559  1114.1671.2785.5013.6684.7241. 

1126. 1689.2815.3378.3941.4504.5067. 6193. 675C 

1138 . 3983 . 4552 . 5121 . 6259 . 7397 . 7966 . 8535. 

594  1142.3426.5139.6281.6852. 

599  1731.2885.4616.5193.6347.6924.7501. 

599  1174.2935.3522.4109.5696.7631.8805. 

598  1779.4151.4744.5337.7709. 

1188.1787.2396.2995.4193.5391.7787.9584. 

1202.1803.2404.4808.5409.8414.9616. 

889  4249.6070.9105. 

648  1226.2452.3065.4291.5517.9808, 

Ot9  1234.1851.4319.6170.8021 

Ol 8  3095.4333.5571.6809.8047. 

881  1262.2524.3155.4417.5048.5679.6941.8834. 

841  1928.2564.3205.5769.7051. 

848  1286.1929.3858.5144.7073.8359. 

849  4529.5176.5828. 

858  1959.2612.3265.4571.7183.9142.9795. 

858  1977.2636.3295.3954.6590.7249. 

881  3805.4627.5288.9254. 

898  1346.8365.4048.4711.8076.8749. 

899  1354.2031.4062.4739.7447.8801. 
888  2049.3415.6147.7513.8879. 
881  2073.2764.3455.4837.7601.9674. 

981  1402 .  4206 .  4907 .  5608 .  6309 .  7010 .  7711 .  8412 .  9113. 

988  1418.8545.5672.7799.8508.9217.9926. 
918  2157.2876.3595.5752.7190.7909. 

989  3635.5089.8724.9451. 
988  1466.2199.3665.5864.8063. 
988  1478.5173.5912.8129. 
948  2229.5201.5944.8173.9659. 
95t  1502.2253.3004.5257.6759.8261. 

959  1514.2271.3785.4542.6056.7570.8327.9094.9841. 

981  2283.3044.3805.6849.8371. 

988  1568.3076.3845.4614.5383. 
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998  1546.2319.5411.6967« 

989  1574.3935.5509.7870.8657. 

9S9  1594.2391.7173.8767. 

888  3226.4045.5663.7281.9708. 
81t  3844.4866.5677.6488.7299. 
881  1642.4926.5747. 

8*8  1646.2469.4115. 5761. 6584.7407.9876. 

889  1654.2481.4135.4962.6616. 
888  2487.3816.4145.6632.7461.9119. 
888  1678.3356.5034.5873.7551.9229. 

858  1706.4265.7677. 

859  1714 .  2571 .  3428 .  5142 .  7713. 
858  1718.3436.4295.6013.8590. 
888  1726.2589.4315.6041.9493. 
899  2631.3508. 4385. 6139.8770. 9647. 
881  1762.3524.5286.7048.8810. 

888  1766.2649.6181. 

889  1774.2661.6209.7096.7983.9757. 
089    1814.3628.6409.8163. 

811  4555.7288. 

818  1838.2757.8271. 

888  1858.2787.3716.4645.8361. 

889  2811. 

841  1882.2823.3764.4705.6587.8469. 

849  1894.2841.8788.4735.9470. 

858  1906.3812.6671.7624.9530. 

889  6769.8703.9670. 

89 1  1942 .  2918 .  3884 .  4855 .  7768 .  8739 .  9710. 

899  1954.2931.4885.6839. 

888  1966. 2949. 6881. 
881  1982.5946.8919.9910. 

889  2991.4985. 

Bemerkt  möge  noch  werden,  dass  bei  diefen  Berechnungen  die  letzte 
Stelle  einen  Fehler  enthalten  kann.  Man  muss  daher  bei  diefcr  Methode  eine 
Stelle  mehr  berechnen,  als  der  gefachte  Log  enthalten  foll.  Da«  gilt  aber 
ebenfo  auch,  wenn  man  aus  den  Logen  der  Primzahlen  die  ihrer  Vielfachen 
berechnen  will. 

Satz.    Die  Berechnung  der  Tafel  der  Zehntloge  oder  gemeinen   63. 
Logarithmen  für  ftnf  Stellen  von  1  bis  10000. 

Man  berechnet  von  den  Primzahlen  von  1  bis  1000  die  Vielfachen  von  1  bis 
10000.  Es  bleiben  dann  noch  die  Primzahlen  von  1000  bis  10000  übrig  und 
deren  etwaige  Vielfache.  Jede  folche  Primzahl  ist  eine  ungerade  Zahl  und 
liegt  alfo  zwischen  den  Vielfachen  niederer  Primzahlen-,  ihr  Log  ist  demnach 
das  Mittel  aus  den  Logen  der  Nachbarzahlen  und  kann  daraus  unmittelbar  be- 
rechnet werden. 

Es  ist  dringend  zu  wünschen,  dass  jeder,  der  mit  Logen  rechnen  will, 
wenigstens  eine  Gruppe  von  100  bis  1000  Logen  in  dlefer  Weife  berechne.    Die 
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Tafel  der  Primzahlen  und  der  nicht  durch  2,  3  und  5  teilbaren  Zahlen  in  Zah- 
lenlehre 228  bietet  hiezu  eine  ausgezeichnete  Hülfe. 

64.  Erklärung.  Die  Loge  (Logarithmen)  für  welche  M  =  l  gefetzt 
wird,  heisen  die  Eloge  oder  die  Heperschen,  die  natürlichen  Logarith- 
men, ihre  Bafe  heist  e,  das  Zeichen  derfelben  ist  k. 

Die  natürlichen  Loge  (die  logarithmi  naturales)  find  zuerst  von  John 
Napier  (Baron  von  Merchistown)  1550—1617  aufgestellt,  berechnet  und  in 
Mirifici  logarithmorum  canonis  descriptio  Edinburg  1614  veröffentlicht.  Nach 
ihm  heisen  die  Loge  Kepersche. 

65.  Satz.    Es  ist,  wenn  z2  <:  1  und  z  =  ^- —  ist, 

2  +  x 

le(l±X)=±2(z+    -£  +  -£+    ..) 

nnd  ist   M  =  log  vulg.  e  •         ijr  ==  lc  (M> 

e  =  2,71828 1828459. 

x 
Beweis:    Es  ist,   wenn  z2  <:  1  und  z  =  ist, 

log  (1  ±  x)  =  +  2M  (z  +  j  +  j  +  . .  .\  (nach  56  und    57). 

Nach  64  foll  aber  für  le  oder  für  den  Neperschen  Log  M  =  1  gefetzt 
fein,  alfo  ist  nach  diefer  Erklärung 

i.  (i±x)=±2(z  +  |+i*4-  ...y 

Mithin  ist  log.  vulg.  a  =  M.  log.  nat.  a  oder 

=  =  M  •  =  =  i  .  JL  (nach  Zahlenlehre  360) 

10  e  e       10 

g 

alfo  ist  M=  log  •==  log.  vulg.  e  (nach  Zahlenlehre  164). 


oder 


alfo  ist  —  =  =====  log.  nat.  10. 

M         e 

Aus   M  =  log.    vulg.  e  =  0,4342944819    ergiebt    lieh    dann,    wenn 
man  zu  diefem  Loge  die  entsprechende  Zahl  fucht  e=  2,7182818285. 
66.  Satz.    Es  ist  der  nepersche  Log  (Logarithmus)  gleich  dem  ge- 

ll 
meinen  Log  mal  —  nnd  ist  der  gemeine  Log  (Logarithmus)  gleich 

dem  Heperschen  mal  M. 


Andrerseits  folgt  aus  den  Formeln 

log.  nat.   a  =  —  •  log.  vulg. 

a 

a         1        a         a 

T— M  *  To=To 

10 

e 

43 


Berechnung  der  Logarithmentafel. 


66. 


Beweis:    Unmittelbar  nach  dem  Beweife  zu  64. 
Um  die  Umwandlung  der  Loge  leicht  vornehmen  zu  können,  nimmt 

1 


man  die   Vielfachen  von  M  und 


M' 


Vielfache  von  —  oder  for  die  Ziffer  des   gemeinen  Logs   wird  die 


nachstehende  Zahl  gefetzt: 

1* 

»8 

Entsprechender  Wert  des  neperschen  Log. 

Vor  dem 
Komma. 

Dezimalstelle. 

1 

I. 

IL 

m. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

9 

8 
7 

6 
5 
4 

3 
2 

1 
0 

20,7232658 

18,4206807 
16,1180957 

13,8155106 

11,5129255 

9,2103404 

6,9077553 

4,6051702 

2,3025851 

0 

2,0723266 
1,8420681 
1,6118096 

1,3*15511 
1,1512925 
0,9210340 

0,6907755 

0,4605170 

0,2302585 

0 

0,2072327 

0,1842068 
0,1611810 

0,1381551 
0,1151293 
0,0921034 

0,0690776 

0,0460517 

0,0230259 

0 

0,0207233 
184207 
161181 

138155 

115129 

92103 

69078 

46052 

23026 

0 

0,0020723 
18421 
16118 

13816 

11513 

9210 

6908 

4605 

2303 

0 

0,0002072 
1842 
1612 

1382 

1151 

921 

691 

461 

230 

0 

0,000 

0207 

184 

161 

138 

115 

92 

69 

46 

23 

0 

0,000 

0021 

18 

16 

14 

12 

9 

7 
5 
2 
0 

Vielfache  von  M  oder  für  die  Ziffer  des  neperschen  Logs  wird  die 
nachstehende  Zahl  gefetzt. 


J 

Entsprechender  Wert  des  gemeinen  Logs 

et 

Ol. 

• 

a 

Vor  dem 
Komma. 

Dezimalstelle. 

I. 

IL 

m. 

IV. 

V. 

VI. 

vn. 

9 

8 

7 

6 
5 
4 

3 
2 
1 
0 

3,9086503 
3,4743559 
3,0400614 

2,6057669 
2,1714724 
1,7371779 

1,3028834 

0,8685890 

0,4342945 

0 

0,3908650 
0,3474356 
0,3040061 

0,2605767 
0,2171472 
0,1737178 

0,1302883 

0,0868589 

0,0434294 

0 

0,0390865 
347436 
304006 

260577 
217147 
173718 

130288 

86859 

43429 

0 

0,0039087 
34744 
30401 

26058 
21715 
17372 

13029 

8686 

4343 

0 

0,0003909 
3474 
3040 

2606 
2171 
1737 

1303 

869 

'   434 

0 

0,0000391 
347 
304 

261 
217 
174 

130 

87 

43 

0 

0,000 

0039 

35 

30 

26 
22 
17 

13 
9 
4 
0 

0,000 

0004 

3 

3 

3 
2 
2 

1 

1 
0 
0 
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67.  Satz.    Berechnung  des  e  durch  Reihen. 

Esiste  =  l  +  l  +  ^+~  +  -  ..=8-1 

e  =  2,71828  18284  59045  23536  02874  71352  66249  77572  4712. 

Beweis:  Man  fetze,  foweit  die  Reihe  echt  bleibt, 
ax  =  a*  +  ^x  +  8«  x2  +  a8xs  +  ... 
und   benutze  nun  die  Eigenschaft  der  Höhen,  dass  ax+*  =  ax  •  87  ist 
Hier  entwickle  man  ax+y  und  ay  nach  steigenden  Höhen  von  y,  dann  ist 

ao  +  aj  (x+y)  +  aj  (x+y)2  +■  . .  •  =  a*  (a^+aty  +  a2y2  -\ )  alfo 

(a0  +  at  x  +  a,  x2  +  . . )  +  y  (%  +  2a,  x  +  3  a*  x2  +  .  ■ )  +  y2  P 

=  aoa«  +  ata»y +  y2Q 
wo  y2  P  und   y2  Q   die  Summe  der  Glieder  bezeichnen,   welche  die 
zweite  und  die  höheren  Höhen  von  y  enthalten. 
Hier  müssen   nach  28  die  Vorzahlen  von  y  einander  gleich  fein,   da 
die  Gleichung  für  jeden  Wert  des  y  von  Null  bis  zu  einer  Gröse  c 
gelten  foll,  alfo  ist 

8^  -f  2a*  x  -f-  3a8  x2  -f  ■  •  ■  =  &i  **• 
Hier  werden  wir  az  in  eine  Reihe  entwickeln,  dann  ist 
at  +  2a*x  +  3a*x2  +  4atx8-f  •• 
=  a10o4-a1a1x4-a1aax24-a1a«x8+  •• 
Hier  müssen   wieder  nach  28   die  entsprechenden  Vorzählen  für   die 
gleichen  Höben  von  x  einander  gleich  fein,  dies  ergiebt 
84  =  84  ao     d.  h.  ,ao  =  1 

2^=8484     d.  h.  *t  =  —=L  — 

*i  a*       at8 
3^  =  8^8^     d.  h.  a3  =  -^?-  =  ^j- 

.    .  84  a«        84  4        „ 

4a4  =  aia,     d.  h.  a4  =  — j—  =  -jj-  u.  1.  w. 

Führt  man  diefe  Werte  in  die  Reihe  ein,  fo  erhält  man 

a  ^      1!      +      2!      ^      3!       +  p     flt 

Hier  ist  84  abhängig  von  a,  fetzt  man  84  =  1,  wenn  a=e  ist,  fo  er- 
hält man 

x1       x2  QT« 

ex  =  1  -f-  —  +  — -  -f  •  •  =  g_  und  fetzt  man  hier  x  =  1,  für  welchen 
1!        Z\  fl| 


Wert  die  Reihe  noch  echt  bleibt,  fo  erhält  man 


2 
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Man  lieht  hier  leicht,  dass  dies  diefelbe  Oröse  e  ist,  welche  wir  oben 
entwickelt  haben. 

Es  ist  dann  a  =  e e*  mithin  a*  =  e     =    j 0*  »•*) 

a! 

6.     Die  Reihen  für  die  Winkelfolgen  und  Bogen  und  die 

Berechnung  der  trigonometrischen  Logarithmentafeln. 

Nachdem  es  uns  gelungen  ist,  die  Loge  oder  Logarithmen  in 
Reihen  zu  entwickeln  und  ihre  Tafeln  zu  berechnen,  verfuchen  wir 
nun  auch  ein  Gleiches  bei  den  Winkelfolgen  oder  trigonometrischen 
Funktionen. 

Satz.    Es  ist,  wenn  x2  <  1  ist  68. 

sin  x  =  x  +  a«  x3  +  as  x5  -f  •  •  • 
tan  x  =  x  +  c8  x8  +  o»  x5  +  • 
Beweis.     Die  Funktionen   sinx   und   tanx   find   einwertig  und 
steigen   nach   Zahlenlehre  459   und  474  stetig  mit  dem  Winkel  von 

n  it 
s-  bis   +  — ,  mithin  da  x2  <  1  ist,   für  alle  Werte  von  x,  mit- 
hin   kann    man  jede  diefer  Funktionen    nach   29    einer   unendlichen 
steigenden  Höhenreihe  von  x  gleichfetzen.     Es  fei  demnach 
sin  x  =  a©  +  84  x  +  a*  x2  +  »s  x3  +  •  •  • 
tanx  =  Co-fci  x  +  Cj  x2  +  03  x3  +  •  •  • 
Beide  Funktionen  werden  aber  für  x  =  0  gleichfalls  Null,  nach  Zahlen!. 
449    und   473,   alfo   folgt  a*  =  0   und  c©  =  0.     Die  beiden  Formeln 
werden  demnach 

sin  x  =  ai  x  +  a*  x2  +  *3  x3  +  •  •  • 
tan  x  =  Ct  x  +  c2  x2  +  c8  x3  +  •  •  • 
Es   ist  aber  nach   Zahlenl.  444   sin  ( — x)=  —  sinx   und   nach 
Zahlenl.  468  tan  (—  x)=  —  tanx,  mithin  wenn  wir  für  beide  Seiten 
die  Beihen  einführen, 

sin  ( —  x)  =  —  ai  x-f-a*  x2  —  s*  x3  -f  •  • 
=  —  sinx  =  —  at  x  —  a^  x2  —  b$  x8  — 
tan  (—  x)  =  —  Cj  x-f-Ca  x2  —  Cj  x3  -f-  •  •  • 
=  —  tanx  =  —  (H  x  —  c»  x2  —  c8  x3  — 
Hier   find   nach  28   die  Vorzählen   der   entsprechenden  Höhen  gleich, 

alfo  ist  +  a*  =  —  a?,  +  a4  H *4>  +  *e  =  —  *e  UQd  ebenfo 

+  Ca=  — Ca,  +c4  =  — c4,  +  c*  =  —  Ce 
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d.  h.  es  find   die  Vorzahlen  der  Höhen   mit  gerader  Stufe  aj,  c^,  a«, 
c4  •  •  Null,  die  Reihen  werden  demnach  - 

sin  x  =  at  x  -f  a3  x*  +  •  • 
tan  x  =  et  x  +  c8  x8  -+-  •  • 
FUr  fehr  kleines  x  kann  man  hier  die  höhern 
Höhen  von  x  unberückfichtigt  lassen,  und  hat  dem- 
nach sin  x  =  a}X  und  tanx  =  ctx.    Es  ist  aber,  wenn 

BC 

r  den  Halbmesser  des  Kreifes  bezeichnet,  sin  x  =  — , 

r 

tan  x  =  — -  und  arc  x  = und  zwar  ist  DA  >  BA  und  BA  >  BC. 

r  r 

Je  kleiner  nun  x  wird,  um  fo  näher  rücken  BC  und  DA  an  einander 
und  fallen,  wenn  x  =  0  wird,  ganz  in  einander,   d.  h.  es  wird  dann 
sinx==tanx  =  x,  daraus  folgt  at  =  1  und  ci  =  1,  mithin  ist 
sin  x  =  x  +  as  x3  +  a,  x5  +  •  • 
tanx  =  x  +  c3  x3  +  c5  xB  +  •  •  • 

69.  Satz.    Es  ist,  wenn  x2  <  1  ist, 

cosx  =  1  +  &2  x2  +  a4  x4  +  •  •  • 
Beweis:  Die  Funktion  cosx  ist  einwertig  und  steigt  nach  Zahlenl. 
459  stetig  mit  x  von  x  =  —  n  bis  0  und  fällt  nach  Zahlenl.  459 
ebenfo  stetig  mit  x  von  0  bis  +  tt,  man  kann  mithin  jene  Funktion 
nach  29  einer  unendlichen  steigenden  Höhenreihe  von  x  gleichfetzen. 
Es  fei  alfo  cosx  =  e^  +  *i  x  +  *a  x*  +  *  • ' 
Für  x  =  0  wird  cosx=l  nach  Zahlenl.  449,  alfo  folgt  a^  =  1,  und 

cosx  =14-01  x-faj  x2  +  •  •  • 
Es   ist  aber  nach  Zahlenl.  444   auch   cos  — x  =  cosx  mithin,   wenn 
wir  für  beide  Seiten  die  Reihen  einführen. 

1 — ai  x+a^x2— aax3+a4x4 =  1+at  x+aa  x2+aj  x3+atX4  ■) 

Es  müssen  nun  nach  28  die  Vorzahlen  der  entsprechenden  Höhen 
gleich  fein,  daraus  folgt  ai,  a8,  a$  •  •  =  0  und  es  bleibt  alfo 
cosx  =  1  +  aa  x2  +  a4  x4  +  •  •  • 

70.  Satz.    Es  ist,  wenn  x2  <  1  ist, 

x*+i 


arc 


X3        X5        X7  c\ 

(tan  =  x)  =  x— -.  +  _.__ +..SBIg<-l> 


6        7    '  IV     "    aa+i 


Beweis:   Da  der  Bogen  arc  (tan  =  x)   zwischen ^-n  und 

"i"  •ö"  n  genommen  wird  (Zahlenl.  490)  und  zwischen  diefen  Grenzen 
nach  Zahlenl.  474  einwertig  ist  und  stetig  zunimmt,   wenn  x  wächst, 
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auch  x2  <  1  ist,  fb  kann  man  die  Funktion  arc  (tan  =  x)  nach  29 
einer  unendlichen  steigenden  Höhenreihe  von  x  gleichfetzen.  Es  fei 
demnach 

arc  (tan  =  x)  =a©  -f-  «i  *  +  *2  x2  +  aa  x8  +  •  •  •  gefetzt. 
Da  nun  arc  (tan  =  x)  =  0,    wenn  x  =  0  nach  Zahlenl.  473,  fo  folgt 
8o  =  0  und  wird  arc  (tan  =  x)  =  ^  x  +  a?  x2  +  a8  x8  -f  •  •  • 

Nehmen  wir  hier  auf  beiden  Seiten  die  Tangenten,  fo  erhalten  wir  auf 
der  ersten  Seite  x  und  auf  der  andern  Seite  tan  (ai  x  +  aa  x2  +  •  •)»  *Mb 

x  =  tan  (at  x  +■  aj  x2  +  •  •  •) 
Nach  68  ist  aber  tan  z  =  z  +  <*2  z2  + 

mithin  ist  die  Reihe  für  tan  (at  x  +  a^  x2  +  •  •)  =  at  x  +  x2  P,  wo 
x2  P  die  zweiten  und  alle  höhern  Höhen  von  x  enthält. 
Man  hat  alfo    x  =  ^  x  -f  x2  P. 

Da  nun  nach  28  die  Vorzählen  der  entsprechenden  Höhen  von  x  gleich 
fein  müssen,  fo  folgt  x  =  aix     d.  h.  at  =  1     d.  h. 

arc  (tan  =  x)  =  x  +  aj  x2  + 

Betrachten  wir  nun  arc  (tan  =  x  +  y)  und  fei  a  =  arc  (tan  =  x)  und 

b=arc(tan  =  x-f-y)  gefetzt,  dann  ist  alfo  x=tana  und  x  +  y  =  tanb. 

Sei  nun  arc  (tan  =  x  +  y)  =  arc  (tan  =  x)  +  z  gefetzt,  fo  ist 

b  =  a  +  z  mithin  z  =  b  —  a  alfo 

.  ,      ^        .         tanb  — tana  x  +  y  — x 

tan  z  =  tan  (b  —  a)=r-— — t— =  .         — ■ — — 

1+ tanb -tana       l+(x  +  y)x 

—  -3 — ; — x mithin  z  =  arc  (tan  =  — — ■ — ?—■ 1 

l+x2  +  xy  l+x2  +  xyj 

Es  wird  demnach 

arc  (tan  =  x  +  y)=arc  (tan  =  x)  +  arc  (tan  =  —        ^    —  ) 

Setzen  wir  in  diefe  Formel  die  Reihe  *  fUr  arc  tan  ein,  fo  folgt 
x  +  y-f  a,  (x  +  y)2  +  a8  (x  +  y)8  +  ..= 

arc(tan  =  x)  +  _J-— -+... 

und  wenn  man  hier  nach  den  Höhen  von  y  entwickelt 

x-f  a,  x»  +  «,  x»  +  ..+y(l  +  2a,  x  +  3a,  x»  +  -.)H 

=  arc  (tan==x)  +    f  _*        +  .  •  . 

Da  nun  nach  28   die  Vorzählen  von  j  gleich  fein  müssen,  fo  folgt 
1  +  2a,  x  +  3aj  x»  +  4a4  x»  +  5a,  x*  +  6a,  x«  +  7a,  x«  +  •  • 

=  1-±xT  =  l-x»  +  x«_x.  +  ... 
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Da  nun  hier  wieder  nach  28  die  Vorzahlen  entsprechender  Höhen  von 
x  gleich  fein  müssen,  fo  folgt,  da  auf  der  rechten  Seite  die  Vorzahlen 
der  Höhen  mit  ungeraden  Stufen  Null  find, 

2a,  =  0    4a4  =  0    6a«  =  0  u.  f.  w.,  d.  h. 

••»•€»•••• 
gleich  Null  und  ferner 

3a«  =*  —  1,  5as  =  +  1»  7a-,  =  —  1  u.  f.  w.  alfo 

1  *  1 

03==  —  y     *•  =  +  y»     a,  =  -y  u.  f,  w. 

mithin,  wenn  man  diefe  Werte  in  *  einführt 

arc(tan  =  x)  =  x-£  +  y-y+ S(-l)4^ 

und  diefe  Reihe  ist  nach  23  echt,  wenn  x2  <Z  1  ist,  was  voraus- 
gefetzt war. 

Wenn  man  die  Formel  für  arc  (tan  =  x)  mit  der  Formel  für 
Loge  Satz  57  vergleicht,  fo  bemerkt  man  leicht  die  nahe  Verwandt- 
schaft, denn  es  ist 

X3  X5  X7 

arc  (tan  =  x)  =  x  —  -g-  +  — ^-  H 

1  4-  x  x3       x*       x7 

l0Sr^==2M(x+T  +  T+T  +  *") 

Setzt  man  hier  in  letzter  Formel  xi  statt  x,  fo  wird  die  Formel 

.      1  +  xi  .iV.iW,   iTxT   ,         . 

logT^xV=2M0x  +  -3-  +  —  +  —  +  ..-) 

=  2  Mi  (x  -  ^  +  ^  -  y  +  •  •  •)  =  2  Mi-arc  (tan  =  x) 

1     i      *  + xi        *    ,   1  + « 
alfo  arc  (ton  =  x)  =  ^  H  J^  -  ^  ±j=* 

Setzt  man  in  arc  (tan==x)  das  xi  statt  x,  fo  erhält  man 

i*x3       i'bc*       i7x7 
arc  (tan  =  xi)  =  ix g-  +  — —  +  •  • 

.  x3       x»        x7  i  1  +  x 

=  l(x  +  T  +  T  +  T-  +  -°  =  2lil0gr=^ 

71.  8ats.    Berechnung  des  Kreisumfange s  von  2rt.    Es  ist  der 

Kreisumftng  2n  gleich  300  Orade,  jeder  tu  60  Minuten,  jede  n 
60  Sekunden  und  swar 

n  =  3,14159  8668»  89793  23846  26433  83279  50288  41971  694 
lo  =  0,01745  32925  19943  29676  92369  07684  88612  71345  1205 
li  =  0,00029  08662  06665  72169  61539  48461  41476  67856  752 
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1"  =  0,00000  48481  36811  09635  99858  99141  08857  94797  596 
wo  1°  einen  Grad,  V  eine  Minute  und  1"  eine  Sekunde  bezeichnet. 
Beweis:  Es  ist  eine  bekannte  Tatfache  und  wird  hier  nur  noch 
einmal  wiederholt,    dass  der  Kreißumfang  in  360°,  jeder  zu  60',  jede 
Minute  zu  60"  eingeteilt  ist.     Die  Aufgabe,   die  hier  zu  löfen  ist,  ist 

die  Berechnung  des  n.     Man  fetze  —  n  =  a  +  b,  dann  i*t 


*     u       *     Z1  \         tan  O/t  »)- 


—  tana 
tana 


Da  nun  tan  —  n  =  1  ist  nach  Zahlenl.  472,  fo  hat  man 
4 

tan  b  =  —. und  —  =  a  +  b 

1  +  tan  a  4 

1.  Setzt  man  hier  tan  a  =  — ,  fo  folgt  tan  b«=-- 

alfo  —  =  arc(tan  =  -s-j  -+-  arcl  tan  =  -~-J 

Setzt  man  a  =  2  a,  fo  erhält  man 

2  tana  A      ,        1  —  tana 

tan  a  =  -: —  tan  b  = 


n 


1  —  (tana)a 


1  +  tana 


und  —  =  2  a  +  b 
4 


2.  Setzt  man  hier  a  =  */8,  fo  folgt  b  =  1/7  und 

-^-  =  2  arc  (tan  =  Vs)  +  arc  (tan  =  i/f ) 

3.  Setzt  man  hier  a  =  ','$,  fo  folgt  b  =  1/41  und 

—  =  2  arc  (tan  =  */,)  +  arc  (tan  =  1/41) 

4.  Setzt  man  hier  a  =  */18,  fo  folgt  b  =  1/66  und 
=  2  arc  (tan  =  8/18)  +  arc  (tan  =  i/ie) 


n 


Hieraus  folgt   dann 


n 


-£-  =  0,78539  81633  97448  30961  56608  45819  87572  10492  9235 

4 

und  daraus  n  —  4c,  l°=c:45    l'ssc:  (45-60)    l"  =  c  :  (45.6060.) 

Die  Mathematiker  haben  Ach  lange 
Zeit  bemüht,  wenn  der  Durchmesser  ab 
gegeben  ist,  die  Länge  eines  Kreis- 
wnftuages  in  einer  geraden  Linie  durch 
Zeichnung  zu  gewinnen-,  fie  nannten  diefe 
Aufgabe  die  quadratura  circuli.  Meinem 
Bruder  ist  es  gelungen,  diefe  Aufgabe 
Ittr  die  ersten  6  Dezimalstellen  genau  zu  h 
löfen.  Ich  erlaube  mir  die  Löfung  kurz 
Folg  elehr  •. 
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beizufügen.    Sei  ab   der  Durchmesser,   fo  zeichne  man  ein  Quader  über   ab, 

7 

alfo   abcd,   teile   eine   Seite    cb    in    8   gleiche  Teile   und  mache  ce  =  -g-  cb 

7  11 

=  -^ab,  dg  =  -g-  ad  =  -=-  ab.    Nun   ziehe  man   de  und  fenkrecht  darauf  et, 

welche   die  verlängerte  de  in  f  schneide,   ziehe  fg  und   fenkrecht   darauf  gh, 

welche  die  verlängerte  de  in  h  schneide.    Dann  ist  cea  =»  cf  «cd,  und  dg3  s:  df -dh 

ce2       49  113 

oder  es  ist  cf  =  -^  ss  "grab   un<*    df  =  cf  +  de  =a  -gr-  ab, 

dga       Vi  (»b)a       16 
dh  ==  -%--  =  — vp —  ss  jjg  ab,  mithin  ist  dann 

3  ab  +  dh==ab  +  bc  +  chss(3  +  ^|)  ab  =  8,141602920664  ab 
mithin  da  n  =  3,141592653590  ab 


fo  beträgt  der  Unterschied  nur  0,000000266764 

d.  h.  eine  Größe,  welche  bei  der  Zeichnung  nicht  mehr  zur  Geltung  gelangt 

72.  Satx.    Es  ist,  wenn  x*  <  1 

,  .     1  x*   ,   13 x*   ,    18.5x'  . 

fil-8-5- ■(»-!)     x»«+i 

246  •  -2a  •    (2a  +1) 

1  r      ,     1  x«       Mi"    .         "■ 

are  (cos  =  x)  =  —  n  —  I  x  -f  ---^  +  5-,  -*-  + 


-£-* 


S        24  5 
1135.  •  •  (2a— 1)     x**+1 


246..    2a-    (2a +  1) 

Der  Satz  wird  im  Folgenden  nicht  gebraucht,  ich  füge  für  diejenigen, 
welche  ihn  abzuleiten  wünschen,  die  Ableitung  bei.  Die  Entwicklung  ist  kurz 
folgende: 

Es  fei  arc  (sin  s=  x)  =  Cj  x  -(-  ca  x2  -)-  •  •  • 

Wir  betrachten  nun  arc  (sin  ssx  +  y)  und  fei  a ä arc  (ein  =  x)  und 
b  =  arc  (sin  s=  x  -|-  y)  gefetzt,  dann  ist  x  =  sin  a  und  x  -j~  y  =  ein  b. 
Sei  nun  arc  (sin  =  x  -|-  y)  =  arc  (sin  ss  x)  -f-  z  gefetzt,  fo  ist 

b  =  a  -|-  z,  mithin 

sin  b  =  (sin  a) »cos  z  -f-  (cos  a)  sin  z 

=  (sin  a)  •  coe  z  -|-  y  1  —  (sin  a)a  sin  z. 
Alfo 

x  -|-  y  ss  x»cos  2  -f-  ^  1  —  x2  sin  z. 
oder  indem  man  für  cos  z  und  sin  z  nach  68  und  69  die  Reihen  fetzt  und  die/« 
bis  zur  ersten  Höhe  von  z  entwickelt 

x  +  y  =  x  (l+...)  +  yT=IT  (■+...) 

=  x  +  zf  1  —  x*    +... 
Mithin  wird 

y=rz  \  1  —  x'    +... 
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Es  ist  aber  nach  * 

arc  (sin  =  x  +  y )  =  c^  (x  -f-  y)  +  ca  (x  +  y)a  -+-  •  •  =»  arc  (sin  =  x)  +  z 

alfo  ciX  +  <4  x*-| f-y  (cj  +  2cjx-f  8c,  xa  +  ..)+...=arc(sin  =  x)  +  z 

Mithin  da  nach  *  arc  (sin  =  x)  sr  «h  x  -f  ^  x* +•  •  ift,    fo  bleibt 

y  (c, +  2  c,  x  +  3  Ca  x>  +  . .)+••=*• 
Setzt  man  hier  aas  **  den  Wert  von  y,  fo  erhält  man 

}/  1  —  x»    (c1+2c,x  +  3c3xJ  +  ")H ssz 

Da  nun  nach  28  die  Vorzählen  von  z  gleich  fein  müssen,  fo  folgt 

V  1  —  x'J  (q  +  Ca  x  -f-  3  C3  xa  -+"•*)  =  1      d.  h.  wenn  man  nach  53 
(1  — x2)"-1'2  entwickelt 


^Hx'+-H 


*«+• 


«,+2e1x+8cx.+...=  (l-xT  -  •    2   "    '  2-4 ~ -Jü^ 

Alfo,  da  nach  28  die  Vorzählen   der  entsprechenden  Höhen   von  x  gleich  fein 
müssen,  fo  folgt  Ca,  c4,  ctf  •••  =  0  und 

1.3.5 


d»l;  8csr=^,    5c5=^,    7^  = 


uv  1  11«       1-3 

mithin  c1  =  l,  c3  =  __3,cs  =  2T4 


C7  = 


2.4.6 
1-8.5 


f.    W. 


arc  (sin  =  x)—  x  + 


+ 


13 


2      3    '  2-4 


x»  ,   L3.5 
ö"*"  2-4-6 


2.4.6 


1 

7U- 


f.  w.    alfo 


arc  (cos=sx)  =  _J-arc  («n  =  x)  =  -!L-[x  +  .* 


■  •  and  nach  Zahlenl.  460 
1-3 


XV 
"3+274 


■  + 


-] 


Bemerkt  möge  noch  werden,  dass  die  Vorzahlen  diefer  Reihe  die  folgen- 
den Werte  haben. 

1. 
2-8 
1.3 
2-4.5' 
1.3.5 


2.4.6.7 
1.8.5.7 


=  0,16666  66667 
=  0,07500  00000 
0,04464  28571 


2.4.6.3.9 
1.3.5.79 


=  0,03038 19444 


2-4. 
1.8- 


•10-11 
.  9-11 


=  0,0223721591 


2.4-- 
1.8.« 


.12-13 
•11.13 


=  0,01735  27644 


2.4- 
1.8- 


.14.15 
•13.15 


=  0,0139648437 


2-4- 
1-8. 


.16-17 
.15-17 


2.4. 
1-8. 


•18.19 
..17-19 


2.4- 
1.8. 


-20-21 
.19-21 


=  0,0115518009 
=  0,0097616095 
=  0,0083903358 


2.4. •• -22.23 


=  0,0073125259 


log  =  9,221 8487 
log  =  8,875  0613 
log  =  8,649  7519 
log  =  8,482  6156 
log  =  8,349  7078 
log  =  8,239  3687 
log  =  8,145  0360 
log  =  8,062  6497 
log  =  7,989  5214 
log  =  7,923  7794 
log  =  7,864  0685 


73.  Folgeiehre.  52 

73.  Sati.    Es  ist,  wenn  x2  <  1  iit, 

wo  af  =  l-2-3  •  o  ist 

Beweis:  Nach  68  und  69  ist,  da  x3  <  1  ist,, 
sin  x  =  x  -f  a8  x»  -f  a*  x8  +  »7  *M — 
cos  x  =  1  +  aa  x*  +  *4  x4  +  a6  x6  H — 

1.  Es  ist  nach  Zahlenl.  452 

#  sin  (x  +  y)  =  (sin  x)  cos  y  -f-  (cos  x)  sin  y 

und  wenn   man  jede  Seite   nach  Reihen   entwickelt,   wobei  man   die 
höhern  Höhen  von  y  unentwickelt  lassen  kann,  fo  ist 

sin(x  +  y)  =  x  +  y  +  a,  (x  +  y)8  +  a,  (*  +  y)5  +  «7  (»•+  yV  +  •• 

=  x  +  y  +  a8  (x3  +  3  x'y  +  .  •)  +  a,  (x«  +  5  x4y  +  .  •) 

+  a7  (x*  +  7  x6y+..) 
=  (x  +  **  X«  +  a8  x«  +  v )  +  y  (1  +  3  a,  x>  +  5  a,  x4 

+  7  a,  x6  +  ••)  +•• 
«  sin  x  -f  y  (1  -f  3as  x*  +  5a$  x4  +  7a7  x«  +  ••)+•  • 
(sin  x)  cos  y  =  sin  x  (1  +  a*  ya  +  •  *)  =**  sna  x  +  •  •  • 

(cos  x)  sin  y  =  (1  -f  a*  x*  -f  a4  x4  -f  a6  x«  +  .  •)  y  H 

=  y  (1  +  a,  x2  +  a*  x*  +  a6  x«  +  .  •)  +  •  •  • 
mithin  wenn  wir  die  Werte  in  #  einfetzen 
sin  x  +  y  (1  +  3a8  x*  +  5a«  x*  +  7a7  x«  +  ••)+•  • 

=  sin  x  +  y  (1  +  a^  xa  +  a4  x4  +  a6  x«  -f  •  •)  H 

Da   nun    nach  28   die  Vorzählen  von  y  einander  gleich   fein  müssen, 
fo  folgt 

1  +  3a3  x*  +  5a5  x4  +  7a7  x«  +  •  •  =  1  +  a,  x*  +  a4  x4  +  a6  x«  +  •  • 
Da   nun   wieder  nach   28   die   Vorzählen   der   entsprechenden  Höhen 
von  x  einander  gleich  fein  müssen,  fo  folgt 
f  3a3  =  aj     5a5  =  a4     7a?  =  a6  u.  f.  w.  d.  h. 

a*  =  -g-    a*  =  X     a*  =  "6  5  überhaupt  a*^  =  -^T 

2.  Es  ist  ferner  nach  Zahlenl.  452 

••  cos  (x  +  y)  =?  (cos  x)  cos  y  —  (sin  x)  sin  y 

und  wenn   man  jede  Seite   nach  Reihen  entwickelt,    wobei   man   die 

höhern  Höhen  von  y  unentwickelt  lassen  kann,  fo  ist: 

cos  (x  +  y)  =  1  +  a^  (x  +  y)»  +  a4  (x  +  y)4  +  a6  (x  +  »•  +  •  • 
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=  H- a,  (x' +  2  xy  +  •  0  +  a,  (x«  +  4  x»y  f  •  • ) 

+  a,  (x«  +  6x«y  +  ..)+•• 
=  1  +  a,x'  -f  a4x*  +  aex«  +• .+  y  (2a,  x  +  4a4x« 

+  6ägx»  +  ..)+-- 
=  cosx  +  y  (2aa  x  +  4a*  x»  +  6a«  xH )  +  •  • 

(C08X)C08Y  s=C08X*(l   +  #  0  =  C08  X  +  •  • 

(sin  x)  sin  y  =  (x  -f  a3  x»  +  a,  x«  +  - . .)  (y  -] ) 

=  y  (x  +  83  xa  +  a*x*  +  ")+•  •• 
mithin,  wenn  wir  die  Werte  in  **  einfetzen 

cos  x  +  y  (2a*  x  +  4a4  x«  +  6a«  x*  +  •  OH 

=  cos  x  —  y  (x  +  a*  x»  +  a5  x»  +  •  •)  -f  . . 

Da   nun  nach  28  die  Vorzählen   von  y  einander  gleich  fein  müssen, 
fo  folgt 

2ajx  +  4a4x»  +  6aixH =  —  x  —  a,x»  —  a5  x* 

Da  nun   wieder   nach   28   die  Vorzählen   der  entsprechenden  Höhen 

von  x  einander  gleich  fein  müssen,  fo  folgt 

2a*s=3  —  1,     4a4  =  —  83,     6a«  =  —  a5  u.  f.  w.,  d.  h. 

a,  =  —  y,    a4  =  -— ,    8«  =  -  ■£,  überhaupt  <4ft+8  =  -  -£s±L    tf 


Verbinden  wir  demnach  die  Formeln  f  und  fh  fo  ergiebt  fleh 
a»  —        o~»  a»  — •  o  —       o  q'  a< 


3  "~      2-3'    *"~       4  "~  1.2-3-4' 


*=--     ' 


5         1.2.3.4.5 
1 


*•  6  1.2.3-45.6' aT~"  7  "~       12- 3.4.5.6. 7 

Es  ist  demnach,  da  1-2-3- --a  =  a! 

•    u.  x»       x»       x»  fl  ^siti 

8inx  =  x  — Tr  +  -— —  T7+..  =0(—  l)a^= 

3!       5!       7!  **       >  (2a+l)! 


COS  X  =  1  — 


2! 


+  TT"~"67+"  =S(-1)' 


.  Bat*.    &  ist,  wenn  x1  <  1  und  Ar  cot  x  auch  x  £  0  ist,  74. 

'       *  — x  +  1.8  +  18-5  +  l-8  67-3  +  135. 793  +  " 
1        xl  x»  2x*  x* 

OOt  X=s -^-s  — 


x       1-3       1-3-53       135-7  9      l-S-5-7-9-5 
2x»  _ 

13  5  7-911  9      " 
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Der  Satz  wird  nicht  gebraucht  und  ist  nur  der  Vollständigkeit  wegen 
eingerückt.    Man  erhält  ibn,   wenn  man  tan  x  =  x  +  *3  z3  -}-.*s  z*  +  -  •    fetzt 

sin  z  ^  (tan  x)  cos  z   und  cot  =  —  +<h  z  +  C3  z8  -j~  •  •  •  fetzt  und    cos   z 

=  (cot  x)  sin  x  nimmt  und  beide  Seiten  in  Reihen  nach  x  entwickelt. 
75.  Die  Berechnung  der  Cosinus,  Tang  und  Cot  ans  den  Sinns. 

Die  Berechnung  der  Winkeltafeln  oder  trigonometrischen  Tafeln  beginnt 
mit  der  Berechnung  der  Sinus  bez.  ihrer  Loge.  Bekanntlich  ist  cos  (90°  —  z) 
=  sin  x,  hat  man  demnach  die  fämmtlichen  Sinns  und  ihre  Loge  berechnet,  fo 

sin  z 


hat    man   die    fämmtlichen    Cosinus   und    ihre  Loge,   und   da  ttan  z  = 


cos  z 

und  cot  z  s=  i08  x   oder  da  log  tan  z  =  log  sin  x  —  log  cos  z  und  log  00t  z 
sin  z 

—  log  cos  x  —  log  sin  z  ist,  fo  hat  man  mit  den  Sinus  und  ihren  Logen  auch 
die  Tangenten  und  die  Cotangenten  beide  mit  ihren  Logen.  Es  genügt  dem- 
nach zunächst  die  Berechnung  der  Sinus  und  ihrer  Loge  für  alle  Winkel  von 
0°  bis  90°  oder,  was  ganz  dasfelbe  ist,  die  Berechnung  der  Sinus  und  der 
Cosinus  nebst  ihren  Logen  für  alle  Winkel  von  0  bis  45°,  da  cos  (45°  —  x) 
ss  sin  (90«  —  (45«  —  z))  =  sin  (90*  —  45"  +  z)  =  sin  (45*  +  z)  ist.  Wer  die 
Winkelgrösen  nicht  berechnen  will,  kann  die  Sätze  75—79  überschlagen. 
76.  8a ts.    Berechnung  der  Loge  der  Winkelgrösen  für  die  Sekunden 

und  Minuten  bis  0°  SO7. 

Bezeichne  %  die  Zahl  der  Sekunden,  s  die  Gröse  einer  Sekunde,  geteilt 
durch  den  Halbmesser,  und  b  die  Zahl,  bis  zu  welcher  die  Rechnung  genau  /ein 
foll,  alfo  bei  7  stelligen  Logen  5-10  ,  bei  5  stelligen  Logen  5  »10""  >  fo 
haben  wir 

cos  «8  =  1  -  *li! + »•-•.• .   •• 8' '  a$  8' 


24        720    '  40320 

1*8  n3    .     , 

sin  as ; 


1 M      a8  s8  ,   a5  s*      a7  s7  ,     a9  s9 
tas      —_  -f- 


6      '    120       5040 

Hier  kann  man  die  folgenden  Glieder  unberiickAchtigt  lassen,  wenn  bei  cos  as 
das  erste  Glied  kleiner  als  b,  und  wenn  bei  sin  as  das  erste  Glied  kleiner  als 
asb  ist.    Hieraus  ergiebt  Ach,  man  kann  unberückAchtigt  lassen 

Bei  7stelligen  Bei  5stelligen 

£•     wenn  log  a  <  _  (log  b  +  log  2)  —  log  s, 

a8  a3  1 

_^-,  wenn  log  a  <  — -  (log  b  +  log  6)  —  log  s, 
6  2 

?_|-,  wenn  log  a  <  -_  (log  b  -f  log  24)  —  log  s, 

*£,  wenn  log  a  <:  i-  (log  b  +  log  120)  -  log  s, 

^J^  wenn  log  a  <  -1  (log  b  +  log  780)  —  log  s, 

?L?L  wenn  log  a  <  -1  (log  b  +  log  5040)  —  log  s,  14«  2^  0"  31«  1'  24" 
0040  6 


wenn  a 
kleiner  als 
1'    5" 

wenn  a 
kleiner  als 
10*52" 

1'52" 

18'  49" 

lo  53'  46" 

5°  59*  48* 

2«  50*   8" 

80  58*    2" 

10«  24*  40" 

220  25*50" 
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Man  findet  dann  fdr  die  Winkel  von  1"  bis  1'  52"  die  7  stell  igen  Loge 
des  Sinus  einfach,  indem  man  den  Log  von  1"  =1,6855749  —  10  zu  dem  Loge 
tob  a=der  Zahl  der  Sekunden  zufügt,  die  7  stelligen  Loge  des  Cosinus  find 
für  die  Winkel  von  1"  bis  1'  5"  gleich  0  =r  10,000  0000  —  10.  Bei  den  5  stelligen 
Logen  findet  man  in  gleicher  Weife  die  Loge  des  Sinus  bis  18'  49",  die  des 
Cosinus  bis  10"  52". 

Bei  den  grösern  Winkeln   ist  die  Sache  weitläufiger,  da  muss  man  beim 

Sinus,  wie  beim  Cosinus  noch  das  zweite  Glied  der  Reihe  berückAchtigen,  und 

kann  dann  bei  7 stelligen  Logen  die  Loge  des  Cosinus  bis  1°58/,  die  Loge  des 

Sinus  bis  2°  5C,  bei  5stelligen  Logen  die  des  Cosinus  bis  5°  59',  die  des  Sinus 

bis  8°58/  berechnen.    Man  berechnet  dann  für  eine  ganze  Reihe  von  Winkeln 

as,  etwa  für  die  60  Minuten  eines  Grades  den  log  as,  daraus  den  log  a3  ea  =  2  log  os, 

9?  s^  a3  83 

und    log  --—-,   ebenfo    log   a3  s3  =s  3    log  as    und  log  — — .    Dann  schlägt 
Ä  6 


man  der  Reihe  nach  zu  log 


die  Zahl,  d.  h. 


aa  sa 


auf  und   zieht   diefe 


a*  s 
2  2 

von  1  ab,   fo  hat  man   den  cos  jts^und,    wenn  man   den  Log   dazu  aufschlägt, 

a3  s3 
6 
a*s* 
6 
man  den  Log  dazu  aufschlägt,  den  log  sin  as. 

Das  folgende  Beispiel  macht  das  Verfahren  anschaulich. 


den  log  cos  as.    Endlich  schlägt  man  der  Reihe  nach  zu  log   ^-^-   die   Zahl, 

aa  s3 
d.  h.    —J—  auf  und  zieht  diefe  von  as  ab,   fo  hat  man  den  sin  as  und,   wenn 


Winkel 

as 

log  as 

log  aa  sa 

log-2- 

log  a3  s3 

log-g- 

lo  (K 

0,017  4588 

8,2418774 

6,483  7548 

6,182  7248 

4,725  6322 

3,947  4809 

!•  V 

0,0177442 

8,2490564 

6,498 1128 

6,1970828 

4,747 1692 

3,9690179 

10  2' 

0,0180851 

8,256 1185 

6,5122370 

6,2112070 

4,768  3555 

3,9902042 

1*3' 

0,0188259 

8,2680653 

6,526 1306 

6,225 1006 

4,7891959 

4,0110446 

1°4> 

0,0186168 

8,2699050 

6,5398100 

6,2387800 

4,809  7150 

4,031 5637 

!•& 

0,0189077 

8,2766387 

6,5532774 

6,2522474 

4,829  9161 

4,0517648 

Winkel 

a's* 

6 

sin  as 

log  sin  as 

a*sa 
2 

cos  as 

log  cos  as 

VV 

0,0000009 

0,0174524 

8,2418553 

0,0001523 

9,9998477 

0,999  9338 

1°  V 

0,0000009 

0,0177433 

8,2490332 

0,0001574 

9,999  8426 

9,999  9316 

\*2? 

0,0000010 

0,0180341 

8^560943 

0,0001626 

9,999  8374 

9,999  9294 

1*8' 

0,0000010 

0,0183249 

8,2630424 

0,000 1679 

9,999  8321 

9,9999271 

104/ 

0,0000010 

0,0186158 

8,2698810 

0,0001733 

9,9998267 

9,999  9247 

V  V 

0,0000011 

0,018  9066 

8,2766136 

0,0001787 

9,999  8213 

9,999  9224 

Wenn  nur  fünfstellige  Loge  der  Winkel  grösen  gefucht  werden,  vereinfacht 
fi^h  die  Arbeit  ungemein  durch  die  Tafel  für  den  Log  des  Unterschiedes,  wenn 
die  Loge  der  Summe  und  des  andern  Stückes  gegeben  And.  Auf  diefe  Weife 
erhalten  wir  die  folgende  Tafel. 


77. 
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Tafel  ftr  die  Minuten  Ton  0°  bii  30  Minuten. 

Minute 

Sinus 

Logsinus — 10 

Cosinus 

Log  cos.  — 10 

Letzte  flteD* 
depLogeof. 

1 

0,000  2909 

6,463  7261 

1,000  oooo 

10,000  0000 

—   0 

2 

5818 

6,764  7561 

0,999  9998 

9,999  9999 

—   1 

3 

8727 

6,940  8473 

OOOA 

9998 

—   2 

4 

0.001  1636 

7,065  7860 

9993 

9997 

-   3 

5 

4544 

7,162  6960 

9939 

9995 

-   5 

6 

7453 

7,241  8771 

9985 

9993 

-   7 

7 

0,002  0362 

7,308  8239 

9979 

9991 

—   9 

8 

8271 

7,366  8157 

9973 

9988 

-  12 

9 

6180 

7,417  9681 

QQAfi 
uuOO 

9985 

-  15 

10 

9089 

7,463  7255 

9958 

9982 

-  18 

11 

0,003  1998 

7,505  1181 

9949 

9978 

-  22 

12 

4907 

7,542  9065 

9939 

9974 

-  26 

18 

7815 

7,577  6684 

9928 

QQAQ 

—  31 

14 

0,004  0724 

7,609  8530 

9917 

9964 

-  36 

15 

3633 

7,639  8160 

9905 

9959 

—  41 

16 

6542 

7,667  8445 

9892 

9958 

-  47 

17 

9451 

7,694  1738 

9878 

9947 

—  53 

18 

0,005  2360 

7,718  9966 

9863 

9940 

—  60 

19 

5268 

7,742  4775 

9847 

9934 

-  66 

20 

8177 

7,764  7537 

9831 

9927 

—  73 

21 

0,006  1086 

7,786  9427 

9813 

9919 

-  81 

22 

3995 

7,806  1458 

9795 

9911 

-  89 

23 

6904 

7,825  4507 

9776 

9903 

—  97 

24 

9813 

7,843  9338 

9756 

9894 

-  106 

25 

0,007  2721 

7,861  6623 

9736 

9885 

-  115 

26 

5680 

7,878  6953 

9714 

9876 

-  124 

27 

8539 

7,895  0854 

9692 

9866 

-  184 

28 

0,008  1448 

7,910  8793 

9668 

9856 

-  144 

29 

4357 

7,926  1190 

9644 

9845 

-  156 

30 

7265 

7,940  8419 

9619 

9835 

-  165 

77.  Sati.    Die  Berechnung  einzelner  Sinus  und  Cosinus. 

Seien  a  und  b  die  beiden  Katheten, 
und  zwar  a  die  gegenüberliegende  vom 
Winkel  x,  c  die  Hypotenufe,  fo  ist 

cJ  =3aa-|-ba  und  ist  sin  x  =  —und  cosx=-5. 
c  c 

Bei  45°  müssen  wir  vom  gleichschenk- 
ligen rechtwinkligen  Dreiecke  ausgehen.  Hier 
ist  assb,  mithin  c*sa2aa  und  c  =  T^2~» 
oder  a  =  c  ^/7,  mithin  ist 


sin  45o 


-G)*- 


''-^o»''*. 


cos   46° 


57 


Berechnung  der  trigonometrischen  Logarithmentafel. 


77. 


=  £iy/>  =-  *  (2)1'2  =r 0,707106781186. 

Bei  30°  müssen  wir  vom  gleichfeitigen 
Dreiecke  ausgehen,  dessen  Winkel  60°  And,  das 
Lot  aus  der  Spitze  hautet  die  Grund  feite.  Es 
ist  2a  =a  c,  mithin 

sin  30<>  =  -i  =0,6  cos  80°=r  (l  -  *  V'a 

=  ^  ®  V' >  =  *  (  3  V'a=  0,8660254037836 

Bei  18°  müssen  wir  vom  gleichschenk- 
ligen Dreiecke  ausgehen,  dessen  Winkel  in  der 
Spitze  36°  betragt.  Jeder  Winkel  an  der 
Grundfeite  betragt  dann  72°  und  wenn  die 
Linie  BE  diefen  Winkel  hälftet,  fo  beträgt 
jeder  halbe  Winkel  36°  und  ist  Dreiek  AEB 
und  Dreieck  BCE  gleichschenklig  und  ist 
AE  =  EB  =  CB  =  2a  und  CA  =  c,  auch  ist 
Dreieck  ABC  und  BCE  ähnlich,  allb  AC  :  CB 
=  CB  :  CE  d.  h  c  :  2a  t=r  2a.:  c  —  2a,  mithin 
c  (c  —  2a)  ss  4aa,  mithin  ist  ca  —  2ca  =  4aa 
und  ca  —  2ca  +  aa  =  öaa,  alfo  (c  —  a)a  ss  5aa 


und  c  =  &((5)l2  =  i\ 


und  sin  x  =  — : 
c 


W'+i" 


?h 


((*>*'»  1 +)  ((6)'/« -l) 


_  (5)'ft-l_(5)'/a-l 
5-1  4 


CO«   X  : 


0,309016994375 
(l-rinxO,/,  =  4-(lO  +  2(5),/0/' 


*T«Äf=M* 


^i+^y 


=  0,9510565 
Aus  diefen  Werten  finden  wir  nun  leicht  nach  Zahlenl.  455 
/l-cos_xy/a  1  /1  +  cos 

2        /  2  V       2 

und  findet  man  darnach  in  Verbindung  mit  den  Formeln  Zahlenl.  452  und  463 
sin  (x  +  y)  =s  (sin  x)  •  cos  y  +  (cos  x)  •  sin  y 
cos  (x  +  y)  =  (cos  x)  «cos  y  Ifl  (sin  x)  •  sin  y 
leicht  die  Werte  der  8inus  und  Cosinus  von  22Va°,  15°,  7,/aa,  18°,  9«,  4V  voii 
3«=sl8«  — 15«  und  lVa°,  von  2«=:lVa0  + Va°  von  7°  ss  7Va  °  —  Va  °  und8Va° 
und  von  2Va°  =  3°  —  Va°  und  daraus  nach  Zahlenl.  454  für  die  doppelten  Winkel 
4»,  6«,  6«,  7»,  8»,  9°,  10°,  12«,  14«,  15°,  16°,  18»,  20»,  22>/a°. 

Hierdurch  finden  wir  demnach  die  Sinus,  die  Cosinus  und  ihre  Loge  von 
halbem  zu  halbem,  bezüglich  von  ganzem  zu  ganzem  Grade. 


78. 


Folgelehra. 


HS 


Die  folgende  Tafel 

giebt  uns  diefe  Werte. 

Grad 

Sinus 

Log. 

sinus 

Cosinus 

1  Log.  cosinus 

t 

0,017 

4524 

8,241 

8566 

0,999 

8477 

9,999 

9688 

Vh 

0,026 

1769 

8,417 

9190 

0,999 

6573 

9,999 

8512 

2 

0,034 

8996 

8,542 

8192 

0,999 

3906 

9,999 

7854 

«Vi 

0,043 

6194 

8,639 

6796 

0,999 

0482 

9,999 

5865 

3 

0,052 

3860 

8,718 

8002 

0,998 

6295 

9,999 

4044 

8V. 

0,061 

0485 

8,785 

6753 

0,998 

1848 

9,999 

1892 

4 

0,069 

7565 

8,848 

5845 

0,997 

6641 

9,998 

9408 

4Va 

0,078 

4591 

8,894 

6438 

0,996 

9178 

V,«Wo 

6691 

5 

0,087 

1657 

8,940 

2960 

0,996 

1947 

9,998 

8442 

6 

0,104 

5285 

9,019 

2346 

0,994 

5219 

9,997 

6148 

7 

0,121 

8693 

9,085 

8945 

0,992 

6462 

9,996 

7507 

8 

0,139 

1731 

9,143 

5568 

0,990 

2681 

9,996 

7528 

9 

0,156 

4345 

9,194 

3324 

0,987 

6883 

9,994 

6199 

10 

0,173 

6482 

9,239 

6702 

0,984 

8078 

9,996 

8615 

11 

0,190 

8090 

9,280 

5968 

0,981 

6272 

9,991 

9466 

12 

0,207 

9117 

9,817 

8789 

0,978 

14176 

9,990 

4044 

13 

0,224 

9511 

9,352 

0680 

0,974 

9701 

9,968 

7289 

14 

0,241 

9219 

9,883 

6752 

0,970 

2957 

9,986 

9041 

16 

0,268 

8190 

9,412 

9962 

0,965 

92V 

9,984 

9488 

78.  gats.    Die  Berechnung  der  Winkeltafeln  von  0  bii  16°. 

Nachdem  wir  die  Sinus  und  Cosinus,  fowie  ihre  Loge  fär  die  einzelnen 
Minuten  von  0°  und  die  für  die  ganzen  bez.  halben  Grade  kennen  gelernt  haben, 
fo  können  wir  nun  die  Sinnt  nnd  Cosinus,  fowie  ihre  Loge  für  die  fammt- 
lichcn  Minuten  von  0  bis  16°  durch  die  Formeln 

sin  (x  +  y)  =  (sin  x)  •  cos  y  +  (cos  x)  •  sin  y 

cos  (x  +  y)  ^s  (cos  x)  •  cos  y  +  (sin  x)  •  sin  y 
entwickeln.    Die  Arbeit  geht  fehr  leicht  nnd  schnell,   wenn  man  Ae  in  Tafeln 
ausfahrt.    Es  ist  ja 

log  sin  x  -j-  log  cos  y  =  log  (sin  x)  cos  y 

log  cos  x  +  log  sin  y  =  log  (cos  x).  sin  y  u.  f.  w. 
Hierbei  ist  darauf  zu  achten,  dass  bei  jedem  log  hinten  —  10  zu  ergänzen 
ist,  und  dass  man  viel  kürzer  verfährt,  wenn  man  statt  log  cos  x  in  der  Form, 
der  Tafel  —  10  zuzufügen,  lieber  den  negativen   log  cos,   der  auf  den  letzten 
Stellen  nur  wenige  Ziffern  enthält,  zufügt 

Man  muss  dann  zu  log  (sin  x)  cos  y  u.  f.  w.  die  Zahlen  auflachen  nnd 
dann  (sin  x)  cos  y  +  (cos  x)  sin  y  nehmen  und  wieder  die  Loge  aofrcalagen, 
oder  wenn  man  nur  die  letztere  nnd  zwar  fünfstellig  facht,  den  log  (a  +  b) 
aus  log  a  und  log  b  nach  der  Hülfstafel  für  die  Loge  der  Summen  und  der 
Unterschiede  aufziehen.  Die  Arbeit  ist  eine  überaus  leichte,  wie  das  folgende 
Beispiel  zeigt  und  ist  es  dringend  wünschenswert,  dass  Ach  Jeder  durch  eine 
Berechnung  von  der  Leichtigkeit  der  Arbeit  überzeuge. 


59 


Berechnung  der  trigonometrischen  Logarithmentafel. 


79. 


Beispiel  einer  Berechnung  für  Sinus  und  Cosinus  der  Minuten  eines  Grades  und 

zwar  für   10°.    Es  ist   zu    bemerken,   dass    log   cos    10°  ä  —  0,0066485  und 

log  sin  10°  ss  9,2396702  ist 


Min. 


log  log 

(iin  z)  eoi  y[(coa  x)  «in  y 


(«ta  x)  co«  y 


(cof  x)  ain  y 


sin  (x+y) 


sin  (x— y) 


»— y 


V 
2' 


0  9,289  6702  6,457  0776|0,173  6482(0,000  2865|0,173  9847|0,173  8617 

1  9,2896701 

2  9,239 


6,758 1076|0,173  6481(0,000  2780|0,174  2211(0,178  0751 

7887 


6700  6,984 1988  0,178  6481  0,000  8594  0,174  5075  0,172 


9°69/ 
9°  58* 
9°57' 


9,289  6699|7,059 1375(0,173  6480(0,001 1459  0,174  7939*0,172  5021 9°  56' 

0,1722157 


7,156  0475  0,178  6480  0,001 4828  0,175  0603 
7,285  2286|0,173  6479(0,001 7188  0,175  3667 


0,1719291 


9°  55* 
9°54' 


k&   I   log   T   "   T 

(e^x)c^y|Ux)ainyl(C0>')C0<yl< 


Min. 


Leiste 
Stalle 


(siiix)iiay 


cos  (x+y) 


cos  (x— y)  x— y 


1' 
2/ 
3' 
4' 


,99335155,7033963 
-  1 19,993  3514  6,00442681 


0 
1 

—  219,993 

—  3  9,9933512 

—  6  9,993 

—  7 19,993  350816,481 5471 


,000  0505  0,984  7575  0,984  8585  9*59' 


>,984 

1,984  807710,000 101010,984  7067 
3513|6,180  5175^984  8075|0,000 1515  0,984  6560  0,984  9590(9°  5T 

,684  8072|0,000  2020|fc984  6052|0,985 
8510|6,402  3662|0,984  8061 

1,984  8065|0,000  3031 


0,984  9087  9°  58* 
9590 

0092  9°  56' 

,000  252610,984  5548)0,985  0595  9°  55' 

0,984  5034  0,985 1096  9*54' 


Bati.    Die  Berechnung  der  Winkeltafeln  Ton  15f  bis  90°. 

Da  der  sin  (90°  —  x)  =  cos  x  und  cos  (90°  —  x)  =  sin  x,  fo 
haben  wir  aus  den  Winkelgrösen  von  0°  bis  15°  auch  die  für  75°  bis 
90*.  Wir  dürfen  alfo  nur  noch  die  Winkeltafeln  für  die  Winkel  von 
15°  bis  75°  berechnen.  Aber  da  auch  der  sin  (45*  +  x)  =  cos  (45«— x) 
und  cos  (45*  +  x)  =  sin  (45°  —  x),  wie  wir  in  75  fahen,  fo 
dürfen  wir  nur  noch  die  Sinus  und  Cosinus  für  die  Winkel  von  15* 
bis  45°  berechnen. 

Für  (liefe  legen  wir  die  Formeln  zu  Grunde 
sin  (30*  +  x)  =  (sin  30«)  cos  x  ±  (cos  30«)  sin  x 

=  —  cos  x  +  0,8660254037835  sin  x 
cos  (30*  +  x)  s=  (cos  30«)  cos  x  +  (sin  30«)  sin  x 

=  0,8660254037835  .  cos  x  +  —  sin  x. 
Die  Berechnung  mittelst  Loge  ist  hienach  leicht. 


79. 


80.  60 


Zwteiter  Abschnitt  der  Folgelehre:  Die  höhere 
Folgelehre  oder  die  Lehre  von  den  Diffen  und 
,    von  den  Integern  einer  Veränderlichen. 


80. 


7.     Die  allgemeinen  Sätze  über  Diffe  oder 
Differentialquotienten. 

Die  Lehre  von  den  Differentialquotienten  oder  Diffen  leidet  in  fast 
allen  mathematischen  Werken  noch  an  Fehlern  und  Unklarheiten  in 
der  Ableitung,  welche  vermieden  werden  müssen,  wenn  diefe  Lehre 
ganz  unzweifelhaft  und  streng  wissenschaftlich  werden  foll.  Die  Lehre 
wird  aber  überdies  durch  Befestigung  diefer  Mängel  überaus  leicht  und 
elementar,  jedenfalls  für  den  Anfänger  viel  klarer  und  ficherer.  Ich 
bitte  die  geehrten  Lefer  auf  diefe  Seite  der  Darstellung  befonders  achten 
zu  wollen. 


-8Sv« 


wenn  ya  <  1  ist  und  U  (x  +  y)  stets  wächst,  bei.  stets  abnimmt,  wenn 
y  wächst  und  wo  a!  =  l-2-3  •  -a. 

Jede  Beinfolge  (reelle  Funktion)  von  z  kann,  fofern  y2  <  1  ist,  inner- 
halb der  Grenzen,  wo  die  Folge  (Funktion)  von  x  +  y  stets  zunimmt, 
bez.  stets  abnimmt,  wenn  die  Oröse  y  zunimmt,  einer  eohten  (konver- 
genten) steigenden  Hfthenreihe  der  Grdse  y  gleiehgefetzt  werden. 


61  Die  allgemeinen  Sätze  über  Differentialquotienten.  81 — 82. 

Beweis:  Da  die  Folge  hier  eine  Folge  von  x  -f. y  ist  und  die  Reihe 
nur  nach  y  entwickelt  ist,  fo  bilden  in  der  Reihe  des  Satzes  29  aHe 
Vorzahlen   der  Glieder  ya   Folgen    von  x,   welche   von  y  unabhängig 

oder  in  Bezug  auf  v  konstant  find     Man  kann  demnach  aa  =— :  U*  x 

fetzen  und  erhält  dann 

UiT  +  ^^ttx^jUx  +  ^u^  +  ^^tr^+r^^»^ 

wenn  y2  <C  1  ist  und  die  U  (x  +  y)  stets  zunimmt,  bez.  stets  abnimmt, 
wenn  y  zunimmt. 

Setzen  wir  hier  y  =  0,  fo  ergiebt  fich  zunächst  fo  (x  4"  y)  =  U  £ 
und  daraus  dann  die  ganze  Formel. 

Erklärung.    Die  fc'x  in  der  echten  Reihe  81. 

f.(x  +  y)  =  l.x  +  j-V  x  +  I^tV'x  +  j—  C'x  +••  und  inner- 
halb der  Grenzen,  dass  t  (x  +  y)  stets  wächst,  bei.  stets  abnimmt» 
wenn  die  Gröse  y  wächst,  heist  die  erste  abgeleitete  Folge 
(Funktion)  von  x  und  die£»ax  in  derfelben  Reihe  heist  die  ote  ab- 
geleitete Folge  (Funktion)  von  x. 

Die  Erklärung  der  abgeleiteten  Funktion  ist  zuerst  von  dem  ausgezeich- 
neten italienischen  Mathematiker  I.  L.  Lagrange  aus  Türin  1736 — 1813  in  der 
Theorie  des  fonctions  analytiques  Paris  1797  (3.  Aufl.  1847)  aufgestellt  worden. 

Erklärung.    Der  Diff  x  oder  der  Difierentialquotient  nach  x  82. 
von  einer  Folge   (Funktion)   von  x  heist  die  erste  abgeleitete  Folge 
von  x.  

Der  (a  -f  l)te  Diff  x  oder  der  (a  +  l)te  Differentialquotient  nach 
x  von  einer  Folge  (Funktion)  von  x  heist  der  Diff  x  (der  Differential- 
quotient nach  x)  von  dem  aten  Diff  x  (dem  aten  Differentialquotienten 
nach  x)  von  derfelben  Folge  (Funktion)  von  x. 

Das  Zeichen  des  Diff  x  von  der  Folge  (Funktion)  von  x  ist 

*  fox  das  Zeichen  des  aten  Diff  x  ist  *  f«x. 

Das  Diffzeichen  oder  das  Zeichen  des  Differential  quo  tienten  ist  ein  Folge- 
zeichen und  bezieht  fich  daher  auf  das  ganze  folgende  Glied.    So  z.  B.  ist 

|Rx=r|(Fox)  der  Diff  x  von  der  Folge  von  x,  fo  ist  |Rxm  =r|(Foxm)j 

dagegen  ist  *  Fox  +  ax  ==  +ax  +  ~    (*»*)    und    ist    ganz     verschieden    von 

■  R  (x  +  ax)  wie  von  *  (Fo  x  +  ax). 

Es  ist  fehr  wichtig,  dass  man  auch  hier  wieder  auf  diefen  Gebrauch  genau 
achte,  da  man  fönst  in  die  grösten  Verwirrungen  geraten-  muss. .  Die- Klammern  .:.i 
find,    wenn  man  diefe  Regel  beachtet,   nach  dem  Diffzeichen   meist  überflüssig 


83.  Folgelehrt.  62 

Die  Ableitung  des  Diff  x,  des  Differentialquotienten  von  x  von  der  ersten 
abgeleiteten  Funktion  von  x  ist  bereits  von  Leibniz  gegeben  und  ist  die  einzige 
Form,  in  welcher  diefe  Gröse  abgeleitet  werden  kann.  Lagrange  hat  diefe  Ab- 
leitung in  der  elegantesten  Form  gegeben,  welche  nur  einiger  kleinen  Ver- 
besserungen in  der  Entwicklung  bedarf.  Es  hatten  Ach  aber  in  diefe  Ableitung 
unbemerkt  einige  Fehler  eingeschlichen,  welche  entfernt  werden  mussten,  wenn 
die  Ableitung  nicht  zu  fehlerhaften  Sätzen  führen  follte. 

Zunächst  hatte  man  die  Bedingungen  der  n  637  außer  Acht  gelassen,  daas 
die  U  (x  -J-  y)  eine  echte  Reihe  fein  und  dass  diefelbe  innerhalb  bestimmter 
Grenzen  liegen  müsse  und  kam  dadurch  zu  Trugschlüssen  mancherlei  Art  Die 
Einführung  folcher  Bedingungen,  welche  die  Trugschlüsse  unmöglich  machen, 
hat  die  Mathematiker  lange  Zeit  beschäftigt.  Der  ausgezeichnete  franzönsche 
Mathematiker  A.  L,  Cauchy  aus  Paris  1789—1867  fuchte  in  den  „Lecons  sur  le 
calcul  differentiel  Paris  1829a  (neue  Ausg.  1840)  die  Fehler  dadurch  zu  be- 
feitigen,  dass  er  bei  den  Reihen  den  Rest  der  Reihe  vom  nten  Gliede  ab  be- 
rechnete. Andere  Mathematiker  fuchten  die  Fehler  dadurch  zu  befeitigen,  daas 
Ae  den  Begriff  der  stetigen  Funktion  einführten  und  nun  in  jedem  einzelnen 
Falle  die  Unterfuchung  forderten,  ob  die  Funktion  auch  in  diefem  Falle  noch 
stetig  fei.  Die  ganze  Lehre  gewann  dadurch  aber  eine  Unflcherheit  und  Un- 
klarheit, fo  dass  stets  Zweifel  entstanden,  ob  die  Funktion  noch  stetig  fei  und 
grose  Unterfuchungen  darüber  nötig  wurden,  ob  und  wann  die  abgeleiteten 
Formeln  noch  gelten,  das  aber  ist  unwissenschaftlich.  Die  obige  Darstellung 
vermeidet  alle  diefe  Schwierigkeiten,  indem  üe  streng  die  Grenzen  bestimmt, 
innerhalb  deren  die  Formeln  gelten. 

Ein   zweiter  Fehler  war  die  gewöhnliche  Bezeichnung  des  Diff  x  (des 

dfox 
Differentialquotienten)  nach  x  durch  — r—,  denn  da  bei  diefer  Bezeichnung  dx  sa  0 

gefetzt  wird,  fo  wird  hier  durch  0  geteilt,  was  in  der  Formenlehre  nie  gestattet 

ist,    außerdem    würde  -dann  aber   auch    nach   den    Regeln    der   Zahlenlehre 

d^x  dx 

-7—  dx=d£»x  fein,  da  man  hier  nach  den  Regeln  der  Zahlenlehre  -r—  heben  kann, 

was  wieder  zu  Trugschlüssen  führen  muss.    Ebenfo  muss  nach  den  Regeln  der 

dy        y 
Größenlehre  bez.  Zahlenlehre  -j—  s=  — -  fein,  da  Ach  d  und  d  heben. 

Die  Gebrüder  Hermann  und  Robert  Grassmann  erkannten  bei  ihrer  gemein- 
famen  Arbeit  1855  das  Fehlerhafte  diefer  Bezeichnungsweife,  ne  fürten  ein  un- 
trennbares Zeichen   für  Diff  x   ein*,   Hermann   Grassmann,  Ausdehnungslehre, 

d 
Berlin  1862  S.  296  hat  dafür  das  Zeichen  -gj&x  gewählt  •,  aber  auch  bei  diefem 

d 
Zeichen  erscheint  noch-j-  als  ein    Bruch   und    ist   mithin  noch    zweideutig. 

Ich  führe  daher  das  unzweideutige  und  einfachere  Zeichen  jj  ein,  welches  jeden 
Zweifel  ausschliest. 

g3#  Sati.     ~&xss&'x  od«* 

Es  ist  der  Diffx  von  Ux  gleich  der  ersten  abgeleiteten  Folfe  von  Li 


63  Die  allgemeinen  S&tie  über  Differentialquotienten.  84 — 87. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  81  und  82. 

Satz,     f^tx^  f  £x  oder  84. 

St  iit  der  (a  +  l)te  Diffx  tob  &x  gleich  dem  Diffx  tob  dem  aten 
Diff  x  tob  tx. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  82. 

Satz.    Wenn  a  bei.  b  eine  Beständig  e  (eine  Konstante)  ist,  fa  ist  85. 

£a  =  0  Jbx  =  b  |(a  +  bx)  =  b. 

Beweis:  Man  fetze  statt  x  die  Gröse  x  +  y  und  entwickle  die 
Reihe,  fo  ist 

f#(x  +  y)=a-|-b(x  +  y)=a  +  bx-(-yb  =  f.x  +  yb  =  f.x  +  yf;x 
Hier  ist  die  erste  abgeleitete  Funktion  von  a-f  bt        f.'x  =  b 

Alfo  ist  auch£  (a  +  bx)  =  b  und  b  =  0  gefetzt    £  a  =  0. 

Satz,     j  x  =  1  86. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  85. 

Satz.     J(n±T±z±..)  =  fu±|v±Ji±"  87. 

wo  %  ▼,  z  •  •  •  Felgen  (Funktionen)  tob  x  find  oder 

J(tx  +  9.x  ±  F.x  ±  • .  )=Jf.x±  *  9.x  ±  J  Fox  •  •  • 

Der  Diff  x  (der  Differentialquotient  nach  x)  von  einer  Summe 
von  Folgen  (Funktionen)  von  x  ist  gleich  der  Summe  der  Diff  x 
von  den  Stücken  oder  von  den  einzelnen  Folgen  und 

Der  Diff  x  (der  Differentialquotient  nach  x)  von  dem  Unterschiede 
zweier  Folgen  (Funktionen)  von  x  ist  gleich  dem  Unterschiede  der 
Diff  x  von  dem  Vorrat  und  dem  Abzug. 

Beweis:  Man  entwickle  die  Folgen  für  x  +  y  in  eine  Reihe, 
fo  ist 

f. (*  +  y)  ±  y.(x  +  y)  ±  F.(x  +  y)  +  •  •  =  f* ±  y.x ± F*  +  • . 

+  y  (*•'*  ±  SP.'*  ±  F.'x  +  ..) 


+  ^(^x±SP:/x±F."x4...) 


+ 

Hier  ist  alfo 


J  (fcx±  g>«x±F*  +  . .)  =*  f#'x  +  y;  x  +  F.'x  4-  •  •  nach  82 

=  |  f.xrbf  »o»±  J  F.x  +  •  •  nach  82 
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88.  Satz.     J°(u  +  v  +  i  +  .  .)=  J  u  ±  J  v  ±  *"«±  • ' ■ 

wo  u,  v,  i  •  •  Folgen  (Funktionen)  von  x. 

Der  nie  Diff  x  (der  nte  Diiforentialquotient  nach  x)  von  einer  Summe 
von  Folgen  (Funktionen)  von  x  ist  gleich  der  Summe  der  nten  Diff  x 
von  den  einielnen  Folgen*  und 

Der  nte  Diff  x  (der  nte  Differentialquotient  nach  x)  von  dem  Unter- 
schiede iweier  Folgen  (Funktionen)  von  x  ist  gleich  dem  Unterschiede 
der  nten  Diffx  von  dem  Vorrat  und  dem  Abzug. 

Beweis:     Es  gelte  der  Satz  für  den  aten  Diffx,  fo  gilt  er  auch 

für  den  (Cl  +  l)ten  Diff  x.     Sei  nämlich 

j«  ja  ja  j* 

x    (uiviz+'0=xuixvixzi"*    (Annahme),     fo  ist 

*H"l(u  +  v±a+  •••0  =  J[JÄ  l»  +  v±»±--o]       (»ach  84) 
=  x  I  x   uix  v+x    z  +  '  * '  I   (nacn Annahme) 


=  xfu±xfv±ff  *±mm  (nach  87) 

da+l  J«+i  da"H 

-x       u±x       T±i       z±--  (oach84) 

Nun  gilt  der  Satz  für  a  =  1  mithin  auch  für  jede  folgende  ganze  Zahl  n. 

89.  Satz.     ^uv  =  u*v-fvjtt    wou,v  Folgen  (Funktionen)  von  x 

oder  |(tx)9.x  =  (f.x)59o*  + (90x)  x  fcx 
Der  Diffx  (der  Differentialquotient  nach  x)  von  dem  Zeuge  zweier 
Folgen  (dem  Produkte  zweier  Funktionen)  von  x  ist  gleich  der  Summe 
der  beiden  Zeuge  aus  der  einen  Folge  und  dem  Diff  x  der  andern 
Folge. 

Beweis:   Man  entwickle  die  Folgen  für  (x  +  y)  in  Reihen  und 
vervielfache  die  beiden  Reihen,  fo  ergiebt  fich 

f.[x+y)  +  y.(*  +  y)=(f.x+yf.'x  +  i^f."x4---)(9>.x  +  y9>.'x 


(f.  x)  •  jp.x  +  7  [(f.x)  •  SP.'  x  +  (9>.x)  •  f.'  x] 

2 

+ 


+  ^  [(f.'x).y;x+(f.x).9)."x+(9>.x).f."x) 
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Hier  ist  alfo 

J  (fox)  X  y0x  ==  (f0x)  y0'  x  +  (y0x)  U  x  «ach  82 

=  (f.x)  *  9o x  +  (9o  x)  Jf0  x  nach  82 

Satz.    Wenn   a  eine  Beständige   (eine  Konstante)  und  n   eine  90. 
Folge  von  x  ist,  fo  ist 

an  =  a     u  ** — ^ —     u 

x*u      *  x  tt  »  a        a   * 

Beweis:    Nach    88   ist  J  au  =  a  ^  u  +  u  xa=s==  a  xu 

da  ~  a  =  0  nach  85 

Und  ebenfo  folgt  5  —  =  —  ~   u. 
*    x    a         a  x 

Sat«.     »<w  •>==»'  +  »T4-*,4---  91. 

uvz  n  v        .  z 

wo  u,  v,  z  •  •  •  Folgen  (Funktionen)  von  x  und  zwar  ungleich  Null  find 

oder  f[(foX)(yox)(FoX)..>3=fioX  +  fyox  +  fFoX  + 

(fcx)  (y0x)  (Fox).  •  •  fcx         y0  x         Fox 

wo  £>x,  y0x,  Fox    •  £  0. 
Der  Diffx  (der  Differentialquotient  von  x)  von  dem  Zeuge  (dem 
Produkte)  mehrer  Folgen  geteilt  durch  das  Zeug  (Produkt)  diefer  Folgen 
ist  gleich  der  Summe  der  Diff  xe  der  einzelnen  Folgen,  jeder  geteilt 
durch  feine  Folge. 

Beweis:  Wenn  wir  den  Diff  x  von  dem  Zeuge  oder  Produkte 
zweier  Folgen  von  x,  wie  es  fich  nach  89  ergiebt,  durch  das  Zeug  oder 
Produkt  der  beiden  Folgen  teilen,  fo  erhalten  wir  unmittelbar 

J  (fox)ytx_JfoX       J  y0x  ..       . 

(fox)-90x  f0x  y0x 

Und  wenn  wir  nun  weiter  gehen,  indem  wir  (f©x)«<p0x  als  erste  Folge, 
Fo  x  als  zweite  Folge  behandeln,  fo  folgt  diefelbe  Formel  auch  für  die 
Zeuge  dreier  und  beliebig  vieler  Folgen. 


8.«.   J"»-.**T  +  .(J.).äV+.-(f.).ä"-'  92. 


in— a 

V 


IL  Gruanunn,  Folgelehre. 
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n(n-l)-(n  —  «  +  1) 


wo  n  und  v  Folgen  von  z  und  n  •  *  =  ,    Ä   _ 

Beweis:  Es  gelte  der  Satz  für  den  mten  Diffx,  fo  gilt  er  auch 

j m+l  j    j  m 

für  den  (m  +  l)ten  Diffx;  denn  es  ist  *  f»  x  =  j*  *  f«x,  da  nun  im 

aten  Diffx  nach  der  Annahme  jedes  Glied  ein  Zeug  oder  Produkt 
aus  zwei  Folgen  von  x  =  (y„x)-F«x  ist,  fo  entwickelt  Ach  jedes 
Glied,  wenn  man  nach  89  den  Diff  x  davon  nimmt,  in  zwei  Gliedern 

(yx)^Fa-l-(^ x  J  F.  x  und  folgt 

x   uv=xx    uv=xu>  xv+xmVx  u)x  v+xm\xujx  v 
+  xmixu)x    v  +  -     • 

+»(f«)-r;+- 

+e-)j%+-(i'-)fr+-,of,-)Jr 

+-  (j4»)  •  rv_+  •  •  • 

+  (m  +  1)'*.  (J'u)    JT+(m+l)'4(j4n^T+  •  •  • 

Da  nach  39  allgemein  a*°  -f-  a-"_I  =  (a  +  l)-n  ist. 

Alfo  gilt  der  Satz,  wenn  er  für  m  gilt,  auch  für  m  -f-  1  •     Nun  gilt  der 

Satz  für  m  =  1,  alfo  gilt  er  auch  für  jede  folgende  ganze  Zahl  n. 

98.  lata,    i«»»-— »!.,.. .!■!.!.. .C.l.l..\Sm)-V?V)- tfO" 
wo  n,  v,  i  •  •  Folgen  von  x  und  a  =  b  +  C  +  •  •  • 

JD 

Beweis:    Zunächst  für  j  uvz 
Et  ist  *  uvz  =  *(ur)z 

=  &  n  (j*  uv)x    z  (|lach  87> 

=  S  nC(n  —  c)  *  (f  V  *)  •  (£' v)  •  J'z  (nach  87) 


IC 

z 
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=  fln(n  —  1).  .  .(n— c+l)(n  — c)(n— c— !)•  - -(n— c— b+1) 
0  12-    -c.l-2.-b 

Und  in  gleicher  Weife  fortfahrend  für  beliebig  viele  Fache  oder  Faktoren. 

<|  u       v,u  —  ii  *  v  wo  u,  v  Folgen  (Funktionen)  94. 

x  v    — ^ — 

von  x  und  v  ungleich  Null  oder 

Der  Diff  x  (der  Differentialquotient  nach  x)  von  dem  Brache  zweier 
Folgen  von  x  ist  gleich  dem  Nenner  mal  dem  Diffx  des  Zählers 
weniger  dem  Zähler  mal  dem  Diff  x  des  Nenners  geteilt  durch  das 
Quader  des  Nenners. 

Beweis:  Setze  t  =  — ,    dann   ist  u  =  vt,   mithin   ist  nach   89 
v 

^u  =  vjt  +  tjv  oder  v~t  =  ~u-— tjv 

alfo  beide  Seiten  durch  v  geteilt   und  t  =  —  gefetzt,  fo  ist 

du       ~u       u    d  v;u-u?v 

x   y        —        va  x  Y 

v  v» 

Man  kann  diefer  Formel  auch  die  Form  geben 

x  v  9  u        B   y 
—  x       —  x 

—  uv 

v 

eine  Form,  welche  in  mancheu  Füllen  Bequemlichkeit  hat 

Satt.     Jty=(ffcy)f  yoder  f  £y  =  /  £'  y  95. 

wo  y  eine  Folge  (Funktion)  von  x  oder 

Wenn  y  eine  Folge  (Funktion)  von  x  ist,  fo  ist  der  Diff  x  (der 
Diflerentialquotient  nach  x)  von  einer  Folge  von  y  gleich  dem  Diff  y 
diefer  Folge  von  y  mal  dem  Diff  x  von  y. 

Beweis:  Da  y  eine  Folge  (Funktion)  von  x,  fo  fetze  y  =  y0x, 

5* 
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fo  ist  nach  80  <p*  (x  +  v)  =  <p0x  +  v  y0' x  +  v2  g>"  x  +  •  •  =  y  +  u 

und  y0'  x  =  j*  y 

Ferner  ist  nach  80 

f.(y  +  u)  =  f0y  +  u  fc'y  +  u*  f."  y  +  . .  und  f.'  y  =  *  f.  y 

Setzen  wir  nun  statt  u  feinen  Wert  oy©'  x  +  o*  q>"  x  -f  •  •    fo    wird 
U  (y  +  u)  =  f0  9)0  (x  +  o)  =  t»  y  +  o  (<p«'  x)  f0'  y 
+  0»  [(yo"  x)  f0'  y  +  ("o>'  xy  fo"  y]  +  - 
Hier  ist  das  zweite  Glied  der  Diff  x  von  f0  y,  mithin  ist- 

Es  iut  diefer  Satz  von  gröster  Wichtigkeit,  um  auch  von  verwickelten  Folgen  die 
abgeleiteten  Folgen  oder  die  Diff  x  entwickeln  zu  können,  und  werden  wir  davon 
wiederholt  Gebrauch  inachen. 

Sei  z.  B.   j  (a  -|-  bx  4*  ex8)  '2  zu  nehmen,  fo  fetzt  man  zunächst 
a  -(-  hx  -(-  cxa  =  y  und  hat  nun  *  y  'a  =  I  9  y  '2 1  .  9  y  un(j 

~  y  =  J  (a  -(-  bx  +  cxQ)-  Wir  werden  im  Folgenden  noch  vielfach  Gelegenheit 
linden,  diefen  Satz  anzuwenden. 

1  1 

rx  =  d  oder  Ai  =  i 


96.  Sati.     *x  =  ä  oder  &*  =  & 

x  y  x 


&x 


Wenn  y  eine  Folge  (Funktion)  von  x  ist,  fo  ist  Diffy  von  x  gleich 
1  geteilt  durch  den  Diff  x  von  y. 

Beweis:   Da  y  eine  Folge  von  x   ist,    fo   ist  auch  x  eine  Folge 
von  y.     Es  fei  x  =  y0y,  fo  ist  nach  95 

d        d  /    /       d    d  d    d 

x x  =  x  y°v = y  y°  y  =  x  >  y  »•  -v  =  x -v  y x 


aber  *  x  =  1  nach  86,   mithin   ist  •*  x  =  £ 


x> 


97.  Sati.     Jt(y,v)  =  (Jy)df0(y,V)+(xlv)Jt(y,v)    oder 

Jt(y,V)  =  /fc'y  +  T'fc'Y 

wo  y  und  v  Folgen  (Funktionen)  von  x  nnd  wo  wir  unter  £,'  y  die 
nach  y  abgeleitete  erste  Folge  oder  Funktion  von  £>  (y,  v)  verstehen. 

Beweis:  Da  hier  y  und  v  neben  einander  auftreten,  ohne  dass  die 
eine  eine  Folge  der  andern  ist,  fo  kann  man  fie  beide  als  unabhängig 
von  einander  hinstellen  oder  der  andern  gegenüber  als  eine  Konstante 


69  Die  allgemeinen  Sätze  über  Differentialquotienten.         98 — 100. 

behandeln,   wenn    man   nur  jede   nach  x  verändert.     Verändern   wir 
alfo  zunächst  y  nach  x,  indem  x  in  x  +  o  übergehe,  fo  wird  nach  89 

f.(jr  +  u,  v)  =  fo  (y,  v)  +  o  (&y)f  f.  (y,  v)  +  o>.  •  •  • 

und  verändern    wir   nun   v  nach  x,    indem  x  in  x  -f  o    fibergeht,   fo 
wird  nach  89 

f.Cv  +  u,v  +  i)-f.Cv,v)  +  o(^ 

Da  die  Veränderung  von  o  \zy)  '  «  fc(j»  v)   bei    der  Veränderung 
von  v  nur  höhere  Potenzen  oder  Höhen  von  o  ergiebt,  mithin  ist 
f  f.Cy,  z)  =  (jfy)  >*L(j,  v)  +  ( j[  v)  •  J  f.  (y,  v). 

8»ti.     Jfc(x,y)  =  fc'x  +  y'fc/y.  98. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  97  da~x=  1  nach  86.  » 

Satz.     J  f.(y,u,v,.   •)=(Jy)ylt(y,n,v,.    •)  +  99. 

(Ju)j6(y,n(  v ..)  +  ••• 

*£<y,  u,  v,.-.)  =  y't'y'  +  W  £,  'u  +  v'  Cy  +  ... 

wo  y,  n,  v,  •  •  •  Folgen  (Funktionen)  von  x  and  wir  unter  &'  y  die 
erste  abgeleitete  Folge  von  £>  (y,  u,  v,-  •  •)  nach  y  verstehen. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  97. 

Satz.    Taylorscher  Lehrfatz  100. 

fofern  y*  <  1  und  f,  (x  +  y)  einen  reellen  Zahl  wert  hat  und  stets 
zunimmt,  bez.  stets  abnimmt,  wenn  die  Ordse  y  zunimmt  and  alle 

|  fcx  endlich  bleiben. 

Beweis:  Setze  in  8atz  80  statt  y  die  Gröse  v  -f-  y,  fo  ist 
f.(x  +  (v  +  y))  =  f.((x  +  v)  +  y)  alfo 

f.(x  +  (»  +  y)}  =  f,x+(v+y){,'i+^Vx+^|!£,"'  x  + 

(V  +  y)*  f.«x+-. 
1.2-3-4    '      + 


oder   ^ 
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+  ■•• 

f.((x  +  v)+y)  =  f.(x  +  v)+y  f.'(x+v)+  iL  f."  (x  +  v) 

+  ras u"  (x+v^+-nÄ^f-4(x + v>  +  •  • 

+  vf.'x+yvf,'f.'x  +  Jijf/fc»x+  r?s  <•' <"•'" x 

+  ••• 

Da  diefe  beiden  Reihen  filr  jedes  y  und  jedes  v  innerhalb  der  Grenzen 
gelten  Tollen,  fo  folgt  daraus  nach  28,  dass  die  Folgen  für  yv,  für  y*v, 
für  y»v-  einander  gleich  fein  müssen,  mithin  folgt,  dass 
f."  x  =  f.'  f.'  x ;  f."'  x  =  f.'  f."  x  j  f.«  x  =  f.'  f.'"  x  •  •  • 

mithin  da  j*(fo  =  f.'  x  und  da  =      f<>x  =  j*  *  f.x  .ist,  fo  folgt 

f."x  =  J*f.x     f.'"x  =  J8f.x     f.«x  =  J*f.x  und 

f.(x  +  y)  =  f.x  +y  f.'  x  +  iL  f."  x  +  j^  f.'"  x  +  .  •  • 
=  f.x  +  yff.x-r-^ff.xH-r^r3ff.x  +  ... 


_Sy*ff.x 


wo  a!  =  1-2-  •  «(a—  l)-a. 


a! 

Es  ist  diefer  Satz  von  dem  englischen  Mathematiker  Brook  Taylor  1685  bis  1731 
aufgestellt  und  in  feinem  Werke  Methodus  incrementorum  directa  et  inversa 
London  1715  bcwiefen,  und  wird  daher  allgemein  nach  ihm  genannt.  Der  Satz 
gewährt,  wenn  man  die  Diffe  oder  die  Differeutialquotienten  einer  Folge  oder 
Funktion  kennt,  das  leichteste  HülfsmitteL,  um  daraus  die  Folge  oder  Funktion  in 
einer  steigenden  Höhenreihe  auszudrücken  und  wird  vielfach  dazu  verwandt. 
Wir  werden  später  die  Anwendung  diefes  Satzes  kennen  lernen. 

101.         Satz.    Mae-Laurinscher  Lehrfetz. 


wenn  man  in  £>  x  und  in  den  abgeleiteten  Polgen  von  fo  x  die  Grftee 
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x  =  0  fetzt,  fofern  y2  <  1  und  fo  y  für  x  =  0  einen  reellen  Zahlwert 
hat  und  stets  zunimmt,    bez.  stets  abnimmt,    wenn    die  Oröse  y   zu- 

nimmt  und  alle  ^  £>  x  endlich  bleiben. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  100. 

Dieter  Satz  ist  in  diefer  Form  von  dem  schottischen  Mathematiker  Colin 
Mac-Laurin  1698  bis  1746  aufgestellt,  fo  in  a  treatise  of  fluxions  Rdinborg  1742, 
und  trägt  daher  nach  ihm  den  Namen.  Vor  ihm  hat  übrigens  bereits  der  eng 
lische  Mathematiker  Stirling  Lineae  tertii  ordinis  Newtonianae  1717,  Propos  III 
den felben  Satz  in  etwas  anderer  Form. 

Satz.     Wenn  F„(x,  f0x)  =  0  ist,  fo  ist  auch  £  F«  (x,  f0  x)  =  0,  102. 

f  F.(x,f.x)=0. 

Von  jeder  Gleichung,  welche  gleich  Null  ist,  find  fämmtliche  Diffe 
gleich  Null. 

Beweis:  Da  F0  (x,  y)  =  0  ist,  wo  y  eine  Folge  (Funktion)  von 
x  ist,  oder  da  F©  (x,  f0  x)  =  0  ist,  fo  muss  diefe  Gleichung  auch  gelten 
für  jeden  Werl  von  x,  alfo  auch  für  x  +  u.     Nach  100  ist  aber 

0  =  F.(x  4-  u,  fo  (x  +  u))  =  Fo  (x,  f.  x)  -f-  u  jFo(x,  f0  x^ 

+  i^faFo(x,fox)  +  ..  =  S^JaFo(^fox) 
mithin  ist  nach  27,  da  u  £  0  gefetzt  ist 

J  F.(x,  f.x)=  J  F.(x,  fix)  =  0. 
8»tt.    Von  der  Gleichung  F„(x,  y)  =  0,  wo  y  folge  von  x,  ist  103. 

F°'y  *F.*j> 

Wenn  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  gleich  Null  ist,  fo  ist  der 
Diffx  der  Oröse  y  gleich  dem  negativen  Bruche,  dessen  Zähler  der 
Diff  x,  und  dessen  Nenner  der  Diff  y   der  gegebenen  Gleichung  ist. 

Beweis:  Nach  102  ist  £  F0  (x,  y)  =  0.     Nach  98  ist  aber 
0  =  *JFc(x,  y)  =  jFoX+Jy  ^F.y  =  Fo/x  +  y/Fo/j%  mithin  ist 


,=       Fo'x  =      xFo^J) 

F°/y        jFo(x,y; 
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8.     Die  Diffe  (die  Differentialquotienten)  für  die  Formeln 
der  Zahlenlehre  oder  der  niedern  Analyiis. 

Leibniz,  der  Erfinder  der  Differentialrechnung  hat  fofort  in  der  ersten  kurzen 
Abhandlung  im  Oktoberhefte  der  Acta  eruditorum  Leipzig  1684  (Leibnitii  opera 
cd  Dutens  111.  S.  167),  durch  welche  er  die  Erfindung  der  Differentialrechnung 
bekannt  machte,  die  bedeutendsten  Formeln  der  Differentialrechnung  entwickelt. 
Er  hat  bereite  folgende  Formeln 

d  (z  —  y  -f-  w  -|-  x)  =  dz  —  dy  -f-  dw  -\-  dx  dax  =.  adx 

d  xv  =  xdv  -f-  vdx 
v    vdy  —  vdv 

d  T  =  -  y,^- 


/  1  \        ad/ 


Auserdcm  hat  er  dort  bereits  die  Sätze  über  das  Maximum  und  Minimum. 


104.  Satz.     ^xm  =  mxm-1 

J  xm  =  m(m  — l).(m  — a  +  l)xm-a===--^— fxm-Ä 
*  (m  — a); 

Der  Diff  x  von  der  mten  Höhe  von  x  ist  gleich  m  mal  der  (m  — l)ten 

Höhe  von  x. 

Es  ist  der  ate  Diff  x  von  der  mten  Höhe  von  x  gleich  der 
Tansohzahl  von  m  geteilt  durch  die  Tansohzahl  von  (m  — n)mal  der 
m  —  oten  Höhe  von  x. 

Beweis:  Nach  4U  ist 

(x  +  y)*  =  x»  +  m  •  x»-1  y  +  — l—^x       y »  +  •  • 

§  xm  =  U  x  =  m  •  x01-1 
Ferner  ist  nach  82 


:  mithin    nach  82   ist  x 


~       xm  =  ~  ~  xm  mithin  fortschreitend 

A*  A 

•  »  xm  =  ^  mx™-1  =  m  (m  —  1)  xm-2 

£  xm  =  ^  m  (m  —  1)  xm-*=  m  (m  —  1)  fm  —  2)  xm~3 
ja  m  i 

;*  xm=m(m—  l)(m  —  2)«  •  «(m— a-j-l),xTn~fl  = : — -xm— * 

x  (m— aj: 


105.         Satt.    J(Saa*a)  =  S,l»Va- 
wo  0!  =  1  gefetzt  wird. 


ra  x 


73  Die  Differentialquotienten  für  die  Formeln  der  Zahlenlehre.     10b — 1 10. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  104. 

Satz.    |    xm  =  m(m  —  l)(m-2)-  -3-2. l  =  m!  ;   £       xm  =  0.  106. 
Beweis:  Unmittelbar  aus  104. 

Satx.     *    x    «(-ö'ÖLtJLTLj)!^--)  107. 


*  (        '      (m  — 1)! 


Beweis:   Nach  104i8t=x-m  = —  mx-'-'c-mx^11 
£  x-»  =  —  m  |  x-i'H-»  =  +  m  (m  +  1)  x-(«H-*> 

d3  -(m+3) 


x—»  =  —  m  (m  +  1)  (m  +  2)  x 


x 

J«  -(m+a) 

*  x—»=(-  l)m(m  +  l)..(m  +  a-l)x 
_        .  a(m  +  a-l)!    -(»+«> 
—  <■      ^   (m  — 1)!    X 

1      i-i 


Bat«.     xlx»  =  --x"I= -y;  108. 


nx1- 

t  i 


—  a 


i«-.lG-)(i-«MI-»K 

(— D-'nCn  — 1)  (2n  —  l).  .((a  — l)n  — 1) 


n     X       n 


Unmittelbar  aus  104. 

Satz.     J  x    "=  (-  1)  (11  +  1)  (2n  +  1)  ■  ■  ((2tt  —  1)  n  -  1) 


n'x'+'n 


109. 


Beweis:  Unmittelbar  nach  104.  U0. 

Satz.     £ym  =  my*-1  jy 
Beweis:  Nach  95  ist 

a  ym  _  /d  y\  .  d  vm  =  m  ym-i  d  v  (nach  103^ 

Es  giebt   diefer  Satz   zu  den  reichsten  Anwendungen  Anlass    und   bedar 
daher  reicher  Uebungen.    Sei  z.  B.  /u  nehmen 

J u=  §  (a  -  -T^+Cc»-  ^//ä)3/4),  fo  fetz«  y  =  -^,   z  =  (c'  -  x*)h 
fo  ist  |u=  |  (a  -  y  +  z)3'«  ==  '/»  (»  —  y  +  z//«  -  *  |(a  -  y  +  z) 

=  -*  (a-y  +  z)-'/»(-fy  +  l^ 


111  —  112.  Folgelehre.  74 

und  wenn  man  hier    5V_  9  =  9bx~  '2  =  —  -  .  bx       'a 

x         x    x!/a       x  2 

|  z  =  |  (c>  -  x')  %  =  l  (c'  -  x*)  ~  ,/s  |  (c'  -  x')  =  1  (c2  -  x')-l/a  (-  2  x) 
*         *  o  x  3     . 

einfetzt,  fu  erhält  man 

\  3ibx~3/l--g-X(cl~*,rVa 

Man    kann   in    diefer  Weife   alfo    auch    von   den   vcrwickelteten   Folgen   oder 
Funktionen  die  Diffe  ableiten. 


in.     8..,.  *(S-y)-(*')(S'-0 

Beweis:  Unmittelbar  aus  110  und  105. 
112.  Sati.     Jlex  =  -^,  wo  x  =  M(0[]2);    £ley  =  fy 


X 

Der  Diff  x  (der  Differentialquotient  nach  x)  von  dem  neperschen  Log 
von  x  ist  gleich  eins  geteilt  durch  x  und  der  Diff  x  vom  Neperschen 
Log  von  y,  wo  y  eine  Folge  (Funktion)  von  x  ist,  ist  Diff  x  von 
y  geteilt  durch  y. 

Beweis:  1.  Nach  56  ist,  wenn  x3<l   ist 

X2  v3  v4  v5 

log(l  +x)  =  M(x-T  +  |--^+T-..) 
und  nach  66   ist  U  (1  +  x)  =  -v^-  1  (1  +  x)  mithin 

.        4  %  X2  X3  X*  X5 

le  (1   +  X)  =  X  — -2-  +  -y j"  +  "5- 

und  von  beiden  Seiten  der  Diff  x  genommen,  ist  nach  105 
Jle  (1  +  *)  =  1  —  x2  +  X3  —  x*  +  x* 

Nach  48  ist  aber  1  —  x2  -f  x3  —  x*  4-  x*  —  -  •  =  . 

1  +x 

mithin  ist 

^le(l+x)=  — - —  wo  x2<:l,  mithin  ist  auch  ~lex  =  — ,  wox=M(0,2) 
x  1  -f-  X  x  x 

2.  Nach  n  95  ist  Jf.  y  =  (£  y)  $  »'«  *'»  alfo  x le  -v  =  (x  *)  "7  =Zl 

y     y 

Es  muss  hier  darauf  aufmerkfam  gemacht  werden,  dass  man  nach  64  unter 
dem  neperschen  Log  Zeichen  Je  den  Log  der  Bafe  c  versteht,  wo 
e  =  Z7182818'l845l)045235    tot      Der    gemeine    Log   ist    dagegen    der    Log    der 
Bafe  10 


75  Die  Differentialquotienten  für  die  Formeln  der  Zahlenlehre.     113  —  115. 

Das  Zeichen  M  (0  [J  2)  bezeichnet  das?  die  Gröse  zwischen  0  und  1 
liegen  muss,  diefe  Grösen  aasgeschlossen.  Es  kann  diefer  Satz  auch  leicht  aus 
91  und  91  bewiefen,  wenigstens  aber  anschaulich  gemacht  werden,  denn  fei  y0  r 

a  3  y  "uvz 

die  Folge  von  x,  für  welche  *qp0  y=^_  ist,  fo  gilt  für  diefe  Folge  das  Gefctz  * 

y  uvz 

3        3        i 

3  u        a  V        3  z 
=  5_"4-  5 4"  i_  +  ■  •  •  mithin   auch    das    Gefetz    <?o  uvz  •  .  =  y0  u  -f*  SPo  v 

u  vj        z 

f-     9       i 

x  v        3  u       *  v 

+  5Po  z  +  •  •     Ebcnfo   gilt  für  iie  das  Gefetz  =  * —  * mithin  auch  da* 

—  v  v 

v 
u 
Gefetz  y0  —  =  9>o  n  —  0>o  v. 

Eis  find  aber  die  Loge  oder  Logarithmen    die  einzigen  Grösen,    für  welche  diefe 
Ge fetze  gelten,  alfo  ist  ^po  u  =  lu. 

Satz.     ^Ux=       ==  — - — ,  wo  a  die  Bafe  der  Loge  1»  ist  und  113. 
x  x        xlca  • 

X1^—     y        X*  y.lea      X'' 

Der  Diff  x  von  einem  Log  (Logarithmus)  der  Bafe  a  ist  gleich  dem 
Aloge    (dem  Loge    der  Bafe  a)    von   e  geteilt   durch  x   oder  gleich 
eins  geteilt  durch  das  Zeug  (Produkt)  aus  x  und  dem  Eloge  von  a. 
Beweis:  Es  ist  nach  Zahlenlehre  360 

=  ====  =-,  d.  h.  1»  x  =  (le  x) la e 

a         e    a 

mithin  ist  ^lax  =  ^Iex-Ue  =  (lae)^lc  x  nach  112 

=  ±Le. 

X 

_^ 

6         e         a  a 

Ferner  ist   nach   Zahlenlehre  361   =====  :  ^-=  =  == 

a         e        e  e 

d.  h.  Ue  =  , — ,  alfo  ist  auch  ;*  Ux= — ; — . 
Je  a  x  x  •  le  a 


Sati.      £lax  =  lae(—  l)*-1 ^ -  114. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  113  und  104. 

Satz,     f  L(a  +  bx)  =  lce(-l)°-i.l-2-  •  ■  -(n-1)-  (&  ^^   115. 

Beweis:  Man  fetze  zunächst  (a  -f-  bx)  =  y  und  nehme  nach  112 
den  Difi*  x 


116—121.  Folgelehre.  76 

dw     ,  ,    ,      ,.     ,?(a  +  bx)  (lce)b 

^lc(a  +  bx)=(lce)^ = r— r—     u.   f.  w. 

a  +  bx  a  +  bx 

116-  Satz.     Es  ist  f  lalax  =  (lae)2—  \—  und  JleleX  =  — ~ 

*  X-laX  X  XlcX 

Der  Diffx  des  Log  vom  Log  von  x  ist  gleich  dem  Quadet  des  Logs 
von  e  geteilt  durch  das  Zeug  von  x  und  dem  Log  von  x,  und  für 
nepersche  Loge  ist  der  Log  von  e  gleich  eins. 

Beweis:  Man  fetze  U  x  =  y,  fo  ist  nach  Zahlenl.  360  1»  y  =  U  y  •  U e 

mithin  ^ly  =  ^(ley)le=(le)^ley  =  (le)^  (nach  113) 

y 

H  i\  le 

und  Jv  =  :rlx= — :,    mithin,    wenn   man    für  v  wieder  lx   einfetzt 
x  "         x  x 

Jllx-Cle)».— ,-. 
x  x  •  lx 

117.  Satz.     Es  ist|a*  =  a*.lea         und  £  a?  =  V  lea    ^  y 

Der  Diff  x  (der  Differentialquotient  nach  x)  von  der  Stufengröse  oder 
Exponentialgröse  ax  ist  gleich  diefer  Stufengröse  mal  dem  neperschen 
Log  von  der  Bafe  der  Stufengröse. 

Beweis:  Wir.  fetzen  zunächst  ux  =  u,  dann  ist  nach   112 

Jlcu  =  x_^  mithin  J  le  a*  =  *_^,  alfo  Ja«  =  a*  £  le  a* 
u  ax 

Es  ist  aber  ^  lc  a*  =  -  x  le  a  =  1c  a  (nach  86),  mithin  ist 

^a*  =  a*  •  le  a     und  nach  n  95  auch  x  tt>r  =  \  y  a>'  )  '  ^  .V  =  ftT  0«  a)  x  .v- 

118.  Satz.     ^  e*  ==  e*.  jew  =  a-  ea*. 

Beweis:    Unmittelbar  aus  117,   da  ]e  e  =====  1  ist.   und  wenn    wir 
ax  =  y  fetzen,  ~  y  =  a  ist. 

119.  Satz,     ^"a*  =  a*  (lc  a)m, 

Beweis:  Nach  117  ist  ^ax  =  a*-le  a,  alfo  j*  a*=a*-(lÄa)au.  f.w. 

120.  Satz.     ~    e*=e*.  *   e&x  =  ame*x 

121.  Satz.     e«  =  S-^r)a 


tt! 


77  Die  Differential quotienten  für  die.  Formeln  der  Zahlen  lehre.     1 22  — 124 . 


a 
"   X 


Beweis:   Nach  Satz  101  ist  f.  v  =  S"C  ¥  kx,  fofem  für  &*  f. 

u al  x  x 

ja  ja 

x  =  0  gefetzt  wird,  y2  <  1  und  ~  f©x  endlich  ist.     Hier  ist  ~   c*  für 
x  =  0  nach  120  gleich  e°  =  l,    fetzen  wir  alfo  v  =  ax,    fo  erhalten 

u    a! 

Die  Sätze  122  bis  124  werden  im  Folgenden  nicht  gebraucht  und  können 
daher  überschlagen  werden. 

Satz.     £u*  =  u*  (le  u- Ji  +  z  i_!)  122. 

Beweis:  Setze  u*  =  v,  fo  ist  alfo  lev  =  zleii,  mithin 

d  d  ^  v  d  ^  u 

»ieV  =  ^zleU,  alfo  *_  =  (liu)p  4"  zx nach  112;    mithin 

v  u 

» v  =  v  l(le  u)  ^z  -f  zX_J     und,     wenn    ur  für    v    eingeführt    wird. 


u 


ä, 


Satz,     j  u*1  =  u«l((le  u*)  j  t  + 1  (U  u)  j  z  +  z^_!)  123. 

u 
Beweis:  Man  fetze  uz  =  y,  fo  ist  nach   122 

du.,=  J^=v«(ll.y)Jt+t.'Liv) 

y 

=  u» Y(U u»)  J  t  + 1  x^"\  mithin  nach   1 22 

=  u'^(le  u')  J  t  +  t  (1.  u)  Jz  +  z  x  ") 


SatS.        j  U(,'}  =  U  (,,)  •  «'  ((.lett)(le8)J  t  +  t  (.1«  *)  f_!  +  ?-)  1 J 


"         '    )       124. 
z         n 

Beweis:  Man  letze  z'  =  y,  fo  ist  nach  122 

*U  =»u'=saU»l(lett)*y-f  y^l 


125—126.  Folgelehre.  78 

ssuk'Hci.ioJi1 +  **■«_!!)  mithin  nach  122 

u  ' 

=  U(lt)  f(1, U)Z* ((le  Z)  J  t  +  t •  X_2)  +  Z«  l^\ 

L  v  z  '  u  J 

d      4 


=  U(ft)  •  Z*  ((Je  U)  (le  Z)  J  t  +  t  (Je  u)  »J  +  X  ^\ 

^  z  u 

In  Lacroix  Traite*    da  calcul  differential    et  du  calcul  integral   Paris  1797 

und  1810—1819  ist  das  ^u**   mit  dem    *u^1  '   verwechfelt    und   das   letztere 
statt  des  erstem  entwickelt. 
125.  gati.      jsinx  =  cosx  *  cos  x  ==  —  lin  x 

Der  Diff  x  (der  Differentialquotient  nach  x)  von  sinus  x  iit  gleich  dem 
coiinns  x  und  der  von  oosinus  x  ist  gleich  minus  sinus  x. 
Beweis:  Nach  73  ist 

_  X*  X*  X7  _ 

sm  x  _  x  —  j-y^  +  j.j.j^.j  -  1.2.3.4-5.6.7  +  "  — 


St-ift 


126. 


(2a  + 1)! 
c08X==l_Z_  +  _JL__i  23x4  5(J  +  ..=sjj(_l)« -£- 

wo  a!  ss  1.2-3*4.  * .  (a  —  l)-a  ist. 

Demnach  ist,  wenn  man  den  Diff  x  von  der  Reihe  der  rechten  Seit« 

nach  105  nimmt 

f8inx=l-^  +  7-i^-i-1 .2.3X4.5.6+-=co8x 

denn  es  ist  z.  B.  *  (j^^j)  =  , ,  %  ^\ .  5  -  j^^  «.  f.  w. 
Ebenfo  folgt  unmittelbar 

jcosx  =  -x+r^3-1  2X3845  +...»  -sin  x. 
Ferner  ergiebt  fich  unmittelbar 

~  (sin  x)a  =  2  (sin  x)  cos  x  =  sin  2x 

j*  (cos  x)2  sx  —  2  (cos  x)  sin  x  =  —  sin  2  x. 
Satz,      j  sin  x  =  sin  ( —  n  +  xj  ;     ■  cos  x  =  cos  ( -^  n  +  x  j 


79         Die  Differentialquotienten  fttr  die  Formeln  der  Zahlenlelire.      1 27 — 1 29. 


Der  nte  Diffx  von  sinx  ist  der  Sinns  von  —  ?r  +  x  nnd  ebenfo  der 

nte  Diffx  von  cos  x  ist  der  Cosinus  von  —  n  +  x. 

2 


7  sin  x  =  cos  x  =  sin  m  tl  f      ,  „  --   .  -  ■ 

■*  \  }  i  \  ?  j 


Beweis:  Aus  125  folgt  unmittelbar 

in(  —  7T  —  xja=8in(-   7r+x)  (nachZahleul.  460) 

~  sin  x  =  ~cos  x  =  —  sin  x  =  sin  1  —  n  +  x  1  desgl. 

*  sin  x  =  ~(—  sinx)  =  —  cosx=sin  (-^-  n  +x\  u.  f.  w.  desgl. 

Ebenfo  folgt  der  Reweis  für  cos  x. 

Sats.     §tanx  =  — ?—  ;       jcotx=-  e  .  *  „  127. 

x  (cosx)2  '       x  (sinx)2 

Der  Diff  x  (der  Differentialquotient  nach  x)  von  Tangente  x  ist  gleich 

eins  geteilt  durch  das  Quader  des  Cosinus  x  und  der  von  Cotangente  x 

ist  gleich  minus  eins  geteilt  durch  das  Quader  des  Sinus  x. 

sin  x 

Beweis:     Es  ist  tan  x  == mithin  nach  94 

cosx 

d  A  (cos  x)  ~  sin  x  —  (sin  x)  •  ?  cos  x       (cos  x)2  +  (sin  x)2 

r  tan  x  =  x x =  - f— — - — 

(c7^)5  (cos  x)2 

=  7 =  1  +  (tan  x)2  (nach  Zahlen!.    467) 

(cos  x)2 

COS  X 

Und   ebenfo  cot  x  =  — —  mithin  nach  94 
sin  x 

£  (sin  x)  ^  cos  x  —  (cos  x)  •  j*  sin  x —  (sin  x)a  —  (cos  x)2 

x  co.x—  __  _  (sinx)2 

1  —  =  -  (1  +  (cot  x)2)  (nach  Zahlenl.  467) 


(sin  x2) 

a  *.        d  niax  d  cos  x 

Bati.     »  sec  x  =  7 —  ;       ^cosec  x  =  —  — 1 28. 

*  (cosx)2  '       *  (sinx)2 

Beweis:  Ganz  wie  bei  127. 

d  1  d  * 

lati.  »  arc  (sin  =  x)  » -jj- ;  »arc(cos  =  x)  =  - -jr  1 29. 

*  (1  — x2)/J     x  (l_x2)/a 

Beweis:  Nach  125  und  nach  95  ist 

2  sin  y  =  cos  y  ^  y  =  (1  —  (sin  y)2)  *  ~  y 


130—134.  Folgelehre.  80 

Setzen  wir  hier  sin  y  =  x,  fo  ist  y  =  arc  (sin  =  x)  und  wird  die  Formel 
^  x  =  (1  —  x2)     ~  arc  (sin  =  x),  mithin  da  ~  x  =  1  ist 

£arc(sin  =  x)  =  — ~ £ 

d  1 

Und  ebeufo  folgt  r  arc  (cos  =  x)  =  — TT 

g  x  (1  _  x2)  /, 

Ganz  in  gleicher  Weife  ergeben  (ich  die  folgenden  Sätze. 

j  1  j  1 

Satz.  *arc(tan=x)=j-—   ;      »arc  (cot  =  x)  =  —  x  +  x, 

d  l  d  x 

131.  Satz.   ,arc(sec=x)= n~  ;    ~  arc  (cosec = x)  =  — —/• 

x  x^  +  x»)'1'    x  x(l+x»)/a 

132.  Satz.     =  le  sin  x  =  cot  x    ;      ~  le  coe  x  =  —  tan  x. 

u         •       v    i    <(n'Ji    •          r*ainx       cosx 
Beweis:    Nach  112  ist~U8inx=x  —  — —  cot  x 

ünT       sin  x 


13ü. 


=  —  tan  x. 

CÖ8  X                 C°8  X 

Satz,      j  le  cosec  x  =  —  cot  x  ; 

2  le  sec  x  =  tan  x. 

Beweis:  Es  ist   cosec  x  =  — . 

sin  x 

alfo    le  cosec  x  = 

all'o  ist 

?■  le  cosec  x  =  —  **  le  »in  x  =  —  cot  x. 

Ebenlb  ~  le  sec  = 

133. 

1 

le  «in  x. 


134.  Satz.    ;Metanx  = 


x  (sin  x)  cos  x      sin  2x   ' 

H    le   COt  X  =   —     — = ;— ^ 

x  (sin  x)  cos  x  sin  2x 

^  J  tanx         cot  x  1  2 

Beweis:  Es^letanx  =  x  = -  =  — , =  -.—  -- 

tan  x        tC0K  x)         (sin  x) cosx      sin  2x 

Wir  wollen  nun  zu  der  Betrachtung  der  Diflfe  von  Folgen  oder  Funktionen 
einer  Richtgrüse  x -f- iy  übergehen.  Jede  folche  Folge  hat  die  Form  K(x  -+-  iy) 
=  <J>o  x  -\-  i^oiv.  wo  <J>o  x  und  */fo  x  Reinfolgen  oder  reelle  Funktionen  find  und 
zwei  folche  Folgen  Fo  (x  -f-  iy)  und  fo  (x  -f-  iy)  find  nach  Zahleulehre  426  dann 
und  nur  dann  gleich,  wenn  fowohl  0o  x  =  qrox,  als  auch  <J'0y  =  «/oy  ist. 


81  Die  Differentialquotieuten  für  die  Formeln  der  Zahlenlehre.     135 — 136. 

Setzen  wir  nun  x  +  iy  =  z  und  *  fo  z  r=  fo'  z,  fo  erhalten  wir 
*Ä.«(J«)ffc.  =  (j(x  +  iy))j6«ss(l  +  iJy)*fc»  =  Jfc.+i(f7)j6« 

8f.z=(|z)|f.z=(ä(x+iy))|f.z=(|x+i)|f.z=(äx)|f..  +  i|f.« 

Und  ein  Satz  wird  alfo  nur.  dann  für  den  Diff  nach  einer  Richtgröse  x  +  iy 
gelten,  wenn  er  fowohl  für  den  Diff  nach  der  ersten  Gröse,  als  auch  fär  den 
Diff  nach  der  zweiten  Gröse  gilt.    Dies  fahrt  uns  zu  dem  folgenden  Satze. 

Erklärung.    Wir  tagen,  ein  Sati  gelte  ftr  den  Diff  einer  Folge  135. 
einer  Bichtgröte  nach  diefer  Gröse  x  f  j-  Fo  (x  +  iy)  dann  nnd  nur 

dann,  wenn  er  einerfeits  für  den  Diff  jener  Folge  nach  der  ersten 
Gröse  x  gilt,  nnd  andrerfeits  für  den  Diff  jener  Folge  nach  der  zweiten 
Gröse  y  gilt. 

Die  folgenden  Sätze  werden  uns  die  Anwendung  diefes  Salzes  auf 
die  einzelnen  Fälle  lehren. 

A  c  c~1 

S  atz.     x  f4  -    (x  +  iy)     ^=  c  (x  -f-  iy)         *  wo  c  eine  reine  Zahl  136. 

Beweis:  (x  -f-  iy)c  =  [r  (cos  a  +  isin  a)]c  (nach  Z.  439) 

?=  rc  (cos  ca  +  isin  c a)  (nach  Z.  499) 

V2  y  v  x 

wo  r  =  (x2  +  y 2)     und  tan  a  =  — ,  sin  a  =  — ,  cos  a  =  —  (nach  Z.  439) 

Wir  nehmen  den  Diff  zuerst  nach  x  und  behandeln  y  als  unveränder- 
lich, dann  ist 

j*  (x  +  iy)c  =  ~  rc  cos  c  a  +  i  j*  rc  sin  c  a 

=  er*-1  (cos  ca)p  —  ci*  (sin  ca)^a|i  [erc~ l  (sin  ca)]*r 

+  er«  (cos  ca)p 

und  hier  ist 

d         d  f  0  ,      ,'/i              x  x 

^r=*(x2  +  y2)     = — ir=  —  =  cosa 


4« 

X  ** 


x2  +  y2  r2 

mithin  ist 

R.  GrMimann,  Folgelehre, 


y  __^  Cnach  tag) 
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j*  (x  +  iy)c  =  er0-"1  (cos  c  d)  cos  a  -f-  er0-1  (sin  c  a)  sin  a 

-f-  i  [er0-1  (sin  c  a)  cos  a  —  er0-1  (cos  c  a)  sin  o)]. 
==  er0-1  [cos  (c  —  1)  a+i  sin  (c  —  1)  a]        (nach  Z.  453) 
=  c  (x  +  iy)«-1  (nach  Z.  439) 

fibenfo  folgt 

^(x  +  iy)c  =  i.c(x  +  iy)c-1 

Der  Satz  gilt  alfo  ebenfo  für  den  ~  (x  -f  iy)S  wie  für  den:;  (x  -f  iy)c, 

x  y 

er  gilt  alfo  nach  135  auch  für  den  x  r  jy  (x  -f  iy)c- 

137,  Sat*.  x  ^  (x  +  iy)c  *=  c  (c  -  1) •  •  -(c  -  m  + 1)  (x  +  iy)c~m. 

*  wo  c  reine  Zahl. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  wiederholter  Anwendung  von  Satz  136* 


138. 


Satz.     xf  iy  Sa-(x  !  iy)a^  S(-fl^m)!aa  (x  +  iy)- 


139.  Sat*.     x  &  iy  (x  +  ij)—  —  -  n  (x+iyr<°-H>; 


140. 


x  +  iy  (x+iy)-n  =  (—  l)an(n  +  l). .  (n+a  —  l)(x+iy  )-<»+*) 


Sali.     ,4'iyB  +  lj)-=Y«  +  W 


1 


x £  iy  (x  +  iy)°  =(-l)-i  (n-l)(2  n-1).  •  .((a-l)n-l)<x-|-iy)B 

i4t.       sat«.    ,^iy(x  +  iy)  n  =  -Y(*  +  iy)  v    n/; 

xf iy  (x+iy)""  ""  =  (~Da(n  f  l)(2n+l).  •  ((tt-l)n+l)     ^    - (*h±) 

na  ' 

Alle  diefe  Sätze  folgen  unmittelbar  aus  135  und  136,  wenn  man 

1  1 

statt  c  a,   bez.  —  n,  —  und fetzt. 

n  n 

ß  x+iy  x-f-iy  Jm  x+iy  x-f-!y 

142.         Satz.     xaiye        =e  xS.ye         =e 

Beweis:    Nach  Zahleul.  521  ist  e**1*  =  e*eos  y  -f-  ie*  sin  y 

mithin  ist 

*  e*+^  =  ex  cos  y  +  ie*  sin  y  =  e*+ly,  da  y  als  constant  betrachtet, 

(nach  118) 
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•  ex+ly  =  —  ex  sin  y  -f  ie*  cos  y  =  iex+^  (nach  125  und  Z.  521) 

8 atz.   x  ^    e»<x+*>  —  am  ea<x+Jy>    x  ^.   ax+*  =  (le  a)m  •  ax+i3r    143. 
Beweis:  x&[y  ea(x+iy)  =  (x|iy  *<*+*>)  ^^(x+iy^a-e^+W 
5.2.vea(x+ly)  =  v  Jf  iv  a  '  ea<x+W  =  a*  e^W  u.  f.  w.  alfo  auch 

dm 
.      ea(x+iy)  —  am  •  e»(x+lJ) 

x  +  *y  * 

Es  ist  aber  a  =  eU  alfo  ax+*  =  e e  &(x+y)      mithin 

v  j".    ax+*  =  T  J".    e lea(x+iy)  =  (le  a)-  eU  (x+ly)  =  (le  a)-  ax+* 

Satz.     ^kCE+jyjig-jL-.  144. 

x  f  iy  te  (x+iy)  Q  (- 1)->  <m  -  ])!  s^. 
Beweis:  Nach  Zahlenlehre  535  ist: 
ie(x-{-iy)£?  —  U  (x2+y2)  +i  Tarc  (tan  =  ^Yl  wo  -^  echt, 

mithin  ist  nach  130 

*  i.  (*+ W  s  -^  + 1  ^j, =i  ^  =i  ^  (».ch  z.  «2) 


2.  Nach  137  ist 

m-l 


dm  jm-1 


!}.  iyU(x  +  iym^+  [y  (x  +  iy)-1  =  (—  l)01-1  (m  —  1) !  (x+iy)-» 
Satz.  x  ^  iy  »in  (x  +  iy)  =  cos  (x  +  iy);  145. 

x_f  iy  (co»  (x  +  iy))  =  —  sin  (x  +  iy) 

Beweis:    Nach  Zahlenl.  548  ist  sin  (x  +  iy)  =  (sin  x)  cos  iy  -f 

.    .    -  •         *y  +e-r        ...  .    e^  —  er  7 

(cos  x)  sin  iy,  wo  cos  iy  = ^ —  und  sin  iy  =  i  • ^ >    a"° 

Z  Z 

y  als  constant  betrachtet 

j*  sin  (x  -{-  iy)  =  (cos  x)  •  cos  iy  —  (sin  x)  •  sin  iy  =  cos  (x  -f-  iy) 

(nach  Z.  548) 

j  j  r  py     l    q—Y  qY  e""~7"l 

und  ebenfo  ~  sin  (x-f-iy)  =  r*  I  (sin  x) ^ f-  i  (cos  x) ^ I 

6* 


146. 


147. 


148. 
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=  sin  x \-  i  cos  x  • ^ —  =  i  [(cos  x)  •  cos  iy — i  (sin  x)  sin  iy  ] 

z  z 

=  i  cos  (x  -f  iy)  (nach  Z.  548) 

Ebenfo  folgt  *  cos  (x  +  iy)  =  —  sin  (x  -f  iy) ;  *  cos  (x  +  iy)  = 
—  i  sin  (x  -f-  iy). 
Sati.     x  *  .y  ,in  (x  4.  iy)  =  gin  ^  ™  n  +  x  ±  iy  V 

dra  /  m  \ 

x  4.  iy  cos  (x  +  iy)  =  cos  y-y  n  +  x  f  iy  j 

Beweis:  Ganz  wie  zu  Satz  126. 

Bat,,     ^iytancx  +  iy)^--^  — 

xdiycot(x  +  iy) jü^-Vw 

Beweis:  Entsprechend  wie  zu  Satz  145. 

Satz.     ,  r  iv  sec  (x  +  V)  =  r~  t  ~r—4r* 
x  +  iy         v  J         (cos(x  +  iy))* 


(tan  (x  +  iy))  sec  (x  -f  iy) 

fx+nf>  =  —  cos  (x  +  fr>  . 
1  +y;  (sin(x  +  iy))' 

Beweis:  Entsprechend  wie  zu  Satz  145. 


xf  iy  coaec  (x+iy)  = ™  £^i  =  -  (cot  (x+iy))  coseo  (x+iy) 


d                                                        1 
149.         8atz.        jr  < .A  arc  (»in  =  x  +  iy)  ^ n-, 

^  '                                          0  —  (x  +  iy)'] ' 
!*!    Aare  (cos  =  x  +  iy)  gi 

r  y  fl  -  (x  +  iy)»] /a 

Beweis:  Ich  werde  den  Beweis  für  A arc  (sin  =  x -f- iy)  noch 
durchfuhren,  für  die  andern  Winkelfolgen  ergiebt  er  fleh  in  ent- 
sprechender Weife. 

Es   fei  Aare  (Mn  =  x  +  iy)  £?  a  +  iß,  *    fo  haben  wir   nach   Z.  548 
sin  (et  +  i/0  =  (sin  a)  cos  i  ß  -f  (cos  a)  sin  i  ß 

ß   \     —ß  ß        —ß 

wo  cos  1  ß  = sin  1  0  =  1 

^  Z 

ß  1     — 0  /*        —/* 

oder  sin  (a  +  iß)  =  (sin  a)  ^-^ h  i  (cos  a)  ^tt —  *=  x  +  J 7 

e'4-e~>  e'  — e~' 

alfo  x  =  (sin  a) *#  ,     y  =  (cos  a) j, ### 
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•    «•    ••• 


Und  wenn  wir  die  Diffe  in  Bezug  auf  x  nehmen  von  *,  **, 
J  Aare  Oin  =  x4-iy)^Jo  +  iJ|J 

1  =  e    +C       (cos  o)  J  a  +  —  ~—  («in  o)  J/? 

0  -  -B—2—  (dn  «)  Ja  +  -4>--  (co8  a)&ß 
und  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 

2-  (e?  +  e~0  co«  a 

X  "  =  [*V  +  «-0  COS  «T+  14  (•'- «"0  H1 


x'~ 


[y  (e>  +  e-*)  ~8  a]'+  [-J-  (e"  _  «->)  rin  «]' 
Setzen  wir  hier 
-y  («^  4-  e~?)  cos  a  =  p  und  y  (e*9  _  <TP)  »>"  et  =  q,  ib  ist 

£«  =  _>?-_,  und  ^  =  -4- 
x  p>  +  q»  xH       p1  +  q» 

und  J Aarc(«n  =  x+i7)gJo  +  if  0_L±2?«._i_  (nach  Z.  432) 

1 


^  ; .~ 1   ,  ■    ■  „,    • —      (nach  Z.  548) 

(cos  iß)  cos  et  —  (»in  iß)  sin  et 

£? rV-^  (nach  Z-  548) 

cos  (et  +  iß) 

(nach  Z.  441) 


[1  —  (sinOt+i?))']''   • 

1 
£5 

[l—  (x  +  iy)']'1 

Und  ganz  entsprechend  ergiebt  Och 

d  1 

*  Aare  (sin  =  x  +  i j)  ^  i TT.    Ebenfo  Aare  •  cosin. 

7  [l_(x  +  iy)»]" 
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Auch  ftlr  den  A  arc  gelten  mithin  alle  die  Gefetze  für  die  Winkel- 
grösen  oder  komplexen  Grösen,  welche  wir  bei  den  Zahlgrösen  oder 
reellen  kennen  gelernt  haben. 

150.  Satx.     xäiyAttc(tan  =  x  +  iy)^__L_^ 

x  +  iy  Aarc  (cot  -  x  + iy)  =  ~  np (T+  w 

Beweis:  Entsprechend  wie  zu  149. 

d  1 

151.  Satz.     _  J*!-  Aarc  (sec  =  x  +  iy)  ^ rr 

x  +  ly  (x  +  iy)ti  +  (x  +  iy)J]/j 

d  * 

«  J:  •-.  Aarc  (cosec  =  x-f  iy)  ^  — rr 

x  +  ,y  (x+iy)G  +  (x+iy)»]'2 

Beweis:  Entsprechend  wie  zu  149. 

152.  Satz.  Alle  Grundformeln  für  die  Diffe  gelten  alfo  ebenfo  für 
die  Bichtgrösen  oder  komplexen  Grösen  wie  für  die  reinen  Zahlen 
oder  reellen  Grösen. 

153.  Satz.     Zn  der  Gleichung  y  =  a*»  -f  aiX  +  *a  x2  +  •  •  +  a*  *n  =  0 

i«t  ,y  =  a1  +  2a2xH 1-  nan  xn~l  =  0 

J  yall(tt-l).    -S^laa  +  Ca  +  lja  .-2aa+1xH 

+  n(n  — 1)  • -fu  —  a)  an  xn~a  =  0. 
Ton  jeder  Gleichung  nten  Grades  von  x  ist  der  erste  Diff  x   eine 
Gleichung  (n  —  l)ten  Grades,  der  ate  Diff  x  eine  Gleichung  n  —  aten 
Grades  von  x. 

Beweis:  Der  Satz  ergiebt  fich  unmittelbar. 

9.    Die  Eigenschaften  für  die  Folgen  der  Zahlen- 
und  Folgelehre. 

Nachdem  wir  gelernt  haben,  aus  einer  ursprünglichen  Folge  oder 
Funktion  die  abgeleiteten  Folgen  oder  die  Diffe  abzuleiten,  fo  können 
wir  nun  zu  der  Aufgabe  übergehen,  die  Eigenschaften  der  Folgen  und 
die  Bedeutung  ihrer  Diffe  zu  erörtern. 

Wir  haben  oben  in  Nr.  15  bewiefen,  dass  jede  Reinfolge  (reelle 
Funktion)  von  x,  welche  in  den  Grenzen  von  a  bis  b  stete  wächst, 
bez.  stets  abnimmt,  wenn  x  wächst,  innerhalb  diefer  Grenzen  stetig  ist, 
und  haben  in  Nummer  28  bewiefen,  dass  diefe  Reinfolge  innerhalb 
diefer  Grenzen  einer  echten  steigenden  Höhenreihe   von  x  gleichgefetzt 
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werden  kann,  fofern  x2  <  1  und  zugleich  keine  Vorzahl  der  Reihe 
unendlich  ist,  Diefen  Satz  werden  wir  im  Folgenden  zu  Grunde  legen, 
wo  wir  die  Eigenschaften  der  Folgen  unterfuchen  und  namentlich  fest- 
stellen wollen,  wieweit  jede  Folge  von  x  stetig  und  reell  bleibt. 

Wir  haben  ferner  im  Obigen  festgestellt,  dass  man  nie  durch  Null 
teilen  dürfe,  da  man  fönst  zu  den  gefährlichsten  Trugschlüssen  gelangt. 
Nun  geht  aber,  wenn  x  stetig  von  —  a  bis  -f-  a  wächst,  x  durch  Null 

1  111 

hindurch,  mithin  geht,   wenn  —  stetig  von bis— -und  von  —  bis 

x  a        0  0 


1  1  1 

—  wächst,    die  Folge  —    durch  - 

a  °     x  0 

1  ,.      .    .  1    ..     .1 


+  —  wächst,    die  Folge  —    durch    —    hindurch.      Wir    fagen    nun 


auch  hier  die  Folge  —   wachfe  stetig  von bis  -| ,     wenn    x 

x  a  a 

stetig  von  —  a  bis   +  a  wächst. 

Erklärung.  Wenn  eine  Gröse  x  von  —  a  bis  +a  stetig  wachst,  154 

fo  tagen  wir,  es  wachfe  auch  die  Gröse  —  stetig  von bis  H , 

x  a  a 

Jede  Reinfolge  (reelle  Funktion)  f0  x  von  x  wächst  aber  stets  mit 
wachfendem  x,  folange,  als  der  erste  Diff  nach  x  von  jener  Folge  eine 
Plusgröse  ist,  fie  bleibt  alfo  auch  ebenfo  lange  stetig;  fie  nimmt  ferner 
stets  mit  wachfendem  x  ab,  folange,  als  der  erste  Diff  nach  x  von 
jener  Folge  eine  Strichgröse  (negativ)  ist,  fie  bleibt  alfo  auch  hio,r 
ebenfolange  stetig. 

Die  Stetigkeit  der  Reinfolge  kann  alfo  nur  da  unterbrochen  werden, 
wo  der  erste  Diff  nach  x  von  jener  Folge  fein  Zeichen  ändert,  mit  andern 
Worten,  wo  der  erste  Diff  nach  x  von  jener  Folge  entweder  Null  oder  un- 
endlich wird,  d.  h.  wenn  wir  y  =  f0  x  fetzen,  wo  ~  y  =  0    wird,    oder 

a        1  -1- 

wo  5  v  =  -TT  und  alfo  nach  154  <J      =0  wird.   d.  h.  nach  96,   wo 
x-         0  |y 

~  x  =  0  wird. 

Satz.  Jede  Beinfolge  oder  reelle  Funktion  fo  x  von  x  bleibt  folange  155. 
stetig,  als  der  erste  Diff  nach  x  von  diefer  Folge  fein  Zeichen  nicht 
ändert,  und  zwar  wächst  die  Beinfolge   stetig  mit  wachfendem  x, 
wenn  diefer  Diff  eine  Plusgröse  ist  und  nimmt   die  Beinfolge  von  x 
mit  wachfendem  x  stetig  ab,   wenn  diefer  Diff  eine  Strichgröse  ist. 

Es  ist  wünschenswert,  dass  fich  jeder  von  diefer  Bedeutung  des 
ersten  Diff  nach  x  von  einer  Folge  von  x,  eine  recht  klare  Vorstellung 
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mache.     Man  kann  nun  fllr  jede  Folge  von  x.  d.  h.  für  y  =  fo  x,  eine 

Kurve  zeichnen,   welche  ganz  genau   diefer  Folge 

^        entspricht.     Wir  legen  dabei  rechtwinklige  Koordi- 

F       naten   fiir  x  und  y   zu  Grunde.     Dann  erhält  fllr 

einen  bestimmten  Wert  von  x,  d.  h.  fiir  x  =  AB 

0^  -j g        auch  j*  y  einen  bestimmten  Wert  FC  und   zwar 

ist,  wenn  wir  an  die  Kurve  eine  Berührende  (eine  Tangente)  CD  ziehen, 
▼  v  =  €rs ==  SB-  Nennen  wir  den  Winkel  zwischen  der  Koordinate 
DB   und    der   Berührenden   DC   den  Winkel  £    fo   ist  |  y  =  tan   £. 

Für  jeden  Pluswert  von  •  y  ist  alfo  f  ein  Winkel  im  ersten  Kreis- 
viertel oder  Quadranten,  d.  h.  ein  echter  Winkel,  für  jeden  Strichwert 
von  **  y   hat  tan  £   einen   Strichwert  und   ist   alfo  £  ein  Winkel   im 

vierten  oder  zweiten  Kreisviertel     Für  *~  y  =  0  ist  tan  £  und  Winkel 

f  gleich  Null ;  fiir  =*  y  s=  —  ist  Winkel  £  ein   Rechter.     Hiermit   ist 

auch  fofort  klar  geworden,  dass  für  j  y  =  0  die  Kurve  in  dem  ent- 
sprechenden   Punkte    gleichlaufend    mit    der   Koordinate   x,   und    für 

Jya-  oder  für  *  x  =  0  gleichlaufend  mit  der  Koordinate  y    ist. 

156.         Erklärung.    Befondere  Werte  der  Reinfolge  von  x  heisen 

die  Werte  diefer  Folge,  für  welche  j  y  bes.  |  z  gleich  Null  wird. 

Um  die  weiteren  Eigenschaften  von  U  x,  namentlich  auch  die  Eigenschaften 
der  befondern  Werte  von  &  x  kennen  zu  lernen,  ist  es  wünschenswert  die  fo  (x  +  v) 

nach  100  zu  entwickeln,  foweit  va  <  1  und  die  *  f0  x   alle   endlich   bleiben. 

Es  ifltaber  fo(x  ±  t)  s=  f«x  ±t  |fcx+^.|Vox+...==J^(-i^|afox 

Hier  kann  man  nun  für  jeden  bestimmten  Wert  von  x,  für  welchen  nicht 
*  fo  x   unendlich  wird  (und  letzteres  geschieht,   wenn  es  überhaupt  geschieht, 

nur  fiir  einige  bestimmte  Werte  von  x),  die  benachbarten  Werte  ven  föx, 
fowie  die  Diffe  von  fo  x  bestimmen  und  daraus  die  Eigenschaften  der  Folge 
von  x  ableiten. 

Betrachten   wir  wieder,   um  anschaulich  zu  fein,  eine  Kurve  mit  recht- 
winkligen Achfen,  fo  giebt  uns  das  erste  Glied  der  Reihe  +  v  |ti  den  Winkel {, 
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B 


A    D 


welchen  die  Berührende  an  dem  bestimmten  Punkte  der 
Kurve  mit  der  Achfe  von  x  macht  und  zwar  ist  tan  £  = 

|f*x.   Wir  haben  alfo  für  jeden  bestimmten  Wert  von  x 

durch  den  ersten  Diff  nach  x  von  fcx  den  Winkel, 
welchen  die  Kurve  an  dem  bestimmten  Punkte  mit  der 
x  Achfe  bildet. 

Das  zweite  Glied   der  Reihe  +  ]f  x  fo  x   Pc^k  uns   an'   xlm  wicTiel   die 

Kurve   an   dem   bestimmten  Punkte   von   der  Berührenden  abweicht.    Ist  hier 

|  fo  x  für  den  bestimmten  Wert  von  x  ungleich  Null,  fo 

behalt  dies  Glied  für  -f  v  und  für  —  v  denfelben  Wert, 
d.  h.  die  Kurve  bleibt  vor  und  nach  dem  bestimmten 
Werte  von  x   an  derselben  Seite   der  Berührenden.    Ist 

£  fo  x  eine  PlusgrÖse,  fo  ist  y  ss  fo  x  fiir  x  —  v  und  für 

x  +  v  gröser  als  für  x  d.  h.  die  Kurve  ist  filr  den  be- 
stimmten Wert   von  x  jenfeit   der  Berührenden  von  der 

x Achfe  ausgerechnet.    Ist  *  fo  x  eine  Strichgröse,  fo  ist 

y  =  f©  x  für  x  —  v  und  für  x  -f-  v  kleiner  als  für  x, 
d.  h.  diele  Kurve  ist  für  den  bestimmten  Wert  von  x 
diesfeit  der  Berührenden  von  der  x  Achfe  aus  gerechnet. 

1  V 

Die  Gröse  von  öx  fo  x  ^iebfc  den  Krümmungshalbmesser  des   m  tiefem  Punkte 

lieh  anschmiegenden  (osculirenden)  Kreifes. 

Wenn  *  fo  x  =  0  ist,    fo  muss  man   die  höhern  Diffe  '    fo  x   entwickeln, 

und  Kommt  es  nun  darauf  an,  ob  in  dem  nächsten  höhern  Diff  ■  £>  x,  welcher 
ungleich  Null  ist  der  Grad  a  gerade  oder  ungerade  ist. 

Ist  der  Grad  a  von   |  fo  x  gerade,  fo  gilt  Alles  beim  |  f«  x    Gefagte. 

v«  a* 

Sei   aifo  a  =  2c,   fo  ist  das  entsprechende  Glied  -f-  jöT)  x   *•  x-     Dies   Glied 

hat  denfelben  Wert  für  x— v  wie  für  x+v, 
die  Kurve  bleibt  alfo  auch  hier  vor  und 
nach  dem  bestimmten  Werte   von  x  an  ' 

derfelben    Seite  der   Berührenden    und 

zwar  bleibt  Re,   wenn   der  Diff  |    fo  x  

eine    Pluszahl  ist,  jenfeit,    wenn    der- 

felbe  eine  Strichzahl  ist,  diesfeit  der  Berührenden  von  der  x  Achfe  aus  ge- 
rechnet Man  nennt  dies  eine  Fortbeugung  (eine  conflexio)  der  Folge  1«  x, 
und  zwar  die  erstere  eine  erhabene,  die  zweite  eine  hohle  Beugung. 

Ist  für  den  bestimmten  Wert  von  x  der  erste  Diff  '  &  x  gleich  Null  ge- 
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und   zwar  ihren  grösten  Wert,   ihr  Maximum,   wenn  "    £>  x   eine  Strich- 
le 
zahl  ist,  dagegen  ihren  kleinsten  Wert,  ihr  Minimum,  wenn  J    &i    eine 

Pluszahl  ist. 

Ist  der  Grad  a   von  |  f0  x  ungerade  und  fei  a  =  2c  +  ^  fo  ist  das  ent* 


V(2c+1)! 


:.r-)=± 


sprechende  Glied  +  I  - — _  ^       fr  x  1  =  +  9>0  x.  Dies  Glied  hat  alfo  entgegen- 


gefetzten Wert  für  x  —  v  und  für  x  -f-  v  •,  für  x  —  v  ist  es  gleich  —  9o  x,  für 
x  -f-  ▼  gleich  -|"  V«  x-    Hier  tritt  alfo  die  Kurve  vor  und  nach  dem  bestimmten 

Werte  von  x   an  verschiedene  Seiten   der  Be- 
rührenden   und    zwar  tritt  lie,   wenn    der  Diff 

5         f0  x    eine   Strichzahl   ist,   von   der  jen- 

feitigen   nach   der   diesfeitigen   Seite   der    Be- 
rührenden  über,   dagegen  tritt  Re,   wenn   der 

Diff  *  °     fo  x  eine  Pluszahl  ist,  von  der  dies- 
feitigen   nach   der   jenfeitigen    Seite   der    Be- 
rührenden über,  wobei  die  diesfeitige  und  jen- 
feitige  Seite  der  Berührenden  von  der  xAchfe  aus  gerechnet  wird.    Man  nennt 
dies  eine  Umb eng ung  (eine  inflexio)  der  Folge  fo  x  und  zwar  die  erstere  eine 
fenkende,  die  zweite  eine  erhebende  Umbeugung. 

157.  Erklärung.  Wenn  bei  einer  Rein- 
folge von  x,  d.  h.  £»x  ftr  einen  be- 
stimmten Wert  von  x,  ftr  welchen  die 
Diffe  endlich  bleiben  und  der  ente 
höhere  Diff,  welcher  ungleich  Null  ist, 

v*  d* 

—  *  tx  ftr  +  v  und  —  v  dasfelbe  Torzeichen  hat,   fo  fegen  wir, 

die  Beinfolge  von  x  habe  ftr  diefen  Wert  von  x  eine  Fortbeugung 
(conflexio)  und  »war  eine  hohle  Fortbeugung,  wenn  jene  Summe 
eine  Strichgröse,  dagegen  eine  erhabene  Fortbeugung,  wenn  jene 
Summe  eine  Plusgröse  ist. 

158.  Sats.    Jede  Beinfolge  (reelle  Funktion)  von  x  behält  ftr  jeden 

bestimmten  Wert  von  x,  für  welchen  die  Diffe  endlich  bleiben    und 

auserdem  der  nächst  höhere  Diff  auser  dem  ersten,  welcher  ungleich 

rl3€ 
Null  ist,  von  geradem  Grade  ~  £>  x  ist,  eine  Fortbeugung  und  zwar 

•ine  bohle  Fortbeugung,  wenn  ^  £>  x  eine  Strichxahl,  dagegen  eine 

erhabene  Fortbeugung,  wenn  ~  &x  eine  Plussahl  ist 
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Satz.     Jede  Eeinfolge  von  x  hat  für  einen   bestimmten  Wert  159. 
x  =  a  einen  Grenzwert,   d.  h.   einen  grösten   oder  kleinsten  Wert, 
wenn,  fofern  alle  Diffe  endlich  bleiben,  der  erste  Diff  nach  x  gleich 
Null  ist,  und  der  nächst  höhere  Diff,  welcher  ungleich  Null  ist,  von 

geradem  Grade  ~    £,  x  ist.    und  zwar  hat  die  Beinfolge  ihren  grösten 

d2c 
Wert,  ihr  Maximum,  wenn  ^    £>  x    eine    Strichzahl,    dagegen    ihren 

d2c 
kleinsten  Wert,  ihr  Minimum,  wenn  ^    &*  eine  Pinszahl  ist. 

Der  Beweis    für  diefe  Sätze   ist    in  der  Voreritwicklung  enthalten. 

Erklärung.     Wenn  bei  einer  Bein-  160. 

folge  von  x  d.  h.  £>  x  für  einen  bestimmten 

Wert  von  x  der  erste  höhere  Diff,  welcher 

va  da 
ungleich  Null  ist,  — p  j  f0x  ftr  +  v  und  — v 

u  ♦ 

entgegengefetzte  Torzeichen  erhält,  fo  fagen 

wir,  die  Beinfolge  von  x  habe  ftr  diefen  Wert 

von  x  eine  ümbeugung  (inflexio)  und  zwar 

eine   fenkende   ümbeugung,   wenn  jene 

Summe  ftr  +  ▼  eine  8trichgröse,   dagegen 

eine  erhebende  ümbeugung,  wenn  jene  Summe  ftr  +  v  eine  Plus- 

gröse  ist. 

'       Sats.    Jede  Beinfolge  (reelle  Funktion)  von  x  hat  ftr  jeden  161. 

bestimmten  Wert  von  x,  ftr  welchen  die  Diffe  endlich  bleiben    und 

auserdem  der  nächst  höhere  Diff  auser  dem  ersten,  welcher  ungleich 

Null  ist,  von  ungeradem  Grade  j       £>x  ist,   eine  ümbeugung  und 

J2C+1 

zwar  eine  fenkende,  wenn  £       ftx  eine  Strichzahl,    dagegen   eine 

d*c+1 
erhebende,  wenn  j        fix  eine  Pluszahl  ist. 

.,  Der  Beweis   für  diefen  Satz   ist   in  der  Vorentwicklung  enthalten. 
Nach  diefer  Betrachtung  der  Reinfolgen  im  Allgemeinen  wenden  wir  uns 
nun  zur  Betrachtung  der  einzelnen  Gattungen  von  Reinfolgen  und  zwar  zunächst 
Betrachtung  der  Höhen  und  Höhenreihen  der  Veränderlichen. 

Satz.    Jede  Höhe  von  x  zu  einer  ganzen  Stufe  n  ist  stetig  ftr  162, 
x  von  Strichunendlich  bis  Plusunendlich. 

Beweis:  1.  Sei  x  eine  Pluszahl,  fo  wird,  wenn  auch  n  eine  Plus- 
zahl ist,  auch  xa  nach  Zahlenlehre  377  bei  wachfendem  x  stet«  wachfen, 
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alfo  ist  die  Folge  x*  nach  15   eine  stetige  Folge  filr  jede  Pluszahl  x. 
Sei  n    eine  Strichzahl,    alfo   n  =  —  m,    wo  m    eine   Pluezahl,    fo    ist 

Nun  ist  aber,   wenn  x  £  0   ist  x  •  —  =  1  und  ebenfo 


■(t)" 


—  1    -x    =1,  mithin  nimmt —  und  ebenfo  I  —  1     stets    ab,    wenn 

x  oder  xm  wächst,  alfo  ist  auch  die  Folge  ( —  \    =  x*  nach  15  eine 

stetige  Folge,  wenn  auch  n  eine  Strichzahl  ist. 

2.  Sei  x  eine  Strichzahl,  alfo  x  =  —  y,  wo  y  eine  Pluszahl,  fo 
ist  y  —  y  =  0  d.  h.  es  nimmt,  wenn  —  y  wächst,  +  y  stets  ab.  Sei 
nun  n  eine  gerade  Zahl,  fo  ist  ( —  y)n  =  (+  y)n  nach  Zahlenlehre  330, 
mithin  wenn  — y  wächst,  fo  nimmt  +  J  und  nach  1  diefes  Satzes 
auch  (+  y)*  sä»  ( —  y)n  stets  ab,  die  Folge  ( —  y)n  =  (+  y)n  ist  alfo 
nach  15  eine  stetige  Folge. 

Sei  dagegen  n  eine  ungerade  Zahl,  fo  ist  nach  Zahlenlehre  330 
( — y)n  e=a  —  (-{-  y)n,  wenn  alfo  — y  wächst,  fo  nimmt  +y  und 
(+  y)*  stets  ab,  und  wird  alfo,  da  (+  y)n  —  (+  y)*  =  0  ist,  ( —  y)> 
stets  wachfen,  die  Folge  ( —  y)n  ist  alfo  auch  in  diefem  Falle  nach  15 
eine  stetige  Folge. 

3.  Uns  bleibt  nun  noch  der  Fall  zu  betrachten,  wenn  x  ==  0  ist, 
dann  ist,  fofern  n  eine  Pluszahl  ist, 


jn-a 
x»  =  0  und  ist,  fo  lange  0  <  n  ist,  *    xn=n(n—l).(n— a+l)x     =0 

ßm 

und  wird  filr   »  xn  =  n  (n  —  1). • .3-2.1. 

d.  h.  die  Folge  wächst   dann  auch,   wenn  x  wächst,   die  Folge   bleibt 
alfo  auch  in  diefem  Falle  stetig. 

Wenn  n  eine  Strichzahl,  alfo  =  —  m  ist,   wo  m   eine  Pluszahl, 

fo  ist  x*  s=a  x~m  =  (  —  1    alfo  ist  für  x  =  0 


— (i)' 


1  1 

x»  sss  x~m  =s  -rr-  und  werden  auf  alle  Diffe  von  x  gleich  — .     Dann 

ist  aber  I — 1  =  xm  und  wuchst  stetig,  auch  wenn  x  Null  wird,  mit- 
hin ist  auch  xB  nach  159  stetig,  wenn  x  Null  wird. 
163.  Satz.    Die  Höhe  von  x  zu  einer  ganzen  Stufe  n  hat,  wenn  n 

eine  Plusiahl  ist,  bei  x  =  0,  wenn  n  eine  Strichzahl  ist,  bei  — =0 
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eine  Beugung  und  iwar  iit  diefe  Beugung  bei  ungeradem  n  eine 
Fortbeugung  und  bei  geradem  n  eine  Umbeugung. 

Beweis:  1.  Sei  x  eine  Pluszahl,  fo  ist,  wenn  n  ungerade  ist,  nach 
Zahlenlehre  330  für  —  x  auch  ( —  x)n  =  —  (x)n  eine  Strichgröse  und 
ftlr  +  x  auch  (+  x)n  =  -f-  (jt)n  eine  Plusgröse,  und  es  nimmt,  wenn  —  x 
wächst,  d.  h.  Ach  dem  Null  nähert,  auch  ( —  x)n  ab  und  nähert  (ich 
der  Null,  bis  es  fiir  x  =»  0  auch  Null  wird;  ebenfo  wächst,  wenn  -+-  x 
wächst,  auch  (+  x)n,  es  findet  alfo  die  Folge  bei  x  =  0  nach  157 
eine  Fortbeugung. 

Wenn  n  gerade  ist,  fo  ist  nach  Zahlenlehre  330  für  —  x  dagegen 
( —  x)D  =ss  +  xn  eine  Plusgröse,  und  ebenfo  für  +  x  «weh  (-{-  x)a  =»  -f-  x* 
eine  Plusgröse.  Wenn  alfo  —  x  wächst  und  fleh  der  Null  nähert, 
nimmt  +  x  und  ebenfo  die  Plusgröse  +  xtt  ab  und  nähert  fich  der 
Null,  bis  endlich  ftlr  —  x  =  0  auch  +  xa  =  0  wird,  mit  wachfendem 
4-  x  wächst  dann  auch  wieder  +  xn.  Hier  erfährt  alfo  die  Folge  bei 
x  =^=  0  eine  Umbeugung,  d.  h.  fie '  geht  von  +  co  bis  0  herab  und 
steigt  dann  wieder  von  0  bis  +  co« 

2.  Wenn  n   eine  Strichzahl  gleich  —  m  ist,   wo  m  eine  Pluszahl 

ist,  fo  wird  xn  =  x-"m  =  ( — 1    und   hat  alfo  stets  den  umgekehrten 

Wert   von  xm.     Wenn   demnach  xm   stetig  durch  Null  geht,    fo   geht 

/  1  \m  1 

xn  _  l  —  1    stetig  durch  — -. 

xm,  d.  h.  es  findet  für  ungerades  n  eine  Fortbeugung  und  ftlr  gerades 
n  eine  Umbeugung  statt. 

m 
Satz.    Jede  Höhe  einer  Pluszahl  zur  gebrochenen  Stufe,  tur —  164. 

Stufe  iit  stetig. 

Beweis:   Da  x  eine  Pluszahl  ist,  fo  ist  auch  xn=ry  eine  Plus- 
zahl, und  gilt  für  diefe  der  Satz  nach  163. 

Satz.    Wenn  x  und  aa  Plusgrösen  find,  fo  ist  flaax"  eine  stetige  165. 

Polge,  fofern  alle  aa  endliche  Werte  haben  und  aueh  n  endlich  ist. 

Beweis:   Da  für  x  auch  xa  stetig  ist,  und  auch  aa  eine  endliche 

Oröse  ist,  fo  ist  auch  aa  xa  eine  Gröse,   welche  stets  wächst,  wenn  x 

'wächst  und  ist  alfo  auch  j  aaxft   eine    Oröse,    welche   stets    wächst, 

0,tt 

-wenn  x  wächst,  d.  h.  es  ist  nach  15  ö  a«  xa  eine  stetige  Folge  von  x. 


stetig  durch  -^-,  und  beugt  für  diefen  Wert  ebenfo,  wie 
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Wenn  x  eine  StrichgrÖse  wird  ss  —  y,  fo  wird  xa  für  gerades  n      ( —  y)^ 
==  ("I"  y)n?  dagegen  für  ungerades  n  ( —  y)n  =  —  (-f-  y)n  und  wechfeln  alfo  in  der 

fcj  aa  xa  die  Qlieder  die  Vorzeichen.    Ebenfo  wenn  aa  bald  eine  Pluszahl,  bald 

eine  Strichzahl   ist,   fo  wechfeln   gleichfalls   die  Glieder   ihre  Vorzeichen    und 

kann  die  Folge  ö  aa  xa  die  mannigfachsten  Werte  annehmen,  je  nachdem  die 
o,n 

Zeichen  und  Werte  wechfeln.     Die  Folge  ö  aa  xa  nennt   man  eine  Gleichung 

nten  Grades  von  x-  dies  führt  uns  alfo  zur  Betrachtung  der  Gleichungen. 

Die  Eigenschaften  der  Gleichungen  nten  Grades. 

Um  diefc  Gleichungen  bequem  betrachten  zu  können,  fetzen  wir  öaax4  =  i 

and  leiten  für  diefe  Folge  von  x  die  Diffe  nach  x  von  z  ab.  Wir  feteen  dem- 
nächst z  ==  ym  und  leiten  die  Diffe  nach  x  von  y  ab  und  betrachten  demnächst 
die  Eigenschaften  der  Gleichungen. 

166.  Sat x.     Für   x  =  S  a«  xa  ist  ^  z  _  S  flaj  %a~l 

x'1  =  §  *  (a  —  l)aa  x«-a     f  x  =  §ö  (ö  -  1).  .(ö  _  c  +  1)  aa  x*-< 

Beweis:  z  =&  a4  xa  =  a«  -f  ai  x  -f  as  x2  -f  »a  *H f-an  xB 

p  =  at  -f-  2a*  x  +  3a3  x'  -\ -f-na*  x»-1   =gaaa  xa~l 

J*z  =  2aa  -f  3 .2a3  x  H +  n  (n  —  1)  a„  xn~*  =  S a(a _  i)aa  xn-i 

£  z  =  c(c  —  1) 3-2-1  ac.-  +  n(n  —  l)...(n  —  c  +  1)  an  xnf 

=  §  ö  («  —  *)• "(«  +  c  +  1)  aa  x«-« 

Diefer  Satz   ist  von  gröster  Wichtigkeit   für  die  Gleichungen  und 
vereinfacht  die  letztern  ungemein,  da  man  bei  den  Gleichungen  stets  auf 


"O1" 


"     9      IltlH       ^ 


z  und  :r   z  zurückgehen  muss. 


167. 


Satz.    Wenn  ym  =  z  =  £5  aa  xa  ist,  fo  ist  y  =  z  m 

di      l  d« 


i       m 
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fl'v^     x8'     _aC»-*)(f')?'J.C—l)(l— !)(?■)' 

x  *  *    X  *      l  .     -L 

m .  x1—  m  m^ .  j»  —  m  m3 .  gl  —  m 

m  L  «  m-x2  ~*~  m*-x8  J 

«■T_  f.  _,c— )(f.^._.o.-^'.y 

X    J  i  1  i_ 

m  •  X1—  m  m2  •  X*~  in  m2  •  X*~~  na 

(m-l)(2m-l)(J2«)(Jiy_(m-l)(2m-l)(3m-l)  (|  i)* 


+  6 


+  6 


nn3 .  x3—  m  m*  •  X*""  n» 

— : ■ 4 _ 3 _ 

m  t_  x  m  •  x2  m  •  x2 

(m-1)  (2m-l)  (*'  x)  (*  ■)*  _  (m-1)  (2m-l)  (3m-l)  ( J  x)*l 
m2  «x3  m3-x4  J 


Beweis:  J  T  -  f.'^f  •=)*•- -5- .""'f. 

_i--L,4. 

m     ,_a  x 
z 

ds       d  d       d  1  _!_  d 

X    '  X  X  *  X     Oi        i_i  X 

z      m 

—  m     i_i  x   z  + 


_  J_  _L_  d'       5L=1  _L  /d  V 

—  m      i_A  x    z~~     m»        ,.i\xzj 


z     m  z 

1      1     At  m  — 1     1 


d,v  =  dd%_dr---^d1 

X    J  X  X    J  X 


[1    1    d*       mTiJ_L_/d  VI 
^IIx   z--m»       ,_l|,xz)   I 
z      m  z      m  J 


1      1      J3  m  —  1     1     /^3  \^  m  —  1     1 


^mHif  Z-"S»       ^IlVx  *)xz-:i~rt~~7~[\~  z»"z 
z     m  z     m       **  z 


(m  —  l)(2m  —  1)      1      /g 


+  m» 


-kW 

X      m 
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Man  fagt  nnn,  die  Gleichung  fei  aufgelöst,  wenn  die  Werte  von  x  gefunden 
And,  für  welche 

Q  aa  xa  =s  z  =r  ym  =  o  alfo  auch  v  =  o 

0,n 

wird.    Für  diefe  Werte  von  x  wird  aber 

3 

fy  =  .JLZ_  =  i,ebenfo  fy«  * 

oder  da  nach  96  *  x  =  jT~~  igt,  fo  wird  filr  diefe  Werte  ^  x  =  0,  d.  h.  für  diefe 

x  y 
Werte   ist  die  Kurve  gleichlaufend  mit  der  Yachfe,   oder  fie  steht  fenkrecht  auf 
her  Xachfe  und  müssen  daher  die  Diffe  nach  x  von  y,  um  von  y  =  0  zu  endlichen 
Werten  von  y  £  0  zu  gelangen,  unendlich  werden.    Für  diefe  Diffe,   wo  y  =  0, 

ist  aber  die  Betrachtung  der  Diffe  9  y  ganz  unbrauchbar  und  muss  man  fie  von 
der  Betrachtung  ausschliefen.  Will  man  die  Diffe  für  diefe  Punkte  der  Kurve 
betrachten,  fo  muss  man  entweder  x  als  Folge  von  y  entwickeln  und  dann  *  x 
entwickeln  oder  man  muss,  wenn  x  =  c  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist,  die 
Gleichung  für  x  =  c  H-  h  berechnen  oder  aber  man  muss  ym  =  y'm  —  am    fetzen, 

dann  wird  y'm  =  am  —  z,  alfo  y'  =  (am  —  z)m  und  ungleich  Null. 

Für  die  Betrachtung  der  Eigenschaften  der  Gleichungen  nten  Grades  find 
aber  die  Punkte  diefer  n  Wurzeln  auch  meist  von  untergeordneter  Bedeutung  und 
kommt  es  vielmehr  darauf  an,  die  Eigenschaften  der  Gleichungen  und  Kurven 
für  die  Werte  x  =  a  alfo  gleich  0,  1,  2  ■  •  •  zu  betrachten,  filr  welche  y  nicht 
gleich  Kuli  wird.    Es  ergeben  fich  demnach  folgende  Sätze. 

168.  Sati.     Bei  jeder  Gleichung  S  aa  xa  =  z  =  ym  kann  man  für 

jeden  bestimmten  Wert  von  x  den  Wert  von  z  und  von  y,  und  ebenfo 

von  ^  z  bis  ~r  z  und  auch  von  ^  y  und  *  y  ohne  Weiteres  ableiten, 

und  daraus  den  Lauf  der  Kurve  und  die  Art  und  Gröse  der  Beugung 
Ar  jeden  Punkt  der  Kurve  bestimmen. 
Beweis:  Unmittelbar. 

169.  Satz.  Jede  Gleichung  nten  Grades  kann  man,  fofern  nicht  die 
Vorzahl  a&  =  0  ist,  und  alfo  das  letzte  Glied  fortftllt,  auf  die  Form 
bringen 

y~  =  z  =  ao  +  ai  x  +■  aa  x«  +  a3  x3  +■  .  .  .  +  an_!  x"-1  +  x» 
und  die  n  Wurzeln  diefer  Gleichung,  welche  z  bez.  y  gleich  Hüll 
machen,  find  dann 

y»ssi  — (x  — ^  (x-ca)  (x— c8)  (x  —  c4)  •  •  •  (x— c^)  (x  — cn)  und 
gieht  es  keine  weitern  Werte  von  x,  welche  z  und  y  gleich  Bull  machen. 
Beweis:  Unmittelbar  aus  Zahlenlehre  571. 
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179. 


Satz.  Für  die  n  Wurzelwerte  der  Gleichung  find  alle  Diffe  nach  170. 
x  von  y  unendlich  nnd  kann  man  die  benachbarten  Werte  für  eine 
diefer  Wurzeln  ca  nnd  die  Eigenschaften  der  Kurve  für  diefen  Punkt 
nur  finden,  wenn  man  entweder  die  Gleichung  für  x  =  Ca  +  h  ent- 
wickelt, oder  wenn  man  ^  x  entwickelt,  oder  wenn  man  fm  = 
ym  ^_  am  fetat. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  157. 

Um  Beispiele  für  diese  Berechnung  zu  geben,  berechne  ich  drei  Gleichungen 
nach  diefer  Methode,  welche  uns  gleichzeitig  drei  Arten  besonderer  Weite  kennen 
ehren:   die  Rückbeugung,    den  vielfachen  Punkt  und    den  abgeänderten  Punkt. 

3/ 

Sei    zunächst   (y  —  a)2  =  b2  x3,  alfo  y  =  a  +  bx  /2,  fo  ist 


lr=±»bxV, 

rT-±i».-*-±i 


b 


|y  =  o 


Hier  wird  für  x  =  0 

y=ra 

Ferner  werden  für  x  =  —  h 

y=a±ibh^      jy  =  ±  A 


ä'y  =  ± 


ibh'/»       f  y  =  +  A  ib 


1_ 


d.  h.  alle  diefe  Folgen  find  ohne  reellen  Wert   oder  imaginär.    Dagegen  werden 
für  x  =j  +  h 


y  =  a  +  bh3/a 


^  y  =  +  -°_  bh"'2 

X    '  —    o 


3 
'2 


xh 


S'y^  +  A 


h'/> 


d.  h.  Ks  hat  y  f ür  x  =s  -f-  h  zwei  Werte,  einen 
grösern  als  für  x  =  0  und  einen  kleinern,  und  für 
den  erstem  ist  die  Beugung  nach  oben,  für  den 
andern  ist  die  Beugung  nach  unten,  wie  in  der 
nebenstehenden  Kurve.  Man  nennt  dies  eine  liück- 
beugung  oder  Reflex io.  Das  y  hat  hier  für 
x  =  0  feinen  Grenzwert. 
Entwickeln  wir  x  als  Folge  von  y,  fo  ergiebt  fich 

unmittelbar  P^T^A   =  x3  alfo 


xss=  (y  —  -R  V'3  und  fetzen  wir    y  —  y' 
\  b        b  /  b 

x  =  (y'-c)a'3 


■  =  c,  fo  erhalten  wir 


!U=-2. 


Hier  wird  für  y'.; 
x  =  0 


1_  V  v  ^  _  *         1 


y'        ü 


*'  x  -  -  i 

y'x~     -ö 


B.  Ormminn,  Folgelehre. 
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Hier  ist  alfo  für  y'  =  c  die  Berührende  fenkrecht  auf  der  Y'achfe,  es  ist  x  =  0 
ein  kleinster  Wert  oder  ein  Minimum,  und  ist  für 

9 


y'ssc  +  h 


y'x==-i  + 


(±h)4/s  u    h~'» 

d.  h.  die  krumme  Linie  hat  ihre  hohle  Seite  nach  der  Y'achfe  hin  liegend. 
Sei  als  zweites  Beispiel  (y  —  b)a  =  (x  —  a)a  (x  —  c)  genommen,  mithin 

a)  (x  _  c)Va  fn  iHt  8  v  =  +  f x  —  c^f'a  -*-       X  ""  a 


y  =  b±(x 

Hier  ist  für  x  =:  a 

y  =  b 


fo  ist  |  y  =  +  (x  —  c)  /a  + 


2(x— c)1'* 


iv  = 


x  y  =  ±  (*  -  c) " 


■Vi 


Punkt. 

Sei  endlich  y 


fo  ist   J  y  =  + 


d.  h.  dem  einfachen  Werte  von  y  =  b  entsprechen 
^. — -^h/rl/       *wei  erste  Diffe  »  y  =  -|-  (x  —  c)  'a  und  "  y  = 

V^     ^r  \x         —  (x  —  c)  'a  und  bilden  "zwei  Zweige  der  Werte 
/  \\     y.     Betrachten   wir   die   cutsprechende  Kurve,    fo 

finden  wir  in  dem  Punkte  x  =  a,  y  =  b  den 
Durchschnitt  zweier  Zweige  der  Kurve.  Man  nennt 
diefen  Punkt   bei    den  Kurven   einen  vielfachen 


P 

2  _  *'  O 


-b\aUoy 


x  (3x  —  '2b)       _  . 


2  (axa  (x  -  b))l/a 


=  +  (x*  (x  ~  bA'/a 

3x— 2b 
2  (a  (x  -  b))l/a 


Hier  ist  für  x  =  0 


y  =  0 


!r-  + 


2b 


=  +  i-*r 
2(—  ab)*'2  2  (ab)''* 


(—  ab)l/a 

d.  h.  es  giebt  für  x  =  0  und  y  =  0  keinen  reellen  Diff.  Betrachten  wir  die 
entsprechende  Kurve,  fo  ist  der  Punkt  für  x  =  0,  y  =  0  ein  einzelner  von  der 
Kurxe  abgefonderter  oder  ifolirter  Punkt,  auch  conjugirter  Punkt  ge- 
nannt, bei  dem  die  Fortfetzung  eine  Jgröse  oder  imaginär  geworden  ist 

171.  Satz.    Für  alle  Werte  von  x  anter  den  n  Wurzeln  der  Gleichung 

bleiben  ym  und  z  =  S  aa  xa  ungleich  Hüll  und  alle  Diffe  nach  x 

von  y  endlich  und  kann  man  die  Sätze  157,  158,  160,  165,  166  ohne 
Weiteres  anwenden. 

172.  Satz.  Die  Gleichung  nten  Grades  y  =  z™  =  I  £*  a«  xM™ 
hat  einen  Grenzwert,  d.  h.  ein  IT«!™««*  oder  lfinimmw  für  die  Werte 
von  x  ungleich  einer  Wurzel,  für  welche  der  nächste  Diff  von  £  z, 
welcher  für  diefen  Wert  von  x  ungleich  Hüll  wird,  von  geradem 


Grade  ~  z  ist.     Und  zwar  ist  der  Wert  von  y  ein  grftster   Wert, 
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d* 
wenn  *  i  eine  Strichiahl,  dagegen  ist  derfelbe  ein  kleinster  Wert, 

d* 
wenn  ~  i  eine  Plnuahl  ist. 


Beweis:   Soll  der  Wert  von  y  für  ein  bestimmtes  x  ein  Grenz- 
wert  fein,  fo  muss  nach  159  j*  y  =*  0,  und  fofern  ~  y  =  0  ist,  auch 

*  y  =  0   fein   und  fofort,    fo  dass  der   erste  Diff  nach  x   von  y, 

welcher  ungleich  Null  ist,  von  geradem  Grade  fein  muss. 
Nach  167  ist  aber 

m.ym-l  m.ym— 1  mly2m-l 

*'y    *'j!    -3^-l>(x,z)^  +  ^-1^am-lKxz),u.f.w. 

X  m-y™-1  mJ  y80"1  m*  y*»-1 

Hier   ist,   da  x   stets  ungleich   einer  Wurzel   ist,   auch  y  £  0  und   da 
auch  m  £  0  ist,  fo  it»t  der  Nenner  stets  ungleich  Null,   und  wird  alfo 

dA 

_*•  y  stets   dann  Null  werden,   wenn   der  Zähler  Null   wird,   d.  h.    es 

d  d  d* 

wird  !*  y  =  0,  wenn  *  z  =  0 ;  es  wird  dann  aber  auch  *    y  =  0, 

wenn  *  z  =  0  wird  u.  f.  w. 

d* 

Sei  nun  ~  y  der  erste  Diff,  der  ungleich  Null  ist,  fo  verschwinden 

in  der  Formel  für  denfelben  alle  Glieder  auser  dem  ersten,  da  in  jedem 
derfelben  mindestens  eine  der  Größen  xz===^>x   z==^x   z  —  ^ 

*  z  =  0    im   Zähler    vorkommt,    und    bleibt   nur    als    erstes  Glied 

d* 
d*  z  d2c 

x  y  =      x  d.  h.  dies  wird  ungleich  Null,  wenn**  z  £  0  int. 

m-y™-1 

jac  jac 

Für  -f  y  haben   dann  ~  y  und  *  z    gleiche   Vorzeichen.      Nach    159 

d2*  d2c 

wird   alfo  +  y    ein  gröster  Wert,   wenn  £  z,  alfo  auch   ~   y   eine 

d20 
Strichzahl   ist   und    wird    +  y   ein   kleinster   Wert,    wenn   *  z   eine 

Pluszahl  ist. 


173.  Folgelchre.  100 


Als  Beispiel  diene  die  Gleichung: 

y»  = 

=  ?  =  a«-a,j  x  +  xa 

|  z  =  -  *J  +  3  x* 

}'  z  =  3  •  2x 

Hier  ist  für  §  z  =  0,  x'==  Aa,3,  x  =  +  a,  V  i,y==^ao±2  FJ^Y'*?0- 
x  3  3  \  3      / 

Hier  ist  alfo  y  ftlr  x  =  +  at     V  —  ein  Maximum,  für  x  ss  —  at     r  —-    ein 

3  «  «5 

Minimum. 

173.  Satz.     Fttr  alle   Gleichungen  nten  Grades  y"*=i  =  ^aaXa 

gelten  fttr  alle  bestimmten  Werte  von  x,  welche  ungleich  einer  Wnnel 

find,   und  fttr  welche   der  erste  Diff  nach  x  von  y  £  0  ist,   während 

d3      ds  dc 

die  nächst  höhern  Diffe  •  y,  £  y  •  ■  •  j  y  gleich  Hüll  find,  nnd  der 

dc+1 
erste,  nächst  höhere  Diff,   der  ungleich  Hüll   ist  ^      7   ist»    ft*  *U« 

diefe  Gleichungen  gelten  folgende  Formeln 

m  •  z 

£«         n     JCi      m(m  — lj(m  — «).-.(m-c+l)(£iY 

z  mc  xc 

dc+1  _  t"  fx  +  s  _  mCm  —  D(m  —  2)-(m  —  c)  (J  iY+1"| 

Beweis:  Nach  167  ist 

1  dz 

^  v  =  —  •  — -       und  hier,  wenn  ^y£Ö  ist,  auch  ^z£ö,  daauehz>U, 


Hj               J'z           (m  — l)(fzY  d* 

Ferner  *   j =  _^ — . >-_/-;    alfo,   wenu  »  y  =  0, 

mz     m  m»z     » 
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Ebcnfo  f*  y  =      x  —  3 

X  1        1  o       1 

mV-*  m2za~m 


+ 


(m  — l)(2m  — l)(f  z)3 


m«  z8-1Ä 


d3 

und  wenn  hier  ~  y  =  0  ist,  fo  ergiebt  (ich,  wenn  man  den  Wert  flir 

f  z  einfährt  ¥ ^  =^LrJl^L^l  (£  ■)' 


z  m*  z» 


Ebenfo  ist  ferner 


r , = _?!_  _  4  o-  <■);■  _ ,  (—*)(?■)' 


+  6 


m-z1""1*                     m'z*""1  m'z*-" 

(m  —  1)  (2m- 1)  (f  z)  (J  z)2  _  (m-l)(2m-l) (3m— 1)(*  z)' 

—  — j- 

m»  z3"  m  m*  z4"~  m 

d4 

und  wenn  hier  ~  y  =  0  ist,  fo  ergiebt  (ich,  wenn  man  die  Werte  flir 

d1  ds 

*   z  und  für  *  z  einführt 

jj*  z_  m  (m  —  1)  (m  —  2)  (m  —  3)  (J  zj 


m* 


z* 


d  d 

Und  fo  fort  allgemein,  wenn  ^y^O,  aber  *  y  =  0flir  a=2,  3,-  •  -c 

xz  =  m  (m  —  1)  (m  —  2).  .  -(m  —  c  +  1)  (£  zj 


m<  zC 


2.  Wenn  j*  y  £  0  und  auch  jj  y  £  0  ist,  fo  ist  nach   157 


a3 

y  — 


dav==      *   *      _(m  — 1) 


l-1  2--=- 

m-z     m  ma  z     m 


Ü.")2  =^  Fl2.2  -  E^m^l)  (f^xi 

j     i  m  L   z  m2  z*     J 


Wenn  •  y  £  0  ist  und   ~  y  =  0,  aber  *    y  £  0  ist,  fo  ist 
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d»v=     f»     _3Cm-l)(fz)jzx(m-l)(am-l)(;g)' 

m-z     m  m2  z     ■  m3z     m 

d*  d3 

und  wenn  man  hier,  da  ~  y  =  0  den  Wert  für  *  z  aue  Teil  1  diefes 

Beweifes  einführt,  fo  ist 

m  LT"  m  z3    J 

Es  ist  ebenfo,  wenn  j*  y  £  0  und  »  y  £  0,  dagegen  J  y=0=  »  y  ißt 

,    *•■  _,<»-  "(r')i'_ac—D(r.)' 

mz1"»  m»z*-»  m*z*~- 

(m- 1)  (2m— 1)  (J*  z)  (*  z)'  _  (m-l)(2m-l)(3m-l) (J  z)* 


+  6 


m»z*"m  m«z*~m 


und  wenn  man  hier  den  Wert  für  ^  z  und  filr  £  z  aus  Teil  1  diefes 

d*  d8 

Beweifes,  da  *  y  =  0  und  auch  j*  y  ==  0  ist,  einfuhrt,  fo  erhält  man 

d4  v  _  z^  |TZ       m(m  — l)(m  —  2)(m-3)  (J  zY~| 

X    '    ~  I    m4  .         I 

m   L  z  z4     J 

d  d* 

Und  fo  fort  allgemein,  wenn  £  y  £  0  ist,    aber  *    y  =  0    ist    Ar 

a  =  2,  3  •  •  •  c,  dagegen  j*     y  £  0  ist,  fo  ist 

dc+1  v  _  «■  fx C+1  z  _  m(m  — l)(m  — 2)>>>(m  — c)  ( J  zY^l 
*       y~mL-z-  mC+1  *6~J 

Hit  diefen  Formeln  kann  man  nun  leicht  alle  Eigenschaften  der  Gleichungen 
nten  Grades  unterfachen. 

174.  Sati.  Die  Gleichung  nten  Grades  ym  =  t  =  £*  a«  x*  hat  ftr 
alle  Werte  von  x,  welche  ungleich  einer  Wurzel  find,  eine  Fort- 
beugung,  wenn  der  nächst  höhere  auser  dem  ersten  Diff  nach  x  von 
y,  welcher  ungleich  Hüll  ist,  von  geradem  Grade  2(  iit  und  zwar 

eine  hohle  Fortbeugung,  wenn  der  ~  y  eine  StriehzahL  dagegen  eine 
erhabene  Fortbeugung,  wenn  derfelbe  eine  Pluszahl  ist. 
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Beweis:  Unmittelbar  nach  157. 

8 atz.    Die  Gleichung  nten  Grades  yra  =  z  =  S  s*  x*   hat   ftr  175; 

hat  für  alle  Werte  von  x,  welche  ungleich  einer  Wurzel  find,  eine 
Umbeugung,  wenn  der  nächst  höhere  auser  dem  ersten  Diff  nach  x 
von  y,   welcher  ungleich  Hüll   ist,   von   ungeradem  Grade  2  c  +  1 

ist  und  zwar  eine  renkende  Umbeugung,  wenn  der  £     y  eine  Strich- 

zahl,  dagegen  eine  erhebende  Umbeugung,  wenn  derfelbe  eine  Plus- 
zahl  ist. 

Beweis:  Unmittelbar  nach  160. 

Einige  Beispiele  werden  den  leichten  Gang  diefer  Unterfuchung  zeigen. 
Bemerkt  möge  noch  werden,  dass  wenn  *  z  =  0  ist,  man  stets  auch  die  überaus 

einfachen  Formeln  von  171  anwenden  kann. 

1        1 
Sei  zunächst   y3  =  z  =:  -§■  —  -<r  x  —  xa  +  3x3,  fo  wird 

|z  =  |-2x+9x'=(3x-|)' 


l%.  =  a.3(3x_4)  =  a.9(x-j) 


Setzen 

wir  hier 

x  = 

1 
9' 

fo  wird 

y3  =  z 

28 
—  243 

5 

X 

z  =  0  und 

r« 

=  0 

9  z  = 

X 

2-9  und 

X   J 

= 

r-,. 

2-3 

„a-l 

3y° 

d.  h.  für  +  y  findet  hier  eine  erhebende  Umbeugung  statt. 
Sei  ferner  y*  sc  z  =  67  +  189  x  —  45  x*  —  x*  +  x* 
fo  wird     |  z  =  189  -  90  x  —  3  x*  -f  4  x3 

8az=        —90     —  6x  +12x2 

x  ' 

I*  z  =  -  6      +  24  x 

Setzen  wir  hier  'a  2 -_ o  =  —  90  —  6 x  -f-  12  xa,  und  alfo  x»3,  fo  wird 


y»  =  z  =  463  |zä0  x'2  —  0 

13  §3  z  22 


und*y  =    * f-  x 


f  z  =  66  und  '*  y  =  _2L 

3y" 
d.  h.  für  -(-  y  findet  auch  hier  eine  erhebende  Umbeugung  statt. 

Nach    diefer  Behandlung   der  Gleichungen  wenden    wir    uns   nun   zur  Be- 
trachtung der  höhern  Folgen: 


176—178.  Folgelehre.  104 

Die  Stetigkeit  der  Stufenfolgen,  Loge,  Winkelfolgen 
und  Bogentblgen. 

176.  Satz.  Die  Stufenfolge  oder  die  Exponentialfunktion  von  x  a* 
ist  stetig  für  x  von  Strichunendlioh  bis  Plusunendlich,  fofern  a  eine 
Pinszahl  ungleich  eins  ist. 

Beweis:  Wenn  a  >  1  ist,  fo  wächst  mit  x  auch  stets  ax  nach  Zahlen- 
lehre 378,  alfo  ist  auch  a*  eine  stetige  Folge  von  x  nach  15.  Wenn  a  <Z  1 

1  1 

ist,  fo  ist  —  >  1  und  fei  —  =  b,  fo  ist  a*  =  b~x   d.  h.  mit  wach- 
a  a 

fendem  x  nimmt  b*~x  stets  ab,  alfo  ist  gleichfalls  ax  eine  stetige  Folge 

nach    15.      Ueberdies    hat    diefe   Folge    nicht    befondere    Werte,    da 

**  ax  =  a*  stets  ungleich  Null  bleibt. 

177.  Satz.  Der  Log  oder  Logarithmus  nach  der  Bafe  a  von  x  1*  x 
ist  stetig  für  jedes  x  grftser  als  Hüll,  fofern  a  eine  Pinszahl  ungleich 
eins  ist. 

Beweis:    Wenn  a  >  1  ist,  fo  wächst  nach  Zahlenlehre  378  auch 

la  x  stets  mit  wachfendem  x,  alfo  ist  auch  1&  x  eine  stetige  Folge  von  x 

1  1 

nach  15.    Wenn  a  <;  1  ist,  fo  ist  —  >  1  und  fei   —  =  b,  fo  ist  1*  x  = 

a  a 

—  lb  x  d.  h.  mit  wachfendem  x  nimmt  —  lb  x  stets  ab,  alfo  ist  gleich- 
falls U  x  eine  stetig  Folge  von  x  nach  15.     Ueberdies  hat  diefe  Folge 

nicht  befondere  Werte,  da  ~  la  x  =  — : —   nach  113    ist    und   stets 

x  x  Je  a 

ungleich  Null  bleibt. 

178.  Satz.  Der  Sin  und  der  Cos  von  x  find  stetig  Ar  x  von  Strich- 
unendlich  bis  Plusunendlich. 

Beweis:  1.  Der  Sin  von  x  wächst  nach  Zahlenlehre  459  mit.wachfen- 

dem  x  stets  von  x  =  I  2a ö~)  n  bis  x  =  1 2a  -f  -~- )  tt  und  er  nimmt 

mit  wachfendem  x  stete  ab  von  x  =  ( 2a  +  9~ \  n  bis  x  ==  I  2a + 1  ~^ \  *r, 
er  ist  alfo  nach  15  stetig  fUr  jeden  Wert  von  x.  Der  Sin  von  x 
bleibt  dabei  in  den  Grenzen  zwischen  —  1  und  +  1.   Für  x  =  I  arj-  ~k  )  **" 

ist  sin  x  =  +  1  und    ist  **  sin  x  =  cos  x  filr  diefen  Wert  gleich  Null, 

d2  — 

dagegen  ~   sin  x  =  —  sin  x    ftir   dielen   Wert  =  -\-  1    alfo    ungleich 
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Null.     Der  sin  x  hat  alfo  an  diefen  Punkten  nach  157  fein  Maximum 
bez.  fein  Minimum,  kurz  feine  Fortbeugung. 

2.  Der  Cos  x  wächst  nach  Zahlenlehre  459  mit  wachsendem  x  stete 
x  =  (2a  —  V)n  bis  —  2a  n  und  er  nimmt  mit  wachfendem  x  stets  von 
ab  von  x  =  2a  n  bis  (2a  +  1)  n ;  er  ist  alfo  nach  15  stetig  ftlr 
jeden  Wert  von  x.  Auch  er  bleibt  wie  der  Sin  in  den  Grenzen 
zwischen  —  1  und  -j-  1  und  hat  fein  Maximum  bei  x  =  2a  n  und  fein 
Minimum  bei  x  ==  (2a  +  1)  n. 

Satz.    Die  Tan.  und  die  Cot  von  x  find  stetig  ftr  x  von  Strich-  179. 
unendlich  bis  Plusunendlioh. 

Beweis:  1.  Die  Tan  x  wächst  nach  Zahlenlehre  474  mit  wachfendem 

x  stets  von  x  =  l a ^- )  n  bis  x  =(  a  +  -~-  \n  und  zwar  wächst  dabei 

1  1 

Tan  x  von  —  co  bis  -f  co  oder  von  —  —  bis  +  -^r-.     Für  den  Wert 

von  x  =1  a  +  -fr  I  n  geht  es  dann  von  +  —  in —  über  und  wächst 

dann  wieder  mit  wachfendem  x  stets  von  x  =  la  +  -H-lJr   bis  x  =» 
ia-fl  +  -s-|7r   und  fo   weiter.     Die  tan  x  ist  alfo   nach    15   fllr 

x  =1  a s- )  tt  bis  x  =  I  a  +  -~- \  n   stetig.     Aber  auch    für   die 

Werte  x  =  i  a  -f-  -~-  l|*r,  wo  tan  x  =  +  —  ist,  ist  die  Folge  nach 
692  stetig,  denn  fetzen  wir  y  =  tan  x,  fo  ist  —  =  cot  x,     und  diefe  ist 

filrx=:ia+-s-|7rs=0  UQd  ist  für  diefen  Wert  stetig. 

2.  Die  cot  x  nimmt  nach  Zahlenl.  474  mit  wachfendem  x  stets  ab 
von  x  =  a  n  bis  x  =  (a  +  1)  n  und  zwar  nimmt  die  cot  x  ab  von  +  c° 
bis  —  co,  fie  ist  alfo  nach  15  für  x  =  an  bis  x  =  (a  +  1)  n  stetig. 

1 
Aber  auch  für  die  Werte  x  =  a  n,  wo  cot  x  =  +  —  wird,   ist  fie 

1 

nach  154  stetig,  da  für  diefen  Wert  tan  x  =  — - —  =  0  ist. 
r'  cotx 

Satz.    Die  See  x  und  die  Cosec  x  find  stetig  ftr  x  ron  Strich- 180. 

unendlich  bis  Plusunendlich.  , 
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.1  1 

Beweis:  Es  ist  sec  x  = •  cösec  x  =  — — .     Da  nun  nach 

cosx  sin  x 

179  sin  x  und  cos  x   stetig  find   für  x   von  Strichunendlich   bis  Plus- 

unendlich,   fo  find  auch  sec  x    und  cosec  x   nach  155   innerhalb   der 

gleichen  Grenzen  stetig. 

8§>tx.    Der  are  (sin  =  x),  und  der  are  (eos  =  x)  find  stetig 

181.  Ar  x  von  Stricheln*  bis  Plnseins. 

Beweis:  1.  Sei  y  =  are  (sin  =  x),  alfo  x  =  sin  y,  fo  wächst  nach 
Zahlenlehre  459,  wenn  x  =  sin  y  von  —  1  bis  +  1  wächst,  y  stets  von 

(2a_      J  n  bis  (2a  -f  -~-J  **,  ebenfo  wenn  x  =  sin  y  von  -f  1  bis 

—  1  abnimmt,  wächst  y  stets  von  (2a  +  -~- j  n  bis  (2a  -f  1  -~-\  n 
es  ist  alfo  nach  15  y  =  are  (sin  =  x)  eine  stetige  Folge  von 
(2a ~" )  n  bis  (2a  -f  -5")  n    und    ebenfo   von  (2a  +  -~\  n    bis 

(2a  +  1  -^-1  TT.     Es   ist  aber   auch    are  (sin  =*  x)   filr    die   Werte 

x  sss  ±  1  stetig,  da  dann  are  (sin  «  x)  s  (2a  +  -j-  J  n  ist,   alfo    ist 

are  (sin  =  x)  stetig  für  x  von  Strichunendlich  bis  Plusunendlich. 
2.  Ebenfo  folgt  der  Satz  für  aTC  (cos  =  x). 

182.  Satz.  Der  are  (tan  =  x)  und  der  are  (eot  =  x)  find  stetig  für 
x  von  Strichunendlioh  bis  Plusunendlich. 

Beweis:  Ganz  wie  zu  181. 

183.  Satz.  Der  are  (see  =  x)  und  der  are  (eosee  =  x)  find  stetig 
für  x  von  Strieheins  bis  ßtriohunendlich  and  von  Plnsnnendlieh  bis 
Pinseins. 

Beweis:  Ganz  wie  zu  181. 

184.  Satz.  Jede  Richtfolge  (komplexe  Funktion)  von  x  F.  (x,  i) 
s^x  +  if/i  ist  stetig,  wenn  die  beiden  Reinfolgen  g>* x  nnd  %ff%  x 
stetig  find. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  16. 

10.     Die  Integrale  und  die  Integern  der  Diffe  oder  der 
Differentialquotienten . 

Die  nächste  Aufgabe  der  Folgelehre  oder  Funktionenlehre  ist  es, 
für  die  Diffe  oder  Differentialquotienten  der  Formeln  der  Zahlenlehre 
oder  niedern  Analyfis   wieder  die  ursprüngliche  Folge  oder  Funktion 
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auizufuchen,  von  welcher  der  Diff  oder  der  Differentialquotient  diefer. 
Folge  abgeleitet  ist.  Johannes  Bernoulli  hat  diefe  Aufgabe  1691  in 
feinem  Werke:  Lectiones  mathematicae  de  methodo  integralium  zuerst 
gelöft  und  hat  diefem  Zweige  den  Namen  der  Integralrechnung,  des 
calculu8  integralis,  gegeben.  Er  ist  der  Erfinder  der  Integralrechnung, 
und  hat  auch  bereits  die  wichtigsten  Satze  derfelben  aufgestellt. 

Wenn  man  die  Ableitung  des  Diffs  von  einer  Formel  der  Zahlen- 
lehre eine  Knüpfung  nennt,  fo  bildet  die  Integralrechnung,  d.  h.  das 
Aufluchen  der  ursprünglichen  Formel  zu  einem  gegebenen  Diffe 
(Differentialquotienten)  die  jener  Knüpfung  entsprechende  Zerlegung. 
Bei  jeder  Zerlegung  muss  man  aber,  wie  wir  in  Zahlenlehre  44  fahen, 
zwei  Gattungen  unterscheiden:  Die  Trennung  und  die  Löfung.  Bei 
der  Trennung  durfte  es  nur  eine  Formel  geben,  welche  der  Knüpfung 
entsprach;  bei  der  Löfung  dagegen  konnte  es  beliebig  viele,  ein  ganzes 
Gebiet  von  Formeln  geben,  welche  derfelben  Knüpfung  entsprachen. 

Bei  der  Ableitung  der  Diffe  giebt  es  nun  in  fast  allen  Fällen  un- 
zählig viele  ursprüngliche  Folgen  oder  Integrale,  welche  demfelben  Diffe 

A  m*+l  A  m+n 

entsprechen.     Nach  Satz  103  ist  £     xm  =  0  und  ebenfo  *  xm  s  0. 

Es  ergeben  alfo  z.  B.  alle  Formeln  0^a«  xa 

=  a0-fa1x1  +  a2X*  +  asX3+-«.  +  amXm  nach  103  denfelben  Diff 

x    \o    **  xa)=  l'^#3#  •  •  •m-am  =  m!-  am,  was  auch  a*,  af  •  •  -a,,^! 

für  Werte  habe  mögen.  Die  Integralrechnung  ist  alfo  eine  Löfung,  wo 
demfelben  gegebenen  Diffe  unendlich  viele  Integrale  entsprechen.  Man 
hat  für  das  Integral  das  Zeichen  J  eingeführt,  aber  nicht  hinzugefügt, 
nach  welcher  Gröse  integrirt  werden  Toll,  d.  h.  welche  Gröse  hier  als  die 
Veränderliche  anzufehen  ist.  Um  dies  zu  bezeichnen,  fetzt  man  hinten 
ein  dx  hinzu  z.  B.  £  adx;  da  man  aber  dx  =  0  fetzt,  fo  ist  diefe  Bezeich- 
nung fehlerhaft,   denn  man  könnte  dann  J  adx  =  80  und  dies  würde 


stets  Null  ergeben.     Ich  führe  daher  das  Zeichen  $  ein,    gelefen   Inte- 
gral nach  x,  z.  B.  x  a  =  w0  +  ax.     Für   die   höhern   Integrale   ent- 
behrt man  jetzt   noch   eines  Zeichens.     Ich  bezeichne  daher    mit  x 
das    mte  Integral   nach  x   und   bezeichne   mit  wa   eine  zur  Höhe  x* 
gehörige  willkürliche  Beständige  oder  Konstante,  fo  ist 
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ram  xm 
aB  =  w0  +  w,x  +  w,xH h wm_i x»-1  H —.    Die  Integral- 

m! 

rechnung  hat  daher  auch  alle  Schattenseiten  jeder  Löfung.  Man  kann 
nicht  einmal  zwei  Integrale  desfelben  Diffs  einandergleich  fetzen,  da  ja 
a«,  at  •  •  •  a,,-!  in  beiden  ganz  verschiedene  Werte  haben  können.  Das 
einem  Differentialquotienten  entsprechende  Integral  ist  alfo  eine  mehr- 
wertige Gröse,  welche  unendlich  viele  Werte  haben  kann;  es  gilt 
daher  für  die  Integrale  kein  einziges  Gefetz  der  Formenlehre. 

Die  Herren  Mathematiker  oder  Formenlehrer  haben  diefem  Uebel- 
stande  dadurch  abzuhelfen  gefacht,  dass  fie  die  bestimmten  Integrale 
einführten,  d.  h.  ße  schafften  bei  der  Integration  des  ersten  Differential- 
quotienten die  willkürliche  Konstante  dadurch  fort,  dass  fie  das  Integral 
fllr  x  =  a  von  dem  Integrale  für  x  =  b  abzogen,   alfo  x  nur  von  a 

bis  b  ändern  liesen.     So  ist,  wenn  wir  mit  dem  Zeichen  «£m  das  Inte- 

gral  von  a  bis  b  bezeichnen    £T  =  wt  (b  —  a)  +  w2  (b*  —  a*)  -f-  •  •  - 

+  wm_i  (b1»-1  —  a*-1 )  +  -^-  (bm  —  am)  und  find  alfo  alle  willkttr- 

m! 

liehen  konstanten  wt,  w2  •  •  •  wm_i  geblieben  und  ist  allein  die  wilL- 
kttrliche  Gröse  w0  durch  das  Abziehen  entfernt.  Diefe  Einfuhrung  der 
bestimmten  Integrale  schafft  alfo  die  willkürliche  Konstante  für  das 
Glied  w0  fort  und  kann  ftir  das  erste  Integral  benutzt  werden,  wenn 
es  auch  ftir  dies  Integral  fehr  unbequem  und  weitläufüg  ist;  dagegen 
ist  es  für  höhere  Integrale  ganz  unbrauchbar  und  kann  die  willkürliche 
Konstanten  nicht  entfernen. 

Will  man  daher  zu  einer  streng  wissenschaftlichen  und  allgemeinen 
Behandlung  der  ursprünglichen  Folgen  gelangen,  fo  muss  man  einen 
ganz  andern  Weg  einschlagen  und  für  jeden  Diff  eine,  aber  auch  nur 
eine  bestimmte  ursprüngliche  Folge  aufstellen,  der  Art,  dass  es  nur 
eine  folche  ursprüngliche  Folge  giebt,  welche  demfelben  Diffe  entspricht, 
welche  mithin  einwertig  ist  und  für  welche  demnach  fömmtüche  Ge- 
fetze der  Grösenknüpfung,  der  Zahlenlehre  und  der  Folgenlehre  gelten. 
Ich  nenne  diefe  einwertige  ursprüngliche  Folge  die  integre  Folge  oder 
kurz  die  Integre.  Die  einwertige  Integre  unterscheidet  (ich  dann  vom 
vielwertigen  Integrale  ganz  fo  wie  die  einwertige  Funktion  oder  Folge 
vom  vielwertigen  Funktional  oder  Gefolge.  Da  man  in  dem  viel- 
wertigen Integrale  jeder  willkürlichen  Konstante  jeden  beliebigen  Wert 
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geben  kann,  fo  gebe  ich  lammtlichen  willkürlichen  Konstanten  für  die 
Integre  den  Wert  Null,  d.  h.  ich  lasse  die  (ammtlichen  willkürlichen  Kon- 
stanten für  die  Integre  verschwinden  und  behalte  alfo  nur  eine  einwertige 

Punktion,  im  obigen  Beispiele  alfo  nur —  *  Für  die  mte  Integre  nehme 

m ! 

ich  das  Zeichen  *     .     Im  obigen  Beispiele  ist  alfo  j*    am  = j—  und 

Cm  a-m 

ist  $    am  =  W0  +  Wi  X  +  Wj  X2  +  •  •  •  +  wm_i  x"1-1  +  »      am 

Dies  ist  denn  auch  die  allein  wissenschaftliche  Behandlung  der 
Sache.  Ein  Beispiel  wird  uns  dies  klar  machen.  Betrachten  wir  den 
Fall  eines  Körpers.  Setzen  wir  den  Punkt,  von  wo  er  fallt,  als  Anfangs- 
punkt d.  h.  w0  =  0 ;  nehmen  wir  die  Anfangsgeschwindigkeit  des 
Körpers  gleich  Null,  d.  h.  da  jeder  Körper,  der  in  Bewegung  ist,  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Räume  durchläuft,  fetzen  wir,  wenn  x  die  Zeit 
bezeichnet,  Wi  x  =  0,  fetzen  wir  endlich  die  Schnelligkeit,  welche  die 
Anziehung  der  Erde  einem  Körper  in  einer  Sekunde  giebt,  gleich  g, 
fo  ist,    wenn  y  den  Weg  bezeichnet,   den  der  Körper   in  x  Sekunden 

durchläuft  ~  y  =  g  und**     g  =  ^r  alfo  unfre  Integre. 

£2  gX* 

Dagegen  ist  das  vielwertige  Integral  $  g  =  w0  -f  wt  x  +   *  0 

und  bezeichnet  hier  w0,  wie  weit  der  Anfangspunkt  des  Falles  vom 
Anfangspunkt  des  y,  und  wt,  wie  gros  die  Geschwindigkeit  in -jeder 
Sekunde  bereits  war,  als  die  Anziehung  der  Erde  auf  den  Körper  zu 
wirken  begann.  Die  Integre  giebt  uns  alfo  ganz  ungetrübt  die  Ein- 
wirkung der  Erdanziehung;  fie  allein  ist  abhängig  von  der  Gröse  diefer 
Anziehung  in  der  Zeiteinheit  g  und  der  Zeit  der  Einwirkung  x;  die 
beiden  willkürlichen  Konstanten  w0  und  wt  And  hier  Null  gefetzt. 
Man  fleht  schon  hieraus,  wie  wichtig  es  ist,  die  Integre  und  das  Integral 
zu  unterscheiden.  Jeder,  der  felbständig  die  Sache  prüft,  muss  zu 
demfelben  Ergebnisse  gelangen.  Nach  diefen  Bemerkungen  gehe  ich 
zur  Integralrechnung  felbst  über. 

Erklärung.    Das  erste  Integral  nach  x  von  einer  abgeleiteten  185. 
Folge  von  x    £>  x  (gewöhnlich  kurz   das  Integral  von  f0  x  genannt) 
heilt   die  Gefammtheit   der   Folgen   von  x,   deren   erster  Diff  oder 
Differentialquotient  jene  abgeleitete  Folge  von  x  ist. 

Das  Zeichen  des  ersten  Integrals  nach  x  ist  $  £>x  (ge- 
wöhnlich kurz  J  f0  x). 
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186.  Erklärung.  Dm  mte  Integral  nach  z  von  einer  abgeleiteten 
Folge  von  z  heißt  die  OefSunmtheit  der  Folgen  von  x,  deren  mjter 
Piff  oder  Differentialquotient  jene  abgeleitete  Folge  von  z  ißt 

Cm 

Das  Zeichen  de»  mten  Integrals  nach  z  ißt  ~  gelefenmtes 

Integral  nach  z  von.    Die  willkürliche  Beständige  oder  Constante, 
welche  Vorsahl  in  za  ißt,  bezeichnen  wir  durch  wa. 

187.  Satz.  Das  mte  Integral  nach  z  von  tz  hat  m  willkürliche 
Beständige  oder  Zonstante,  nämlich  die  willkürlichen  w0,  wt  •  •  -wm_i 

oder  es  ist  $   ft  z  £?  w0  +  wt  z  +  wa  x*  +  • h  wm_i  z»-1  +  y.x 

wo  jp0x  die  ursprüngliche  Funktion  von  £>z  ist,  fofern  in  ersterer 
alle  Tortahlen  von  z°>  z1 xm~l  gleich  Hüll  gefetzt  werden. 

Beweis :    Die  Folge  w0  -f  Wj  x  +  wj  xl  +  •  •  •  +  wm-i  -|*  9  x 

giebt  nach  105  zum  mten  Diff  oder  Differentialquotienten  ™  5p  x  =  fix. 

188.  Erklärung.  Die  mte  Integre  nach  x  von  einer  abgeleiteten 
Folge  von  x  heist  die  einwertige  Folge  von  x,  deren  mter  Diff  oder 
Differentialquotient  jene  abgeleitete  Folge  von  x  ist,  fofern  in  der 
entern  alle  Torzahlen  von  x°,  xl-  •  -x1»-1  gleich  Hüll  gefetzt  werden. 

Das  Zeichen  der  mten  Integren  nach  x  ist  ~    gelefen  „mte 
Integre  nach  x  von". 

189.  »atz.     J*  j" mfoX  =  t  x  =  Jm  f ~\  x. 

190.  Satz.    Wenn  9.x  die  mte  Integre  von  ^  9*0  x  ist»  fo  ist 

x      x   SP«x  =  jp.x=  x    %     90 x 
Beweis:   Unmittelbar  nach  188  und  nach  189. 

191.  Satz,     f "fcx  £?  wo  +  Wt  x  +  wa  x'  +  •  •  •  +  wm_i  x»-1  +  fix 
Beweis:  Unmittelbar  nach  Satz  187. 

192.  Satz.  fTfoiX+^x+t3X+-)=J   £>!»  + £  \*  +  ^  £3*+-- 
Beweis:  Seien  g>%i  x,  g>0%  x,  g>#  x-  •  •  die  mten  Integren  von  &,  x, 

foa  x,  £»,  x,.  •  •;  alfo  <pn  x  =  »     f01  x,  g>  2  x  =  •      f.2  x, 

9i  x  =  J   m&3  x  . . .  fo  ist  J*  (jpol  x  +  »«2  x  +  9».,  x  -f  -  • ..) 
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dm  ,   dm  dm 

=  x   9n  x  +  *  SP.j  x  +  *  9«  z  +  -  •  •  (nach  88) 

=  &iX  +  £*x  +  £$xH 

Es  ist  demnach  auch 

£  Vi  x  +  fcix  +  fitx  +  •  *•)  =  j?~m  Jm(^x+fcax+9nx+.'.  •) 

=  y-ix+^oax+^x-f  . .  (nach  190) 

Sati.    Es  ist  {" matx  =  a  ffc*  193. 

Beweis:  Sei  9>oX=:j*      f.x  mithin  auch  Cx^^^x,   fo  ist 

d  "~m  d  ~"m  d  m 

a»£x  =  aj.x=»       »  ag>.x  (nach  190) 

=  *     a  f.  x  ;  denn  es  ist 

dm  dm 

x    a».x  =  »x    9'x  Cnach  90) 

Bat«.     *   *xB=-^a.x"+^|1».x-£?w.  +  — |— a„x»-H 

x  (m-fn)! 

|Hx»^w0+w,x+..+wa_,x— »  +       *''  „*.x-+* 

(m  +  n)! 

Beweis:  Es  ist  f"        °'    |M»+«= -1_  a.  d"  x-+- 

*      (m+n)!  (m  +  n)!    "* 

(nach  90) 
n!  (m  +  n)! 

=(nHnö!a"-^rLx"   cnach104) 

=  an  Xu 

Alfo  ist  &~\  x-  =  f  "      °!  ^,  a.  x-+- 
x  x      (m  -f-  n) ! 

=  (n7^n)!a»xm+"  (nach  190) 

Daraus  ergeben  fleh  die  andern  Formeln. 

Sat«.     fV^-f^L.,.-*  195. 

f  I  a«  x*  £?  w0  +  w,  x  +  •  •  •  +  w_,  X—»  +  g ?!—  «,  x«H-» 

(*  +  •)» 
Beweis:  Unmittelbar  aus  189  und  191. 


194. 


196—199.  Folgclelire.  112 

196.  Satl.  f  ~ a» «-(•*■»  =  -  -j- »-  x--  ;  |a„x-(»+«=  w0  — a.  *.- 

d-"      ,-(«+*)_  f_  iy-      (a~1)!»n     x- 
x     a«»1™-*-»     (m  +  n-1)! 

ra.x-(-t-)^Wo  +  w1x  +  ...  +  wm_1x--^+(-l)-(^^,x-- 

j»  .        »  (n  —  l)!a»        _ 
Beweis:  Es  tat  J  (-1)    (lm+n_1)1  *" 

_  r_  lim  (p  — 1>!a"  dmx_«  (nach  90) 

~~l        >    (m+n—)!  x 

Ä  f_  lr  (n  — D'^  (_lrn(n+i). .  .(n+m—1)  *-<»+■> 
.  (m+n — 1)! 

(nach   104) 

_  r      i^C»-1)'^    ("»  +  n--l)!  x.(n+n) 
—  l—    J     (m  +  n  — 1)!       (n  — 1)! 
=  anx-(»|n> 

j_m  j»— m  jm  (n  —  1)!  an  „ 

Alfo  ist  \     att  x-c^n)  = \      \   (-  ir  (m+D_1}!  ^ 

=  (_  ir  (n  —  1)  !a»  x_B  h  ig0) 

(m  +  n  —  1)! 

197.  Satz.      J~l  y  —  U  x       I  —  ^  w0  +  le  x. 

8  1 

Beweis:  Es  ist  ~le  x  =  —  nach  112;  alfo  ist 


x 


x 


£   l  .1  =  ?   *  d  le  x  ^  le  x  (nach  189) 

x       x 

198.  Bat*.      J 


x        x        x       x 

Beweis:  Es  ist  nach  108  f  nx  '"  = —  =  x_tl_  ,nJ;  alfo  ist 

xi-  IIa 

i-^-0-VJ.d-1  d«4?..««1/-  („ach   189, 

X  XX 

199.         Bat..     fV^'Wir'^^n.-x'S 

F«-C-Hsw.+w1*+  •  •  +w„_1x-.  +(_«-.&="*  ...,'■'■ 

n  • 


Beweis:  Es  ist  nach  109 


x  x      *J       (n  — m)    nm 


l    ,-(—»/.) 


5 


mithin  ist 


1 13  Die  Integrale  und  die  Integern  der  Difl'e.  200 202 

5?  I(—  I)m-L- —^  .nm.xn  I 

■-  n !  -■ 

=  (_ir-Ji^)-,nmfx{=x-(»-l);  alf0  l8t 

^  ^-(™-i)  =  |-T|"(_1)m_,(n=nO!nmxi| 

■-  n!  -■ 

,      ^       ,  (n  — m)!       i 
n! 
Um  hier    andere  Veränderliche  einführen  zu    können,    entwickeln 
wir  zunächst  die  folgenden  Sätze. 

Satz.     g~"  V  =  e*  |V  ^  w0  +  ex  200. 

g~V  =  e*  |V  ^  w0  -|-  w,x  f  . .  +  Wra  _  lXm ~  1  +  ex 

Beweis.     Es  ist  gV  =  e*  (nach   120);  alfo  ist 

J  —  m  j  —  in  jm 

$       e*  =  &       £  e*  =  e*  (nach  100). 

Daraus  ergeben  fich  fofort  die  andern  Formeln. 

Satz,     g      ainx  =  —  cosx  |sinx  ^  w0  —  cosx  201. 

$      cosx  =  sin  x  ^cosx  ^  w0  +  sinx. 

Beweis:  1.    Es  ist  g    —  cosx  =  sinx  (nach  125);  alfo  ist 

g      sinx  =  |     'g1  —  cösx==  —  cosx  (nach  190). 

2.  Es  ist  g  sinx  =  cosx  (nach   125);  alfo  ist 

g     Vosx  =  |     ^Vsinxrrrsinx  («ach  190). 

Satz,     g  ~  m8inx  =  sin(  !^  +  x) ;  202. 

f  insinx  ^  w0  +  w,  x  -f  •  •  h  wra  _  !Xm  -  *  +  nn^Ti  -f  x) 
g.    mcosx  =  cos(  —  n  +  x j; 

$COSX^  W0  +  W,X  +-+  Wm-iXm-1  -f  COB^^:  +  x\ 

Beweis:    1.     Es  ist  gmsinx  =  sinf ^n  -f  x j  (nach  126), 

alfo  jjJ    sin(  —  n  +  x\  =  sin( ~—n  -f  xj  =  sinx:  alfo  ist 


ß.  üraaamann,  Folgelehre. 
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|~msinx  =  f  ~m£m  Bin\-^n  +  x)  =  sinVX7r  +  X)  (nadl  190)' 

2.  Es  ist  ^meosx  =  cos(^r  n  -}-  xl  (nach  126). 

alfo  ^mcos(-^7r  +  x \  —  cos(  ^-n  4-  xj  =  cosx;  alfo  ist 

^~mcosx  =  f-^™008!"!"7*  +  x)  =  cos( ---TT  +  x  J  (aach   190). 

203.  Satz,     r^y^^" 


205. 


206. 


207. 


208. 


209. 


Beweis:  Unmittelbar  aus  127. 

i-i    sinx  /i-i  cosx 


j— i    sinx  j- 

204.  Satz.      S -  =  secx;  S 


cosecx. 


(cosx)2  x     (sinx)2 

Beweis.     Unmittelbar  aus   128. 

Satz.     ^     cotx  =  Usinx;  g-     tanx  =  —  Ucosx. 

Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  132. 

Satz.     ^     cotx  =  —  le  cosecx;         £      tanx  =  Usecx. 

Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  133. 

Satz.     ä~     . =  lctanx  =  — Lcotx; 

*      sinxcosx  # 

ä~    -.-  --  =  ll2  letanx  —  —  */* leootx. 
x      sin2x 

Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz   134. 

Satz.   I""1- —  =arc(tan  =  x);  l"^—  ^  ,  -2)=arc(cot=x). 

Beweis.     Unmittelbar  aus  130. 

Satz.      3     T/' =  arc(sm  =  x); 

x      (1  -  x2) /a 


ä    1|— n-  |  =  arc(cos  =  x). 

Beweis.     Unmittelbar  aus  129. 
210.  Satz.      g fya  =  arc(sec  =  x); 

d     I  — fr-  I  =  arc  f cosec  .=  x). 

1       ^       Xfl  +  X')^ 
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Beweis.     Unmittelbar  aus  131. 

Satz.     |-1(ty)|  y^  &~*  fcy,  und  g^fiy  =  (ÜT1  fcy\dx  211. 

j  \j  /  j 

*  wo  y  eine  Folge  von  z. 

Beweis.     Wir  fetzen  F.y  =  S     f.y,   dann  ist 
|.F.y  =  ^F.y^y  (nach  95) 

aber  ä-F.y  =r  f.y,  alfo  ist  |F.y  =  (f.y) |y  und  alfo  F.y  =  g~l  (f.y)|y , 
aber  auch   F.y  =  ä-1  f.y,  alfo  ist  ^_l(f.y)fy  =  4_,f<,.v  oder 
g-'f.y^ä-'f.y^x. 

Satz.     jp'ufv^UV— |_,V$Ü  oder  212. 

|_1uw  ,•_  vfl  w — |-1  (|-1w)$if 

*  wo  ü  nnd  V  Folgen  von  z  und  W  =  JV  gefetzt  ist. 
Beweis.     Es  ist  nach  89 
|UV  =  U|V  +  vgü,  alfo  ist 

r,^uv=uv=rl(ü|v+v|u)==riu|v+^iv|ü, 

mithin 

g_1ugv  =  uv— |_1v|u. 

Satz.     |-'u|v  =  XI^"1|V-|-1^",|v)^ir  oder  213. 

^-,uw=xrr,w-r1(r1w)iiT. 

Diefe  Formel  empfiehlt  lieh  dort,  wo  §""    §V  leicht  gefunden  werden  kann 
und  auch  §U  eine  einfache  Formel  ist.     Sei  z.  B.  U  =  le(l  -f-  x2),  V  =3  7a  *a 
r,xle(l  +  x')^l.(l  +  x>)r1x-l-1(l-1x)|le(l  +  x') 


- 

'/,x>le(l+x>)- 

a.- 

X 

N»*1] 

2x 

L  +  x» 

'/ax'l.Cl  +  x')- 

8- 

X 

1       X3 

l+x"J 

und  da 

X3 

1  +  x2 

=  x- 

X 

"I+x~2 

ist 

™- 

•/,x»l.(l  +  x»>- 
■•/»x»l.(t  +  x»)- 

'Wi  +  ^WH 

-1" 

-Vi« 

1+x'V 

led  +  x' 

') 

8* 

214—219.  Folgelehre.  116 

Wir  wollen  nun  die  Sätze  über   die  Integern  auch  für  die  Richt- 
grösen  aufstellen. 

lC  +  1 


„4.        «.    A- ,.  +  W-£±J^ 


Beweis.     Es  ist 

(x  +  iy)c+1  =  xd^!y  x^iy(x  +  iy)-+l- (o  +  i)xd+ J^C*  +  *r 

(nach  136). 
Alfoistxd+iy(x  +  iy)e=LJ_Z3_. 

(x  +  iy)e  +  » 


215.  Satz.     xd+V*  +  W~CT+DC.  + !)•••(.  +  «)■ 

Beweis.    Nach  137  ist  (x-f-iy)c+»  =  d-™      dm.   (x  +  iy)c  +  m 

'   ""  x  +  iy  x  +  iy  ^ 

=  (c  +  m)(c  +  m  —  1).  •  -(c  +  m  -  m  +  l)/+"y(x  +  iy)<=. 

j-m  _  (x  +  iv)c+m 

Alfo  ist  xä+  Iy(x  +  .y)«  =  (c  +  1)(c  +  2)...(c  +  m_iXc  +  m)- 

216.  Satz.     x^-ysaa(x  +  iy)««]  =  S(T^W!aa(x  +  iy)a  +  m- 


(x  +  iy)^' 


Beweis.     ^ [8afl(x  +  iyM  =  fe^  1}^  ^.  .(> 


m) 


>.a!a«(x  4-iy)a+m 


m,.. 


— (T+^)T-  (nach  21o)- 

d-1                                       (X  4-  iv")_(n_1) 
,      (x  +  iy)  — '^,     '    r-^ «won>l 

x  +  ly  n  —  1 

Beweis.     Nach  139  ist 
(x  +  iy)  -(•-«  =  JL~  \y  x  *  .y (x  4-  iy)  -  <—  w 

=  —  (n  —  1)/^  |y(x  +  iy)  -  -. 

Alfo  ist     d~  !  (x  +  iy)-»  =  —  (-x  +'y3~('~^.}. 
x  +  iyv    T   '"  n— 1 

Satz.      ä"1.    -J_--i,(X  +  iy). 

x  +  xy  x  H-  iy 


218. 


Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  144. 
219.  SatE. 


x  +  iyl    r  y'  m!  l       '  m!(x4- 


iy)* 
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Beweis.     Nach  139  ist    ä  t  ™       äm.  (x  +  iy)-1 

x  +  iyx  +  i/ 

=  (x  +  iy)-,  =  (—  l)»1.2...m  ä""m(x  -f  iy) -(■  +  « 

x  -f-  iy 

=  (-  1)»m!  x&~  "y(x  +  iy)-<»  +  ». 
Alfo  ist 

x  +  iy  JJ  m!  l        J  m!(x  +  iy) 


i  +  i 


■at«.      17\  (x  +  iy)^  =  ,c,+jr}'-;  a»o- 

x-fiy  J/  n  +  1 

xfiyv  ,;         (n  +  lXSn  +  l)---(n  +  l) 

Beweis    1.     Nach  140  ist  xä_^!y  x  *  .y(x  +  iy)lT+1 

-+i        1  d-1  1 

=  (x+iy)»^    =T  +  1x  +  iy(x  +  iJr)n- 

Alfo  ist     ä"!  (x  +  iy)-  =  -fr  +  y+.'. 
x  +  iy  n  +  1 

2.    Nach  140  ist  ferner  J-~\y  x  *\y(x  +  iy)lT  +  a 

=(x+iy)l+m+a)(I+a-i)...(i+i)xä;;y(x+iy^ 

==(D4-l)(2n  +  l)..-(qa  +  l)   d~.  ± 

na  x  +  iyl    ^  y)  ' 

Alfo  ist  ^fr  +  fr)*  -  (n+  1)c2a+1D;. . ,  ,(fln4^(x  +  iy)-"*-. 


8ftt1,     xd+  iy  (X  +  iy)"  "  =  d=l(X  +  iy) 


1_    ;  221. 


ä    *   (x  +  iy)"»  = 


1  n«(x  +  iy/~n 


x  +  iy  (n  — l)(2n  — 1) (an  — 1) 

Beweis    1.     Nach  141  ist 

xd+iyxf  jyix  \  iyr»+Wx+iyr-+I«(-^+i)*fyx4- iy)"^". 


222—225.  Folg,  lehre.  1 18 

Alfo    ist    xfl+  .y(x  •(-  iy)     »  =  _^(X  -|-  iy)1"  ". 

2.  Nach  141    ist   ferner  /~\y  x  «j^(x  +  iy)-7  +  " 

«(—*-  +  fl)(-i  +  a-l)...  (-l+ft-«+l)d-^x  +  ^-f 

(dn  —  l)((o  —  l)p  —  1). .  .(D  _  i)    ._«  I 

=  — —    — »     .    (x  +  iy)     ". 

n«  x  +  iy        '    JJ 


1 

Alfo  ist     ä  ~  *    (X  H-  iy )~  ~n~  = 


n«(x  +  iy)*"» 


x  +  iy  m  (n— l)(2n  — l)--.(an  — iy 

222.  Satz.      J>~ !  e*  +  *  =  e* +* ;        xd_^ !   e*+*  =  e**1*. 
Bewein.     Nach   142  ist  /~  Jy  x  £  .y e*  +  *  =  J >~ !y  e*  +  «x. 

Alfo  ist  ^Lex  +  iy  =  ex  +  iy. 

X  T"  V 

223.  Satz.       ä~m  a*  +  *  =  ?— ■  <T  '"  ^«^W=?^^? 

x  +  iy  (lea)m'  x+iy  am     * 

Beweis.     Unmittelbar  nach  143. 


224 


225 


j  — i 
.      Satz.      xa(   iyßin(x  +  iy)  =  —  cos(x  +  iy); 

x  4.  iycos  (x   i   iy)  =  sin(x  -f  iy). 

Beweis.     Unmittelbar  nach  145. 

j  —  m  /3m  \ 

S  atz.       ft         sin  (x  +  iy)  =  ^\2~ n  +  x  +  V )  5 

#?  "■ ,n  /  3m  \ 

X   +   iyC08(X   +    V)   =  C08V2     ^   +   X    +  iy} 

J  —  ra  jm 

Beweis.     Nach    146  ist  ^*+  iy  x  ^.iy«in(x    |   iy)  =  sin(x  -f-  iyj 
=  rin(4"n  +  x  +  iy)  =  JL~ ^  sin(| n  +  x  +  iy). 

Alfo  ist,  wenn  wir  x  filr  ^-tt   ]-  x  einfahren 

d—  «**  /3m  \ 

x  _l  iv,sin(x  +  iv)  =  sin!  -  -TT  +  x  +  iyj.     Und  ebenfo  ftir 


I  —  m 


x  f  iyc0hCx  +  Jy)- 
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Satz.        ä"f  j-     . — --— -  =  tan(x  +  iy);  226. 

x  +  iy(cos(x  +  iy))2  J  ' 


d"1  l 


.  =  —  cot(x  +  iy). 


x  +  iy(sin(x+  iy))2 
Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  147. 
Satz.  227. 

d  —  i     sin  f x  -4-  ivl  j  -  i 

.    •   7— T— rA\-i—  ä.    •  (tan(x4-iy))Bec(x  +  iy)  =  8ec(x  +  iy); 
x  +  iy(cos(x  -f  iy))2     x  -f  iy  JJJ      v     '    JJ  ^     r    JJ 

■  •  7 -•— t1- r- \t,=  ^,  •   fcot(x  +  iy))cosec  (x  -f  iy)  «=  cosec(x  +  iy) 
x+iy(sin(x+iy))2     x-fiy  J  v    ~r  j; 

Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  148. 

Satz.  288. 

ä     . —  ,,  ^  Aare  (sin  =  x  +  iy)= — Aarc(oo8=x4-iy). 

x  +  iy[l-_(x  +  iy)2]'> 

Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  149. 

Satz.  2*9. 

xä+  |y  r+(T+  W  ~  Aftrctan(=  x  +  V)  =  -  Aaro(cot  =  x  +  iy). 
Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  150. 

*-i                         l 
Satz.       a    . 77-^  Aarc(8ec  =  x  +  iy)    230. 

*  +  iy(x  +  iy)[l  +  (x  +  iy)2] /a 
=  —  Aare  (cosec  =  x  +  iy). 
Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  151. 

Satz.     Alle  Grundformeln    für    die  Integern   gelten  alfo    ebenfo  231. 
für  die  Richtgrösen  wie  für  die  reinen  Zahlen  oder  reellen  Grösen. 

11.    Die  Integern  zu  den  Diffgleichungen. 

Wir  haben  in  der  vorhergehenden  Nummer  die  Integern  von  denjenigen 
Diffen  aufgefucht,  welche  wir  in  Nummer  8  unmittelbar  durch  Ableitung  der 
Diffe  gewonnen  hatten.  In  diefer  Nummer  wollen  wir  dagegen  die  Integern  zu 
denjenigen  Diffen  fuchen,  welche  uns  gegeben  lind  und  welche  fich  nicht  un- 
mittelbar durch  Ableitung  von  Diffen  ergeben.  Man  muss  in  diefem  Falle  der 
gegebenen  Diffgleichung  eine  Form  geben,  welche  iu  jedem  Gliede  nur  folche 
Diffe  enthalten,  welche  unmittelbar  durch  Ableitung  gewonnen  werden  können. 

A.    Das    Integern   durch    Einführung   (Substitution)    einer 
neuen    Veränderlichen. 
Das  einfachste  Mittel  ist,    dass  man  f0x  =  <jp«z  fetzt  und  nun  nach 
dfoX=  |SyoZ|dz  fetzt.     Sei  z.  B.  (a  +  bx)h  gegeben,  fo  fetze 


232 — 238.  Folge  ehre.  J20 

a  +  bx  =  z,    fo   ist  |z  =  b;        ~      (z)»  =  ""j— p  mitliio  fct 

r  \a + bX)n = -^m. = fr + ^)°  +_tD 

(«+  l)b  (n  f  l)b    * 

Sei  z.  B.  |      __   ^  zu  fuclien,  fo  fetze  z  =  a  -f  bx,   4z  =  b 

z       z  x      a  +  bx        b  b 

Auf  gleiche  Weife  ergeben  lieh  die  folgenden  Sätze  : 

*  (n  +  ljb 

rm(a  +  bx)-.  =  nfLa  +  b^. 

Satz.      £~  * =  — 

r      (a  +  bx)n  b(n  —  l)(a  + 


233 


234. 
235. 


236. 


238. 


bx) 


,n-l» 


<j-m 1_      _  (—  l)mm! 

*      (a  +  bx)n  ""*"  b»(n  ^n*7F(a +  bx)n 

■•*»■  r1a-+1Tx=iie(a+bx)- 

j-i  ü?       (a  +  bx)n 

Satz.      $      (a  +  bx)"  = 


m 

a-p  -  (a  +  bx)n    P 

*  ('+ta,-=KFT)(:»7»Hf+Ty 

j-i              --       (a  +  bx)      » 
Sati.     $     (a+bx)    »=-? ^r-. 


K'-fX*-?)^-?)' 

237.  sät«.     |    'Ux^xU-x. 

BeweiB.     g  (xlex  —  x)  =  lex  +  x- -  -  —  1  =  Ux. 
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,xmr        /  i      i      i  i  vi 

Bewi,.     |_-!|lex-(T  +  T  +  T+...+  in-)J 

jfxm,  xm/  1  1,1,  ,       1  \1 

—  (m  — 1)!  eX_1"  ~n7i  (m  -Hyi "  m 

(m-l)!\l   ^  2  ^  3   r        rm-l/ 

xm  -  1  xm  -  1       /  1  \  \  1        \ 

=  (iir—  l)!,eX       (r^TiyiVl     i_  2"+   3"}  ,,,  +  m"="l/* 
Und  entsprechend 

f3[ta_(.'+!  +  ;+...+A)] 

_     x"-»  _     x-j«_/l_        1  1      \ 

(m  -  2)!  eX       (m  —  2)!\~1    +  2 '  "*"  * " '  f   m  -  2/ 

r-s[w-(|+^+^+...+i)]«.u-. 

*""['—  (|  +  i+|+-+i)]-U.   C-k  237). 

1.1.1  l 

Setzen  wir   f  +  y  +  3"  H h  1T1  =  Pn»  fo  ist 

_1_  ^_      ^       jj  11  25        _137        _147 

Pi  —  j  —  li  Pa  —  1  +  2  z=  2 '  P3  ~  61  p*  =  12'  p*  ~~  60 '  Pö  ~  60 ' 

_1089       __2283        _7129         _7381         _  83711         —  86021      • 
P7—  420'  p*—  840'  P9  — 252Ö'  Pl°  ~"  25201  Pll~  27720'  Pia"-277201 

_r  145993  1'171733         _  1^757         _2'436599 

P13 """    360360  '  Pu  ""   360360  >  Pl5  ~  360360  >  Pl6  ~~  720720  ' 

42'242903  42'923583  827^800317         __  839^439945 

Pn  —  12'252240'  Pl8  —  12'25224Ö>  Pl9  —  232'792560'  Pao  ""  2~32'7925~6(r 
Satz. 

r>+ta).^w.+w-(}+i+i+-.-:)]. 

Beweis.     Nach  236  ist 

d_p L =  (_1)p V- — , ■,  alfo 

*  (a  +  bx)»       l       }   bP  -(n  —  p) !  (a  +  bx)»~  p' 

4-t»",>  -1  — ^(-d-i— (n-1)! 

*  (a-|-bx)n      *■       J        b»-'-(a  +  bx) 


239. 


241—246.  Folgelehre.  122 

*-■— V-  =  C-  pC -*>"-(. +  M  (nach  215). 

x      (a  +  bx)n       ^        J  bn  v  ^ 

j-(m  +  n) 1 

*  (a  +  bx)n 

■(-ly-1-  bmVn.;,    L1-(a+te)-(T+2+-3+'-'+m)J 

(nach  238). 

Durch  (liefen  Satz  können  wir  nun  jede  Integre  von  - — — —  -  finden. 

J  ö  (a  +  bx)n 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Integern  von  (a  -j-  bxn)AS  deren  Integern 

Schwierigkeiten  bereiten. 

241.  Satz,     ä     xn-  »(a  +  h*»y  =  - .,     ,   ,,    ■ 

Beweis.     Setze    a-fbxn  =  z,    fo    ist  £z  =  b-n«xn_  *  u.  f.   vv. 
Aus  diefem  Satze  ergeben  /ich  noch  unmittelbar  die  Formeln. 


242. 

Satz. 

1" 

-i         x          _(*+W)'\   g-i         x 
(a  +  bx2//a                b          '           (a  +  bx>)3/a 

= 

1 

b(a  +  bx2)1'1 

Satz. 

d-1     * 

243. 

f     (a  +  bx»)'/a      a(a  +  bx')'/j" 

244. 

Satz. 

A  - 1    Xn  _  1                1 

S     -JL_  -=-    -le(a-[-bxn). 
r     a  +  bxn      nb 

245. 

Satz. 

d-1       1        _    !lta+  bx. 
*     aJ  —  b»x»      2ab  a  —  bx' 

1                1        a,'»  +  A,/» 
-bx>-2(ab)'/l    aV'-xb,/j' 

Bewei 

F      d]a  +  bx-       *      da+bx_ 

2ab 

y  ca  —  bx       a+  bxra — bx 

a2 

-  b2x2' 

a  —  bx 
mithin  folgt  die  erste  Formel.     Und    wenn    man  a2  =  c    und    b2  =  d 
fetzt,  fo  auch  die  zweite  Formel. 

246.  8.t,     r'-J^^  =  T>.(bx +  (.'+!.>*•)''■)< 
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Beweis.     Setze  a2  +  b2x2  =  z,  fo  ist  |~le(bx  +  z1*) 

1  /       1       \  b  /  ,,           v        1                 1 
=  r  I «7.  PTA2    +  bx)  =  -  ,r  = tt. 

Setze  aJ  =  c  und  b2  =  d,  fo  folgt  die  zweite  Formel. 

Satz.     r^iT^i-i^t^-^),  247. 

Ä-i       1  1  ft  xbH 

r     — r  ttö  =        IT  mcI  tan  =  — 17-  I. 

r     a-fb*2      (ab)/j      V.  a'/a^ 

Beweis.     Nach  130  ist  darc  (tan  =  z)  = ,    fetze    z  =  — , 

z  1  +  z2  a  ' 

fo  ist  |z  =  >-,  alfo  dare(tan  =  ^)=^_zJz  =  A— bj^ 

a2 

ab 
=    2   ,    ,  2  2,    mithin    folgt  die    erste  Formel    und   fetzt    man    a2  =  c 

und  b2  =  d,  fo  folgt  auch  die  zweite  Formel« 

Satz.      <p l lf  =  -iarc(sin  =  -\  ^48. 

r     (a2-b2x2)'2       b       \  a/' 

d"1— ^—        *        /  *\ 

(a  — bx2)'2      b/a      \  a1^/ 

Beweis.     Nach  129  ist  darc(sin  =  z)  = u,  fetze  z  =  — 

z  (1  -  z2) '2  a  ' 

alfo  ji=A,   f0  ist  |arc(sin=^)  =  ^--nJz=A^        j^T*/, 
a  \  a/       (i_z2)/-«x         a  1 1 — — ) 

b__ 

==  iT,  mithin  folgt,  die  erste  und  durch  Setzen    von  a2  =  c 

(a2  —  b:x2)  /2 

und  b2  =  d  die  zweite  Formel. 

Für  die  Winkelfolgen  hat  man  ferner  die  folgenden  Gleichungen. 

Satz.  249. 

|     co»(a  +  bx)  =  b  sin(a  -f  bx);         g^cosbx  =  -r-8inbx- 
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Beweis.     Nach  125  ist    ^sinz  =  cosz,    fetze    alfo    a -j-  bx  =  z; 

jjz  =  b,    fo  ist  £sin(a  -f-  bx)  =  bcos-(a  -f  bx),  daraus  folgt  der  Satz. 

250.  Satz. 

^     sin(a  +  bx)  = ,-cos(a  +  bx);  f     sinbx  = — cosbx. 

251.  Satz. 

£     cot(a  +  bx)  =  --lc8in(a  -f  bx)?  ^      cotx  =  Lsinx. 

Beweis.     Slesinx  =  — — äbinx  =  cotx,  alfo  auch  SJ6sinz  =  cotz. 
A  sinxÄ  z 

Setze  z  =  a  +  bx,   alfo  gz  =  b,  fo  folgt  der  Satz. 

252.  Satz. 

£     tan(a  -f  bx)  =  —    -  lecos(a  -f  bx);     £     tanx  =  —  U coax. 

253.  Bat«.     $    1_ ^  ^Ti^-ii  =  Wtan  =  ^?\ 

r     aHoosx)*  +  b2(8inx)*      ab      \  a     / 

Beweis.     Nach    130   ist   äarc (tan  =  z)  =  x— , — .     Setze 

z  1  +  za 

b-tanx  j  b        1  .      -j      /  btanx\ 

z  = ,  alfo  »z  =  — .-,    fo   ist  ?arcl  tan  = I 

a  x  a  (cosxK  A       \  a     / 


b2(tanx)a-  a  (cosx)* 


V       ^        (COSX2)/ 

ab 


a2(cosx)a  +  b2(sinx)2 
und  daraus  unmittelbar  der  Satz. 

j-i  1  1     a  +  btanx 

254.  Satz.     $     iifäSJ,  _  bHsinx)'  ~~  2ab  a  =  Man~x 

1     J      a  _L  bz  1 

Beweis.     Nach  245  ist  ^r-rf  lc— - -,-=  -^ — rrij  ^etze  z=tanx. 
2abz    a  — bz      a* — b^z* 

d=       *      ,  fo  ist  jLd,A±_ll^  =  ^_    1 


z        (cosx)2'  2ab*   a  —  btanx       a2  —  b8(tanx)2  (cosx)* 

, : und  daraus  unmittelbar  der  Satz. 

aH^osx)*  —  ba(sinxxj 
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Satz,     $  ~  *arc  (sin  =  ax)  =  x .  arc(sin  =  ax) - |   (1J~  *2**}  _\       255. 

a 

Beweis.     Eh  ist  f  I  x •  arc(sin  =  ax)  -f  ^  ~  a'x2)      I 

a  aax 

=  arefsin  =  ax)  4-  x rr  — tt  =  arc(sin  =  ax). 

(1  _  a2x2)  /a       a(l  -  a*x*)  /a 

und  daraus  unmittelbar  der  Satz. 

Satz.  256. 

A-*  1 

S     arc(tan  =  ax)  =  x  •  arc(tan  =  ax)  —  ^-le(l  +  a2x2). 

«a 

Beweis.     £|  x •  are(tan  =  ax) —  ^-le(l  -f  a2x2)  I 

■4 

=  arc(tan  =  ax)  +  xf  arc(tan  =x) —  —  £le(l  +  a2x2)  =  arc(tan  =  ax) 

<4a 

und  daraus  unmittelbar  der  Satz. 

B.    Das    Integern    durch    Reihen. 
Ein  ganz  allgemeines,    aber  nur  feiten  zu   schnell    konvergirenden 
Reihen    führendes  Mittel,   die  Integern  zu   finden,    ist    die  Entwicklung 
der  gegebenen  Gleichung  in    eine   echte  Reihe,    welche   man    dann   in- 
tegern kann. 

■«.. .  r '«. *  Sr^*1'  *~^.*8^v~    «"• 

*  wo  foX  =  SaaX«,  aa  endlich  und  x*  <  1  ist. 
Beweis.     Da  foX  =  Saflxa,  wo  aa  endlich  und  x2  <:  1    ist,    fo  ist 
nach  194 

r^«rl(8«o-S"lMi-Sr+ixt+l 

g~mfox  =  g->a«x«)  =  |^  (nach  195). 

Satz.  258, 

f~  ($x)<p<x    *   §aa|_Ix«yox;        £~  m(f0x)yox  i  Jja«£  ~  mx*$poX 

*  wo  foX  =  SaaX*,  aa  endlioh,  x2  <  1  und  auch  fö"~"x«5paV  <  1. 

Beweis.     Da  foX  =  Saaxa,  aa  endlich  und   x2<l  ist,   fo  ist,   da 
auch   (£~mxoyoxV  <  1, 

$      (foX)y0x  =  j^aaf      x«y0x    und   g    m(fox)<jp0x  =  J^aa$       x«y,x. 
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C.   Das   Integern   der  Brüche   von   Folgen. 

259.  Erklärung.  Ein  Brach  ganzer  Höhenreihen  heist  ein 
Brach,  dessen  Zähler  and  Nenner  jeder  eine  endliche  Höhenreihe  von 
x  zu  ganzen  Plusstufen  ist. 

Der  Bruch  ganzer  Höhenfolgen  heist  echt,  wenn  die  Höhenreihe 
des  Zählers  von  nicht  höherm  Grade  ist  als  die  des  Nenners;  er  heist 
unecht,  wenn  die  Höhenreihe  des  Zählers  von  höherm  Grade  ist 
als  die  des  Nenners. 

Die  Form  der  echten  gebrochnen  Höhenreihe  ist 

AmXm  +  Am-iX™1-1  H h  AiX  +  Aq     wo  n  und  m  ganze  Zahlen 

anxn  +  an_1xn- l  -j {-  aLx  -f  ao        und  n  >  m  ist. 

1.    Die    Zerlegung    der    Brüche    ganzer    Höhenreihen    in 

Teilbrüche. 

260.  Satz.  Jeder  unechte  Bruch  ganzer  Höhenreihen  lässt  fich  in 
eine  ganze  Höhenreihe  und  in  einen  echten  Bruch  ganzer  Höhen- 
reihen zerlegen. 

Beweis.  Da  der  Bruch  unecht  ist,  fo  ist  die  Höhenreihe  des 
Zählers  von  höherm  Grade  als  der  Nenner.  Teilt  man  alfo  den 
Zähler  durch  den  Nenner,  fo  erhält  man  eine  ganze  Höhe,  bez. 
Höhenreihe  von  x  und  als  Rest  einen  echten  Bruch,  in  welchem  der 
Zähler  von  niederem,  höchstens  aber  gleichem  Grade  ist,  wie  der 
Nenner. 

Wir  werden  daher  im  Folgenden    nur   die   echten  Brüche   ganzer   Höhen- 
reihen von  der  Form 
Yox       Amx.m-\-  Am-  ix1«—  l  _[_. .  .-|-  AiX-j-  Ao       wo  m  und  n  ganze  Pluszahleii 

fox      a^x11  -(-  an  —  i  xn  —  i  -| h  ttix  +  ^  und  n  ^>  m  ist 

zu  betrachten  haben. 

Der  Nenner  diefes  Bruches  ist  nach  Zahlenlehre  570 
f^x  =  S  aax«  =  C(x  —  r,)(x  —  r2)  •  •  .(x  —  rn). 

Hier  können  wir  Zähler  und  Nenner  durch  C  teilen,  da  C£0 
ist;  dann  fällt  C  fort.  Ferner  können  mehre  der  Wurzeln  r^rj,-"!» 
einander  gleich  fein,  feien  alfo  a  Wurzeln  gleich  a,  b  Wurzeln 
gleich  b  u.  f.  w.,  fo  ist  fcx  =  (x  —  b)*(x  —  c)c---(x  —  l)1  wo 
b  +  C  +  •  •  •  +  t  =  n  und  die  Grösen  a,b,c,»  •  -1  iammtlich  einander 
ungleich  find,  und  gilt  dann  der  folgende  Satz. 
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Satz.     Der  echte  Brach  ganzer  Höhenreihen  261. 


Rx        0,m 


SAaX* 


te=Jjj^£?    wo    f«*  =  (x-b)»(x-  c)c(x  —  d)b...(x-l)*    und 
b  +  c  -\ h  i  =  n  ist,  ist  gleich 

fix      (x  -  b)»  ■*"  (x  -  b)*-1  +  " ' "  +  x  -  b 

+  — ^— + ?L.-_+...  +  _^^L 

Mx  —  c)c  ^  (x  —  c)c-!  T       ^  x  -  c 


+ 

«        L°       j h. J J-  Llrzl 

^  (x  —  lj»  ^  (x—  1)1-1  -t-        ^  x_  i 

wo    die  Grösen  B0BX L(_  t    fämmtlich    endliche    bestimmte    und 

unveränderliche  Grösen  find. 

Bew  eis.    Wir  fetzen  (x  —  c)c(x — d)b  •  •  •  (x — l)!=<pox,  dann  ist  alfo 

f0x  =  (x  —  b)B<jpoX.     Bezeichnen  wir  nun  mit  Rxb  und  <jp0xb  die  Folgen  (a) 

Rx  und  «jpoX,  fofern  in  denfelben  x  =  b  gefetzt  ist,  und  fetzen  wir 

B0  =  ^-b  und  felzen  wir  F0ix  =  F°*  ~  Bf*,  (b) 

9<*b  x-b  y 

fo  wird  FoX  =  B0yox  +  (x  —  b)FqX  und 

Fox  Rx         = Bo F01x 

fox       (x  —  b)fyoX       (X  _  b)e  +  (x  —  b)&-  ^ox'  l  } 

Hier  ist,  da  y0x  das  Fach  x  —  b  nicht  mehr  enthält,  auch  <p0Xb  un- 
gleich Null,  alfo  nach  (b)  die  Gröse  B0  eine  endliche  bestimmte, 
unveränderliche  Gröse.     Setzen  wir  in  (c)  den  Wert  für  B0  aus  (a)  fo  wird 

v    _  F°xb 
Foix  ==  °         yoXb      .      Hier    find    im    Zähler    F0x    und    <jp0x    endliche 

x~^~b 
Höhenreihen    von  x  zu    ganzen    Plusstufen,    alfo    ist    der    Zähler    eine 

FoXk 

folche  Höhenreihe  und  da  F0.x(x  —  b)  =  F0x cpox  ist,    fo    wird 

der  Zähler  ftir  x  =  b  Null;  er  enthält  alfo  noch  x—  b  als  Fach  und 
lässt  fich  durch  x  —  b  teilen.     Es  ist  demnach  auch  der  Bruch 

Rx  —  RxVx 

<jpoXb       =  F01x    eine  Höhenreihe    von    x  zu    ganzen  Plusstufen. 

x~^n> 

Fox 
Der  gegebene  echte  Bruch  —     ist    alfo    nach    (d)    in    zwei    Stücke 

ß 

zerlest,  in °r  -.,    wo    der    Zähler    eine    endliche    bestimmte    feste 

(x  —  b)p 
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Fotx 

Gröse  und  in —=■ — = ,  wo  der  Zähler  und  der  Nenner  Höhen- 

(x  —  b)*-1^ 

reihen  von  x  zu  ganzen  Plusstufen  ganz  von  der  Form  des  gegebenen 

Bruches  find,  der  Grad  des  Nenners  aber  um  eine  Einheit  niedriger  ist. 

Wenden  wir  nun  das    gleiche  Verfahren    auf  diefen  neuen  Bruch 
an,  fo  erhalten  wir 

Fox         _       B0  Bj  Fo.  x 

(x  —  b) Vx  —  (x  -  b)*  +  (x  "— ~b)*~ -^  +  (x  -b)*-ty*' 

B  =^^F  x^^" B|yoX 
1        <poxb   n  x  —  b 

Setzen  wir  dies  gleiche  Verfahren    fo  weiter   fort,    fo    müssen    wir  zu 

der  Gleichung  gelangen 

Fox         _       B0  _J*i_         ,  ,    BJ>  -^    ,   ?*x 

(x  —  b)V*       (x  -  b)*       (x  -  b)*~  r  *i         fx-b       y.x" 
Setzen  wir  nun  ferner  i/>oX= (x  —  d)b  •  •  •  (x  —  l)1,  fo  ist  <jp0x= (x — c)c(^«x. 

alfo       —  = .     Mit    diefem   echten    Bruche    sranzer  Höhen- 

<jp©X        (x  —  c)ci//0x 

reihen  lassen    fich    wieder    diefelben   Umwandlungen    vornehmen,    wie 

mit  dem  gegebenen  Bruche.     Es  wird  alfo 

Fo6X_       Fax        _       C0 ,    Cj C2 

y0x       (x  — c)ci//0x       (x  -  ej<  "r  (x  —  c>  - *  +  (x  -  c")c~  *  "* 

Cd        F0cx 

i 1 : • 

X  C  IjJcX. 

Indem  man  dies  Verfahren  fo  weiter  fortfetzt,  gelangt  man 
schließlich  zu  der  im  Satze  aufgestellten  Gleichung. 

Uns  bleibt  nun  noch  die  Aufgabe,  die  G lösen  Bo,  Bh  •  •  •  Li  _  i  zu  bestimmen. 
Um  (liefe  Aufgabe  zu  vereinfachen,  betrachten  wir  zuerst  den  Fall,  wo  b~t 
=  &:=.  ..=  1  — 1  ist,  d.h.  wo  der  Neuner  fox=(x —  b)(x— c)(x  — d).  • -(x— 1) 
keine  gleichen  Fache  enthält. 

262.  Satz.     Wenn  in    dem  echten   Brache    zweier   Höhenreihen  von 

x  zu  ganzen  Plusstnfen  der  Henner   f„x  =  (x  —  b)(x  —  c)  •  •  •  (x  —  1) 
keine  gleichen  Faohe  enthält,  fo  ist 

fix        SaoXft       x  —  b^x— crx  —  d1         ^    x  —  1 

Ex 

=  B,  fofern  x  =  b,    dagegen  gleich   C,    fofern  x  =  c,    gleich  D, 


gf* 

fofern  x  =  d,  •  •  •  gefetzt  wird. 
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Beweis.     Nach  261  ist  in  diefem  Falle 


fex       x  —  b       x  —  c       x  —  d  x  —  1 

Fob 
und  ist  nach  (b)  im   vorigen  Satze  B  =  — r   und  nach  (a) 

g>ob 

fox  =  (x  —  b)f> ox,  hieraus  folgt 

£  f«x  =  (x  —  b)$g>oX  +  y0x,  alfo  ist  für  x  =  b   £&b  =  <p0b. 

Fob       J^_  FoX 

Wir  haben  demnach  B  =  — r  =  j^,  ,  d.  h.  B  =  j„  ,  fofern  in  diefen 

y0b       ^fob  gfox 

Folgen  x  =  b  gefetzt  wird. 

Ganz  entsprechend  ergiebt  fich  für  jeden  andern  Zähler 
F0c  Rd  Fol 

c==|foö     D  =  |iod,,,L==ifir 

Rx 

d.  h.  der  Zähler  gleich  ^}T~,    fofern  in  diefer  Folge  x   gleich  der  ent- 
sprechenden Wurzel  gefetzt  wird. 

x'  —  5 
Als  Beispiel  diene  der  Bruch  ~3 "j_  5^2  4,"ox »■> 

wo  der  Nenner  x3  +  5xa  +  2x  —  8  =  (x  —  l)(x  +  2)(x  +  4)  ist,  dann  ist 
■f*-  =        *a-5-,alfoB  =  ^L--J_.  =  .-i,C^       4~5       -       1 

D  = 


Jfrx       3xa  +  10x  +  2'  3  +  10  +  2  151  12- 10  +  2  4' 

16  —  5  11 

=  48  — 40  +  2""" 10' 

..,.  x2  — 5  41  11,111 

mithin =  -*. — . —  — ,_. —  +  — . 

x»  +  5xa+2x  — 8    '       15  x  — 1       4x  +  2l10x+4 

8atz.     Wenn   in    dem   vorigen    Satze    zwei  Wurzeln   b    und    c  263. 

einander  conjugirte  Bichtgrösen  find,  fo  find  auch  ihre  Zähler  B  und  C 

einander    conjugirte  Bichtgrösen   und    lassen    fich    die    beiden   Teil- 

Px  +  Q 

brtiche  in  einen  Bruch  von  der  Form - — n    zufammenziehen. 

(x  —  p)s  +  q* 

aus  welchem  alle  Jgrösen  verschwunden  find. 

Beweis.  Wenn  in  dem  Nenner  eine  Wurzel  b  eine  Richtgröse 
(komplexe  Gröse)  b  =  p  +  iq  ist,  fo  ist  nach  Zahlenlehre  573  auch 
eine  zweite  Wurzel  c  die  dazu  conjugirte  Gröse  c  =  p  —  iq.  Dann 
erhält  alfo  der  vorige  Satz  die  Form 

FoX= B CD  j    _L_ 

f.x       x  —  (p  +  iq)  +  x  —  (p  —  iq)  "*"  x  —  d  i         "**"  x  —  1' 

R.  GraMmann,  Folgelehre.  9 


264.  Folgelehre.  130 

Rx  Rx 

Hier  ist  B  =  j     ,    wenn    x  =  p  +  iq    gefetzt    und  C  =  j      ,     wenn 

x  =  p  —  iq  gefetzt,  d.  h.  beide  werden  Richtgrösen  und  zwar,  wenn 
H=M-(-iN  ist,  fo  wird  C=M  —  iN.  Fügen  wir  nun  die  beiden  Brüche 
einander  zu,  fo  erhalten  wir,  da  im  Nenner  (x  —  p  —  iq)(x  —  p  -f-  iq) 
=  (x  —  p)2  +  q2  ist, 

(M_+  iN)(x  —  p  +  iq)  +  (M  —  iN)  (x  —  p  —  iq) 

(x  —  p)2  +  q"2 

_  2Mx  — 2(Mp  +  Nq)  _       Fx  +  Q 

—    (x  _  p)2  +-  ^2-  -  —  (T=7)*  +  q~2' 

wo  P  =  2M  und  Q  =  — 2(Mp  -\-  Nq)  ist.     Alfo  wird  dann 
Fox  _       Px  +  Q  _D_       ,  ,    _L_ 

fox        (x  —  p)3  -f  q*  "*"  x  —  d  +  '  "  +  x  —  f 

Auf  gleiclie  Weife  kann  man  je  zwei  Brüche,  deren  Nenner  zwei 
conjugirte  Wurzeln  find,  behandeln. 

AI*  Beispiel  behandle  ich 

Fox_ 5x  —  3    _.    Fo*  _        5x  —  3 

fix  ~~  ^-^-  4x~+2'   |foX       3xa  —  2x  -  4 

Wurzeln  x  =  1  +  i,  x=:l  —  i,  x  =:  —  1 

&&__        A ,      _B_        ,    _C_ 

fox       x  —  1  —  itx»  i  +  ix  +  1 

A  =  -  i/joCll  +  13i),         B  =  -  VaoCH  -.138),         C  =  -  8 

und  Px  +  Q        -=  -  l/lo(llx  "  **> 

(X._p)2  +  (ii-  x2_2x+2  ' 

264.  Satz     Wenn  in  dem  echten  Bruche   zweier  Höhenreihen  von  x 

zu  ganzen  Plusstufen  der  Nenner  &x  =  (x  —  b)bg>oX  gleiche  Fache 
und  zwar  b  gleiche  Fache  x  —  b  enthält,  fo  ist 

Rx_o5,Afl*a=     _*_         _Jji ,  .    "tzLi.?? 

fox  ~    S  a~«xa       (x  -  b)b   f    (x  -  b)*-1  "*"         t'x-btyj 

0,n 

und  fetzen  wir  hier 

B0  +  B,(x  ■■--  b)  -| -  •  •  •  +  B0  _  ,(x  —  b)*~  1  =  X 

und  bezeichnen  wir  mit  Xv,  den  Wert  diefer  Folge,  wo  x  =  b  gefetxt 

ist,  fo  ist  B0  =  Xb,  Bi  =  |Xb,  •  -  a !  B«  =  |aXb 

und  ist  Exb  =  B0g>oXb    £  F<Äb  =  Sm  ag>        </>oXb 

äaXi»=^ "~-Badm"~\po»>  und  hieraus  Ba  zu  berechnen. 

x  ^(m  —  a)!     x 
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Beweis.     Nach  261a  ist 

_  8  Aax*  T>  ..  _  ■_ 

F.x  _  0,m  =       B„  _      ,      __    Bi_  ,  ,    ]H  -  i    ,     *^x 

fox  S a<,x*         (x  —  b)b    '    (x  —  *>)*""  *  "*  x  —  b  "*"  yox 

0,n 

auch  ist  f0x  =  (x  —  b)*y0x.     Hieraus  ergiebt  fieh,  wenn  wir  Alles  auf 
den  Nenuer  (x  —  b)*g>oX  bringen 

Fox  =  [Bo  -!-  B,(x  —  b)  -| 1-  B*_  t(x  —  b)h  -  ityox  +  (x  —  b)*F0*x 

und  wenn  wir  Bj  +  Bj(x  —  b)  -j {-  B6  _i(x  —  b)b  ~  1  =  X  fetzen, 

und  jede  Folge    von  x,    für    welche  x  =  b    gefetzt    ist,    mit  Folge  xb 

bezeichnen. 

F0x  =  Xy0x  +  (x  —  b)*F0*x     und  für  x  =  b     F0xb  =  XwjpoXb. 

Nun  ist   aber,  wenn  wir  die  DifFc  von  Xb  entwickeln 

B0  =  Xb,  B1==|Xb5     i-2B2=|2Xb;     a!B«  =  gaXb. 

Wir  werden  alfo    die  lammtliehen  Grösen  B0,Bj  •  • -B6 —1    unmittelbar 

haben,  wenn  wir  die  Grösen  Xb,$Xb, •  •  •£       Xb  haben. 

Es  ist  aber  F0xb  =  Xby0xb  =  B0yoxb ; 

§F0xb  =  Xb^yoXb  +  yoXb^Xb  =  B0$<jpoxb  +  B^oXb 

und   nach  92 

.,  m-  ,  m!         . 

da  ma»a!=  -,- —    und  a!  = ,  ist, 

a !  (m  —  a)  !  (m  —  a ) ! 

Hieraus    lassen    (ich,    da    F0xb    und    y0Xb    bekannt    find,    die    Folgen 
Xb,  jJXb- • -3t        ^b  berechnen. 

I'oX  **  i 

AI»  Beispiel  berechne  ich       -  =  - 


f0x       x2(x  —  l)\x  + 1)       x*  —  x*  —  x3  +  x1 
und  fetze  xb  =  0,      (fox  =  (x  —  1  )2(x  + 1)  ==  x3  —  xa  —  x  +  1,      F#x  =  1 

f  ?-ox  =  3x2  —  2x  —  1         f  ftx  =  0, 

fo  ist  B0  =  l,    ^¥oxz=Oz=:Bi)^cfoxb  +  (foxi>Bl=zl(,—  l')  +  lBl 

Bl==l. 

Ferner 

Xc  =  1  tfoX  =  X2(X  +  1)  r-  X3  +  X2  |  */oX  =  3*2  +  *X 

^  =  !?äs=sT  Irxc  =  0=qJ^c  +  ^cCi  =  0,-5  +  20! 

5 

o..=-T. 

9* 


265—268.  Folgelehre.  132 

Endlich 

^     _       E»xd        1 
xd  =  _l     D  =  — =  T,  fomitist 

1 1,1,  _±___J>_,_1_ 

x*  —  x*  —  x3  +  x'  —  x»  ^  x  ^ 2(x  —  1)2      4(x  —  1)  +  4(x  +  1)* 

Wenn  in  der  Gleichung   fox  =  (x  —  b)&(x  —  c)c-  •  •  *(x  —  1)1  zwei  Wurzeln    ein- 
ander conjngirte  Richtgrösen  find,  z.  B. 

f0xr=(x  — b  — ic)^(x  — b-f  ic)^...(x  — l)t,    fo   find  auch  die  Zähler  derfelben 
wieder  conjugirte  Richtgrösen  und  kann  man  die  Teilbrüche 

M  -f  iN  M  -  iN 

(x^(b  +  icj)*  +  (x  —  (b  —  ic))6    wicder    entsprechend    wie   in    Satz   263    mit 

einander  vereinigen  zu  dem  Nenner  ((x  —  b)J  -f-  c2)*. 

2.    Das  Integern   der   Teilbrüche    von   Höhen. 

Nachdem  wir  die  Brüche  in  Teilbrüche  zerlegt  haben,  wenden  wir  uns  nufi 
zu  dem  Integern  diefer  Teilbrüche  und  dadurch  der  ganzen  Brüche. 

265.  Satz. 

j-i     Axm  Am'V 

a —  sc—  D* — — r-  fa  4-  bx1m-n-a  +  > 

*      (a  +  bx)»  (m  —  n  —  a  +  l)bm+lL     r      J 

Beweis.      Wir   fetzen    a  +  bx  =  z,    b  =  §z,  x  =  — - — ,     dauo 
Axm  A(z — a)m  A 

Igt ==      v i_  z== r7 Q^m 

(a  +  bx)n  bm-zn  bm-zn 

bmzn  O  bra 

S(_l)*A.m#a.aa       ,    ,  in    . 

^ --r- (a  +  bx)m  -  »  -  *,  alfo  ist 


ä"1   — T 


0(m_a_a+l)bm+l^^         ' 


bx) 
266.  Satz. 

Axm  ar      -.aAaa.m#a(m  — n  — a) 


j  -  r     Axm  A  •  aa •  m  af m  —  n  —  a) ! 

S =  S  C—  l)a~-~  — - —  Ca  -*-  bx)m  +  r  -  n  -  a 


Beweis.     Unmittelbar  nach  265. 
B 
x  — b 
Beweis.     Unmittelbar  nach  197. 


267.  Satz,      g    *— -  =*.  Ble(x  -  b)  *  wo  x  >  b. 


268.  Satz.     Wenn  *?  =  Am^  +_A^1x^^_±:^+  Atx  -fAp 

&x         anxn  +  an-!»11- *  -\ h  »i*  +  «o 

und  f0x  =  (x  —  b)(x  —  c)  •  •  -  (x  —  1)  ist,    wo  die  Wurzeln  f ammtlich 
einander  ungleich,  auch  x  ;>  b,  x  >  c,-  •  •  x  ^  1  und  B,  C,   •   L  nach 
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261  bestimmt  find,  fo  ist 

£~~l]^  =  B.lcCx  —  b)  +  C.le(x  —  o)H -f  L.le(x  —  1). 

IoX 

Beweis.     Unmittelbar  aus  267  und  262. 

Bat«.  269. 

r"+'^-B^Ä[ucx_t,-(i+i+...+i)i 

*  wo  x  >  b  und  r  >  0. 
Beweis.     Unmittelbar  nach  240,  wenn  wir  n  =  1,  in  =  r  fetzen. 
Satz.    Wenn  ,^  =  Am^  +  ^.^-^  ■  •  ■  + A,x +  A,        270 

fox         anxn  +  an  _  ixn  - l  -\ \-  a4x  +  ao 

und  fcx  =  (x  —  b)(x  —  c)  •  •  •  (x  —  1)  ist,    wo  die  Wurzeln   ftomtlich 
einander  ungleich,  auch  x>b,  x  ;>  c,  •  •  •  x>l  und  r  >  0  ist,  auch 
B,  C,*  •  -L  nach  261  bestimmt  find,  fo  ist 
- (r  +  i)Kx_B(x  -  b  V  0(x  -  ov 

- le(X  b)  -) r le(X  —  C)H 


foX 


+^7^ri.(x-D 


+LB(x-b)H  C(x-c)'+  •  •  •  +L(*-l)r]^({+-!+  •  •  ■  +7) 

Beweis.     Unmittelbar  nach  269  und  262. 

8  atz.    Wenn  n  >  1,  z  >  b  und  r  >  0  ist,  fo  ist  271. 

ß-r      B  (— l)'r!B 

r     7 i^r  -£■  t ttt c^; — ;  *  wo  r  <  n  ist 

*      (x  —  b)n        (n  —  r) !  (x  —  b)n  - r 

#~r(x-^)"Il  =  (-l)n-1(n~l)!Bl.Cx  —  b)  wo  r  =  n  ist 

wo  r  >  n  ist. 
Beweis.     Der    erste  Teil    des  Satzes  unmittelbar   nach  233,    der 
zweite  unmittelbar    nach  234    und    dem    ersten  Teile,    der    dritte  Teil 
unmittelbar  nach  240. 

Satz.     Wenng  =  Am*m  +  A"-*m7+---+A'*,-i^         272. 
fox        anxQ  +  an«!Xn-H h  a^  -f  ao 

und  fax  =  (x  —  b)D(x  —  c)c  •  •  -  (x  —  l)1 

wo  tx  gleiche  Wurzeln    enthält,    auch  x  >  b,    x  >  c,«  •  -x  >  1   und 

B0,Bj,  ♦•!(_!  nach  264  bestimmt  find,  auch  r  ;>  0  ist,  fo  ist 


273.  Folgelehre.  134 


^-rRx_^-r B0  g-r  Bt  g  -  r  Jj*  _  t 

*       foX  — *      (x-Y)*"1"*      (x-  b)*-1  ^"*~t*     x__t 
x*      (x  —  c)c  r  f      (x  —  c)^1   r 


b 

P±z± 
x  —  e 


+ 

wo  £    r  von  den  Teilbrüchen  nach  270  genommen  werden. 

Beweis.     Unmittelbar  nach  264 

Durch  die  vorhergehenden  Sätze  können  wir  ganz  allgemein  jede  Intogre 
beliebigen  Grades  von  jedem  Bruche  von  Höhenreihen  mit  ganzen  Phisstufen 
entwickeln.  Für  die  Falle,  wo  es  lieh  um  erste  Integern  handelt  von  Brüchen, 
deren  Nenner  Jgröaen  als  Wurzeln  enthält,  hat  man  die  folgenden  Sätze  entwickelt, 
welche  vielfach  in  Gebrauch  find  und  daher  noch  erwähnenswert  find. 

273.  Satz. 

ß-1  1  2  r  b  +  2cx    «v 

a  ^ Trarcl  tan  =         ,r  I 

*      a  +  bx  +  ex'        (4aC  —  b2)  h      \  (4ae  —  b2)  ,2J 

*  wo  4ao  —  b2  >  0 

2 

JL  —  c-r-ä  *  wo  4ac  —  b2  =  0 

b  +  2ex 

*  _         —       —  i    (t>2  ~  4ac)V2  +  b  +  2cx 
(b*  —  4ac),/a  C(b2  —  4ac),/j  —  0>  +  2cx) 

*  wo  4ac  —  b*  <  0  und  (b*  —  4ac),/a  >  b  -f  2cx 

u 1 x  b  +  2cx  +  (b'-^W^ 

(b2  —  4ac)Va  eb  +  2cx  —  (b2  —  4ac),,:i 

*  wo  4ac  —  b2  <:  0  und   (b2  —  4ac)  '2  <  b  -f  2cx. 

Beweis.      Es  ist  S      — — ; 

A       a  +  bx  -f-  c'x* 

-1  C  J-J  c 


=  d-1 2...    __  =  d 

X  ci/.      1       hr»v    J_    niv2  X 


ae  +  bcx  +  c*x2       x      (ac  —  i/4b0  +  (ex  +  \2b)* 

b  +  2ex  j 

Wir  fetzen  hier  y  =  ex  -f  ^b  = ö •>   a^°  x>' =  c 

und  (ac  _  i/4ba)t/a  =  a,    (4ac  —  b*)1/a  =  2a. 

1.  Es  fei  ac—  l/4b*  >  0  oder  4ae  —  b2>0,  alfo  a  reell,  fo  ist 
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I"1 -L  _d     l     *7      =1-arc(tan  =  ^   (nach  247), 

*      a  -f-  bx  +  ex2  •    *      ---.  ^        a       \  a  ) 

2  r  b  -f  2cx    -\ 

alfo  ==----        irarcltans 1,    I. 

(4ac  —  b2)  h       V.  (4ac  —  b2)    J 


2.  Eh  fei  4ac  —  b2  =  0,  dann  ist  a  =  0,  alfo 

f'-.i         i  =  |-^V=-   \  ■  =  -*       .        (nach  196). 

x      a  -|-  bx  +  ex2       x         2  y  b  +  2cx  J 

3.  Es  fei  4ac  — b*<  0,  alfo  b2  — 4ac>0  und  fei  (b2— 4ac)1/a> 
b  -f-  2cx.      Dann    fetzen   wir  (,/4b2  —  ac)  '2  =  a,  alfo  a>y,  dann  ist 

4-1 i  _  .      *-*    h     ^är^-vh^—  Li a ± z 

x      a  +  bx  +  ex*       *      Z_1T2T  y  *  ~«2  —  v2  *a  *a  ~~~ y 

(nach  245),  alfo 

_L j  (b2  —  4ac)i/a  +  b  +  2cx 

(b*  _  4ac)l/a  \hi  _  4acy/2  _  b  —  2cx 
Da  fönst  der  Log  von  einer  Strichgröse  zu  nehmen  wäre. 

4.  Es  fei  4ac—  b2<0,   alfo  b*  —  4ac>0  und  fei  (b2— 4ac),/2< 

b  +  2cx.     Dann  fetzen  wir  wieder  (^b2  —  ac)  '2  =  a,  dann  ist  a<Zy 
und  es  ist 

r1— r-^-^r1     *7      =-^-+~      (nach  245),  alfo 
x     a  -f-  bx  +  ex2       *     y.2-_  a2  2a   y  —  a  " 

L_.     .jb-f  2cx  +  (b2  — 4ac)Va 

(b2  —  4ac)1/a  \  +  2cx  —  (b2  —  4ac)Va' 
Für  diefe  Formel  lassen  lieh  die  höhern  Integern  nicht  mehr   ableiten, 
fofern  nicht  4ac  —  b2  =  0  ist. 

Satz.  274. 

d""1 * =  — Lfa  f  bx  i-  ex2)  —  —  ä""1 . 

*     a  +  bx  +  ex2       2c el     1         r       J       2o*     a  +  bx  +  ox2 

Beweis.     Es  ist  nach  112 

äle(a  +  bx  +  ex2)  =       b+2cx    o,  alfo  ist 
^  a  +  bx  -+-  ex2' 

le(a  +  bx  +  ex2)  =  |"  l-    ,b  +  2tCX    o  (und  nach  195) 

A       a  +  bx  +  ex2 

-i  1  ~  -i-i  x 


A  O     _L     Kir     _L    /»irä       '  * 


a  +  bx  +  ex2  n       x     a  -)-  bx  +  ex2' 
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mithin  ist 

£_1-  — r^—    -  =  ieCa  +  bx  +  ex*)  — Ad"1 _ 

a  +  bx  +  ex2       2c        ^        ^       J       2cx      a  +  bx  +  ex* 

und  letztere  Gröse  nach  273  bekannt. 

».       s.t,    |-'_*±*s_^  +  l.  +  -) 

,   2Ac  —  Bbg-i 1 

~r         2c       *     a  +  baT+^x2' 
Beweis. 

|-1_A±^_=Bd-1 x. +A4"1-    _J 

a  +  bx  +  cx^         *      a  +  bx  +  cx2  -r  ^x      a  +  bx  +  ex* 

=  Jle(a4-bx  +  ex^)-^ä-1 L_.„   -Ad"1 1 

2c  ^       J       2cx      a  +  bx  +  cx2^Ax      a  4*  bx  4- ex2 

(nach  274) 

—  Birfl    .    >       .        2v    .    2Ac  — Bb^-i  1 

=  7rlc(a  -r  bx  +  ex2)  j ä 

^c  ^  '  2c       ?     a+bx  +  cx»' 

276.  Satz.      4""1 * —  b  +  2cx 

*      (a  +  bx  +  ex2)«  + 1      a(4ac  —  b2)(a  +  bx  +  ex?)« 
(2q  —  l)2cd-i  1 

a(4ac  —  b2)*      (a  +  bx  +  ex2)* 

oder  ä"1  J :-  =     «     +  ^i^-A- 

wo  T  =  a  +  bx  +  ex2,  a  =  b  +  2cx,  X  =  4ac  —  b2. 

Beweis.      Wir    fetzen    a  -f  bx  +  ex2  =  T,    4ac  —  b2  =  A,    und 
b  +  2cx  =  a,   dann  ist  £t  =  b  +  2cx, 

j\  a  <*2       ,    rt    1 

?^[  =  —  «jp^Ti  +  2c-,  auch  ist 

cT  =  ac  -f  bcx  4-  c2x2  =  ac  —  i/4b2  4-  (ex  4-  i/2)2, 
alfo  4cT  =  4ac  -  b2  -f  (2cx  +  b)*  =  X  +  a2, 
alfo  a2  =  (b  4-  2cx)2  =  4cT  —  X,  demnach  ist 

J£  =  +  a^T7  -  <4ca  -  2c>T^  =  «VVl  ™  30(2a  ~  1}Ä' 
Und  wenn  man  die  Integern  nimmt 

^a  =  a4~l-1+--2ci2a-l)|~ll,  mithi 

c^  — ^ 1_  =_     a         (2o—  1)2cj-i  1 

x     T*+1      cUT«  ^         aX        x      T*' 


hin 
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Sat.      d"1  J_   *     «      _    (2n  +  l  — 2c)!2cCcC 

•     X      Xn  +  i  —   0  n(n  — l)...(n  — c)Ac4"1Ttt-c 

0,n  —  1 

(2n  —  l)(2n  —  3)»»  3  1  2ncnfl-i  1 

*  wo  T  =  a  +  bx  +  ex2,  a  =  b  +  2ox,  ^  =  4ac  —  b2  und  wo 

(2n  +  1  —  2c) !  =  (2n  +  1  —  2)(2n  +  1  —  4) (2n  +  1  —  2c)  ist, 

und  fcr  c  =  0  (2n  +  1  —  2c)!  =  1  gefetEt  ist 

Beweis:  1.     Diefer  Satz  gilt  ftlr  n=l,  denn  es  ist  nach  276 

d"1-1  —  iL  4.  ^&~lA 
?      Y2  —  AT-r   x$      T- 

2.  Wenn  der  Satz  für  n  gilt,    fo  gilt    er  auch    ftlr  n  +  1,    denn 
es  ist  nach  276 
d-iJ  a  (2(n+  1)  — l)2ea-i     1 

*  TB  +  »       (n  +  i)ATn  +  i  "*"  (n  +  1)A         x      T**1 

mithin,    wenn  wir  nach  der  Vorausfetzung  g.      tü+1  entwickeln, 
d"1  -1-  —  _        * 

X         Tn+S  —  (n  +   l)^Ta  +  l 


277. 


+ 


(2(n  +  1)  +  1  — 2)2c  n       (2n+  1  —  2c)!2«-c«.a 


Ö  n(n  — 


(n+l>l  ö  n(n— l)..(n  — c)>lc  +  1Tn-c 

0,n  —  1 

(2(n+  l)--l)(2n  — l)(2n  — 3)-.3-l-2"-M.tft  +  1fl-il 
+  "  "  (n  + l)!^*1  *       T" 

und  fetzen  wir  b  =  c  +  1,  fo  erhalten  wir 

ji-i     1  £J (2(n+  1)+  l-~-2b)!2»-c*.q 

*      T»  +  *  Ä       (n  +  l)n(n  —  l)...(n  +  l  —  b)i*  +  1T»  +  1-* 

0,(1+1)- 1 

(2(n  +  1)  —  l)(2n  -»  !)■- .3-1.2» -H  .cp  +  ^  - i_l 
"*  (n~+~lT!  X*  +  *  x       T- 

Der  Satz  gilt  alfo,  wenn  er  ftlr  n  gilt,    auch  für  n  +  1.     Nun  gilt  er 
für  1,'  alfo  auch  ftlr  2,  3»  •  •  kurz  allgemein. 
Wir  erhalten  für: 


—  i  5-1  1  —  JÜ    i^i-1.1 

«  —  }5  x       Ta  —  AT  "T"  A  *       T" 

n  —  4  x       XJ  —  2aT '+  Ä2t  +*  A2  *       T 

4-1  1_ ?___L_5Cöt        10ca«      20c3a~il 

n  — 3,  x       T*~"3ÄT3  +  3A2Tri+  A*T  +  A3   *       T 

__  4  - 1  1 a  J7ca^  35c2«        35c8«      70c*  a  _  i  _1_ 

n  — 4>  x       t*  —  4Af *  +  6 . A*T3  +  6  •  A*T*  +  ~Ä*T "  +  ~A*   X      Y 
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_~    5-1  1  __     a         _9c«  21-ca«      21e3«       126c*«      252c»  |_il 

t_i  1 a_        lies  33c2«        T7c*x       77c4ct    462cs«     924c«  3-1  1 

T7  —  6ÄT*  + 1  öX'T'5  +  10A3t*  +  5A*T3  +  A*'P  +  ~>T  "+  ~T«~ *      x 

j  —  1   xm  1  xm  ~ l 

278.  Satz,      g     _1  =  __-^___. 

(n  — m  -fl)b  £-  ix™"1  (m  — l)a_  d"*1?^!!2 

—  (2n  — m  +  l)c*      T"  +1  +  (2n  —  m  +"ljö  *      Tn  + 1_ 
wo  T  =  a  +  bx  -j-  ex2  gefetzt  ist. 

jx1"-1       ,          A  xm~2         xml-Kb  +  2cx) 
Beweis.     Es  ist  g—--  =  (m  —  1)-  ~ n ^üt+-i 

T 

und  wenn  man  rechts  das  erste  Glied  mit         vervielfacht,   und  ftir  T 

im  Zähler  den  Wert  T  =  a  +  bx  -f--  ex»  fetzt,  fo  ist 

« vm  ~"  l  vm  —  ^  xm_  ^  X111 

l-T— =("-i)»Tir+i  -  (n~m  +  Db  T"-H-(2n  ~  m  +  ^f^ 

Hieraus  ergiebt  Geh  die  entsprechende  Integerngleichung. 

■  (m-l)ag      f.n_i_(n-m4-l)bxi       ^^i 


f2n   —  in   -J-   1V.d~ 

T 

1    x^ 


(2u-m-|-l)c$     '^^   oder 


J-l      X"1      1  X'"       * 

(n  —  m  +  l)b  j-ix"1"1  (m  —  l)a      j-ixm-J 

~(2ä-~m"+ l)c^       Tn  +  i  +  (2n"-_m +~I)c^      T^+i' 

Nach  diefer  Formel  kann  man  nuti  die  Formeln  entwickeln 

_.  a-i_L  -     _1_    A3-1   1_ 

m  —  i,j        t»+i 2iict»""2c^        tn  +  i 

3-1    ** x  (11  —  l)b  g .-  1    x  a a-i^L 

m  —  4  X      Ta  4- 1  —  —  (2n  —  l)c  T>  —  (2n  —  l)cx      i>H  ~r"(2n  —  l)c*       T>  r  "1 

_.  a-i   iL3__ *' (n-a)b^-i  x^      2a *-!__!_ 

m— *i  5       T"  + 1  —  ""  (2n  —  2)crl>  ""  (2n  —  2)eX       Tn-Hi"T(2n  —  2)cx       T*+  l 

u.  f.  w. 

Durch  Anwendung  diefer  Formeln  kann  man  dann  auch  für 

a  _  1  A  +  Bx  +  Cxa  -\ f-  Hxh 

x (i  +  bx+'cxäji+T —  die  Formeln  entwickeln. 

«an  +  i 


+  ay2)n 


A  -  1  1  A  - 1  V* 

97Q  Satz.      S -*-  S        *- 

*  wo  y  =  —   oder  x  =  —  ist. 

*  y 
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11  1 

Beweis.     Man  felze  v=  -,   alfo  x  =  -  —  und  Sx= —  -   , 

x  y  y  y2 

dann  ist 

d-1 1 =d~1 L 

*       x(a  +  bx  +  cx2)n  +  !       *       /      ,     b     ,     c\nM 

la  +  7  n"  y>) 
=  4~1 ^!n+_i         =d~1 >'n  +  *         dx 

x       (ay2  +  by  +  c)n  +  x       y       (ay2  +  by  +  c)^1  y 

=  _d^1  _     >*n  f  ' 

y       (ay2  +  by  +  c)**1' 
Diefe  Formel  kann  man  dann  integern  und  in  dem  Ergebnisse  wieder 

-   statt  v  fetzen. 
x 


Satz,     g-1— *  ,  = -1— 

X  xmjn  + 1  (m l)aXm " 

fn  -f  m  —  l)b  <j  - 1         1  (2n  +  m  —  l)c  ^  -  i 


280. 

ljn 


(m  —  l)a     *      xm-iTn-M  (m  — l)a      *       in.-ain  +  r 

Beweis.  Setzen  wir  in  278  statt  m  nun  — m  -f-  2,  da  der 
Satz  auch  für  —  m  gilt,  indem  er  die  Umkehrung  einer  Diff-Formel 
ist,  welche  für  alle  möglichen  m  und  n  richtig  bleibt,   fo  erhalten  wir 

a-1    j_  = l j_ 

x        xm-ax»  +  i  (2n  +  m  —  l)c  xra~ »f » 

(n  +  m  -   l)b    3-1  1 (m—  lja       ^  -  i       1 

('Ja  X  m  —  l)c   x       x^1  * Tn+"1  ~  (2n  +  m  -  1  )e x       x™Tn  + A 
und  hieraus,    wenn    man  die  letzte  Integre   auf  die    linke  Seite    stellt, 
unmittelbar  den  Satz. 

3.    Das    Integern    von    Brüchen    mit    der    Tiefe    zweiten 

Grades. 

Wenn  in  dem  gegebenen  Bruche  Tiefen  vorkommen,  fo  lassen  iioh  die 
Integern  nur  noch  unter  gewissen  Bedingungen  gewinnen,  welche  wir  im 
Folgenden  besprechen  wollen. 

Bat.     j->i5±*£  „  r  »(a  +  bx)-  V,  =  «»+ff£*  281. 
*     (a  +  bx)Vl       *  (2n  +  l)b 

j  —  i  (a  4-  bxV  + 1 

Beweis.     Nach  232  ist    S       (a  +  bx)"  =  - -,      ,    fr--,    fetzen 

wir  hier  fi  =  n  —  1|j,  fo  folgt  unmittelbar  der  Satz. 
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282.  Satz,     g     — \  ;   jf[  =  g_Ix»(a  +  ta)«-Vi 


^-»(a  +  bx)° 

(a  +  bx)'1 

2xm(a4-bx)-+l/i  2ma  ,_t 

-  (2m  +  2n+l)b  ~  ^-"«TTi**      »-^  +  ta)n"  ''• 
Beweis.     Wenn  man  teilweife  integert  nach  212,  fo  erhält  man 

| "  xmCa  -f  bx)n  -  Va  =  x°4  "  \a  +  bx)*  -  Va 

—  m^~1xm-  l|-1(a  4-  bx)»~  Va 

und  nach  281 

2x»(a+bx)|H-1/a  2m      j-i        „    ,  ,    s  _,,, 

— - — ! 1 _S    xm~1ra4-bxla"f  'a 

(2n  +  l)b  (2n+l)b*  tai-üxJ 

Wenn  man  diefe  Gleichung  mit  (2n  +  l)b  vervielfacht  und  im  letzten 

Gliede  (a  -f  bx)n  +  Va  =  (a  -f  bx)  (a  -f  bx)n  -  Va  fetzt,  fo  erhält  man 

(2n  +  l)b  jl^x-Ca  +  bx)n~  J/a  —  2xm(a  +  bx^+'/a 

—  2ma  | "  \m  ~  J(a  +  bx)»  -  Va  —  2mb  f  ~ X  xm(a  +  bx)n  -  Va. 

Bringt  man  hier  das  letzte  Glied  allein  auf  die  linke  Seite,  fo  hat  man 
die  Gleichung  des  Satzes. 

283.  Satz. 

$ ""\Ao  +  Atx -f  •  •  +  AmXm)(a  +  bx)n-/>=  § A«| "~  *a(a  +  bx)*-  V*. 

1 

Um  ferner  die  Integre  von  — n~   zu    gewinnen,    schlagen 

^  (a  +  bx  +  cx*)'2  °  ^ 

wir  denfelben  Weg  ein,  den  wir  in  273  betraten. 

284.  Satz. 

rl("a~+  bx  Vcx^  ~Mlib  +  °X  +  CV  +  bX  +  «^ 

*  wo  c>0 


1           r           —  2cx  —  b  t 
.    1/" arc  I  sin  = rr  I 

(— c)/a      |_  (b«  — 4ac)/aJ 


*  wo  o  <  0 

Beweis:    1.     Es  fei   +  c  eine  Plusgröse,  dann  ist 
ac  -f-  bcx  +  c*x2  =  (ac  —  l/4b2)  +  O/ob  -f-  ex)2.     Setzen  wir  hier 

ac — lltb*—a\    und    l/2b  +  cx  =  y,    alfo    c  =  £y,   oder  Sx  =  — ' 

y       c  ? 

fo  ist 
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1  A-l  CV>  ,-,         C< 


(a  +  bx  +  CX«)  (ac  _J_  bcx  _f_  C2X2)  h  (<X2  -f-  yl)  /a 

und  nach  211 

und  nach  246 

cia 
=  -rrle[1/2b  4-  ex  +  (ac  -j-  bcx  +  cV)1'1] 

c  /a 

=  -Tz-Jahlb  +  CX  +  CV  +  bx  +  Cx2)Va]- 
CM 

2.     Es  fei  +  c  eine  Strichgröse,  und  —  c  =;  y,    wo  y  eine  Plus- 
gröse,  dann  ist 

1  ,1-1  1  i-i  y'1 


r^-A 


y" 


(a+bx  + «»)''»      *      (a  +  bx-yx*)''1      *     (ay  +  byx  -  y'x')''2 
=  Vad"1 - -r 

y  (»/«b'  +  ay)  — (rx— i/,b),/,# 

Setzen  wir  hier 

1/4b2  +  ay  =  aa  und  yx  —  1|*b  =  y;    x  =  5L±J!*!?  ix  =  — ,    fo  ist 

"  y       y        y 

(a+bx  +  cx2)'1       y  Ca»— y2) h      y '2      \  a/ 

(nach  248) 
1  f  _  2cx  — b  X 

=  n  arc  I  sin  =  n~  I 

(_c)'2       ^  (b2  _  4ac) /a7 

wo  wieder  y  =  —  c  gefetzt  ist. 

3.  Wenn  c  =  0,  fo  wird  a  +  bx  +  ex2  =  a  +  bx  und  führt  auf 
Satz  281  zurück. 

Satz.  285. 

,_! 1 2(b  +  2c)  1 

*     (a  -{--  bx  -1-  ex2)«  +  Va =  (2a — l)(4ac — b2)  (a  +  bx  +  ex*)*  -  '/* 

(a-l)2c        d-i  l 

+  (2a  —  l)(4ac  —  b*)  **     (a  +  bx  +  ex*)*  -  Va 
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oder  g     Ta+Va— (2a  _i)jlT._Va  +  (2a  — Itf'r       T«-Va 
*  wo  T  =  a  +  bx  H   ex2,        a  =  b  +  2c,         A  =  4ac  —  b*. 

Beweis.     Nach  Satz  276  ist 
^-i  _£_  _  _a_   ,    (2n  —  l)2c£ - i  jl 
x       Tn-hi—  n/T«4"  nX        *     T»' 

Setzen  wir  hier  n  =  a  —  x\u  f°  folget  unmittelbar  der  Satz. 

,_x_l_  2« 1_ 

286.  Satz.     $      Tn+-t/a  -i  (2~_  1)A  Tü_  Vj      - 

S-   2a » (n  —  l)(n  —  2) ■  ■  •  (n  —  c)(8c)c -~ *+i 
(2n -ix2n  — 3)(2n—  ö).  -(2n  -  (2c  +  lJ)Ac  +  1Tn       *~ 

l,n-    1 

*  wo  T  =  a  +  bx  +  ex2,     a  =  b  +  2cx,     X  =  4ac  —  b2. 
Beweis:   1.     Dieter  Satz  gilt  für  n  =  l,    denn   es  ist  nach  285 

d-i_!    ■     »«  j 

2.     Wenn  der  Satz  für  n  gilt,    fo  gilt  er  auch  für  n  -f-  ^    wenn 
wir  a  =  n  +  1  fetzen,  denn  es  ist  nach  285 

$     T(n-i- 1)  +  i/a  —  (2(n  +  1)  —  1)A  T(n  f  °  ~  V» 
,    ((n-f  1)— l)8c   ,_,       1 

+  r^+'iynri^s'    ^-+>i]         und  nach  der  Annahme 


2a 


_1_:     ((n  |-1)— l)2cr 2a ]___ 

-l^'T^T)Z1/»+(2(n4-l)--lu|_(2Cn  -f  1)— 3UTn+1-3^ 


—  (2(n+l)- 

2a(n  -  l)(n^-  2)-  -(n  —  c)(cV)'       _       ~~ ~*+» 

(2(u  +  1)  —  3)(2n  —  3)  •  •  •  (2n  —  (2c  +  1  ))AC  +  '  t"        *  " 

1,n— 1 

2a  1 


=  (2Cn+  1)  —  1)>1   T(»  *■»-•/» 

2a((n+l)-l)((n+l)-2).  •  .((n+l)-(c-t-l)X8c)<+»-— -- ^-j 


fl^a((n-t-ij— i>((n- 
"1"0(2(n-|-l-)-lX2(nH 


l(2(n+l)-lX2(n+l)-3).  •  .(2(n+l)-(2(c-fl  )))*«+ Y^u         T 

l,n—  l 

d.  h.    die  Formel  gilt  auch  für   n  +  1,    wo    c  +  1    bis    (n  +  1)  —  i 
genommen  wird.     Die  Formel  gilt  alfo  allgemein. 
287.  Satz. 

*  =  (n  +  l)8c  ^  (n  +  l)8cx 

*  wo  T  =  a  +  bx  +  ex2,     a  =  b  +  2cx,     X  =  4ac  —  b2. 


H3  Die  Integern  zu  den  Diffgleichungen.  288. 

Beweis.     Wir    fetzen    in    285    a  = —  n,    dann    wird    a  +  */2 
=  —  (n  —  1/s)  "nd  a  —  i/a  =  —  (n  +  1/2)  und  wir  erhalten 

*  (2n  +  l)/X  +  (2n  +  l)Jl*       ' 

Setzen  wir  nun    das    letzte  Glied    allein  auf  die   linke  Seile    und 

vielfachen  heide  Seiten  mit  L-!L+   _>      ro  eriia|ten  wjr 

(n  4-  l)8c' 

*  (n+l)8c  ^(n+l)8c*       l 

Satz.    d-V  +  v.  ^?a:Tn"f'!/a 

*  ~  (n  +  l)8c 


ver- 


288. 


Jta(.2n  +  1)  (2n  —  1)  ...(2n  +  3  —  &)*_-.+ 1,2 . 
n  +  l)n(n  —  lj.  . -(n  4-  1  —  c)(8c)c+l  " 


4-  C?.n_+i)(2n  —  1)  -j_-_(8n  -f- 1_— _20AC  flj-i    1 
(n  4- 1) .  n  •  (n  —  1) . . .  (n  +  1  —  c)(8c)c"+ l  *       t1/» 
0  wo  T  =  a  4-  bx  4-  ex*,     a  =  b  +  2cx,     A  =  4ac  —  b*  ist. 
Beweis:    1.     Der  Satz  gilt  für  11  =  0,  denn  es  ist  nach  287 

x  8c         ^  8c  *      T'/i" 

2.     Wenn  der  Satz  ftir.  n  gilt,    fo  gilt  er  auch  für  n-f  1,    denn 
es  int  nach  287,  wenn  wir  für  n  nun  n  4"  1   fetzen 

d  -  *  T(n+l)+t/a  = ?? TO+D+'/a  4-  ^tllt^^äT1  Tn^k 

x  ((n  4- 1)  4-  l)8c  ^  (n  4- 1  +  l)8c * 

und  nach  der  Annahme 

((n  -1-1)4-  l)8o  T  ((n  +  1)  +  l)8c  L(n  +  l)8i- 

C  2a(2n  +  lX2n  -  l)---(2n  +  3  —  2ctf<        ,,,  _  c 
i    ö(n|l)n(n-l) (n  +  1  —  c)(8c)cH- » 


(2n  -f  l)(2n  —  1) .  -  -53-  U»  + »_  g  -  i  J_  -| 
"'"  (n-f  l)-n(n—  1)".  .  3-.2 . 1  (8e)»  +  *  *       t'/jJ 

2aTCn  +  D  +  ,/j 


+ 


((n  -f  1)  +  l)8c 

g2a(2(n+l)+l)(2(n-H)-l)-  ■  -(2(n4-l)+3-2(cf  I  ))*+', ,+'.,, _(c+1) 
0((n+"l)+l)(n+1)((n+1)-i)-  •(fn4-l)+i-(c-|:i))('8c)c+» 

f2(n  +  l)  +  l)(2(n+l)—  !)•  •  •5.3-U<"m+1         ,  _ ,  _1 
((n  4-1)4-  l)(n  -!-  l)((n  4-  1)  —  1)  •  •  •  3  •  2  •  1  (8c)C"+')+J  r       T'/ä 
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d.  h.  die  Formel  gilt  auch  für  n  +  1,  wo  c  -f  1  bis  n  +  1  genommen 
wird.     Die  Formel  gilt  alfo  ganz  allgemein. 

289.  Satz.      £     i^TViM  — Ö^-»)*'^1^ 

(2n  +  l  — 2m)bd,!  x'"-1        (m  —  l)a   ,-i  xm-* 
(2n  —  m)2c     x      xn  +  Vi  "*"  (2n  —  m)c  *       Tn  +  Va" 

Beweis.  Unmittelbar  aus  Satz  277,  wenn  man  statt  n  die  Gröse 
n  — ■  */2  einführt. 

a  -i  _1 1 

290.  Satz.     g.      xmTn  +  ,/a  =  —  (m  _  1)axm  _  1T„  _  »/, 

_(2(n  +  m)-3)bj-i  1  _(2n— m— 2)c  j-i 1 

Cm  —  l)2a      *     »«-iT^  +  Va  (m— l)a     *     »»-ar^+'/i- 

Beweis.  Unmittelbar  aus  279,  wenn  man  statt  n  die  Gröse 
n  —  ^2  einführt. 

Ein  fehr  fruchtbarer  Weg,  um  Brüche,  welche  Tiefen  enthalten,  in  Bruche 
mit  Höhen  zu  verwandeln,  ist  die  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen,  durch 
welche  die  Tiefe  in  eine  Höhe  umgewandelt  wird.  Die  Einführung  geschieht 
nach  dem  Satze  211. 

So  fetzt  man 

i  /«  y a  — «  a         2y 

1.  (a  +  /,x)/i==ylaIfox  =  ^r-  **  =  J- 

2.  («  +  |Jx)«  =  y,  alfo  x  = '—-  »x  =  -*--— 

V* 

3.  Wenn  (a2-|-/32x2)      vorkommt,  fo  fetzt  man 

,  o  t   0i  oxVa       0                              «1  —  y2          i  «   1  -f-  va 

(a2  4-  £2x2)      —  ßs.  —  v    air0  x i~  "x  — —    -r~ 

Va         1  +  V2 

(«2+,4'xya-«-^-. 

4.  Wenn  (a2  —  £2x2)       vorkommt,  fo  fetzt  man 

/.-W'^v,  alro  x  =  ^LrJl2      lx=_^  — 5— 
Ka+ßi)  M  +  yJ       >'  <*  (l  +  y*)1 

5.  (a  +  bx  +  ex»)     = ;'(«  +  ßx  +  x»)     =  Ky  -  x)  =  y-XÄZ£-_ :  <*» 

y2  —  a  a  a  -|-  ßy  -f-  y2 

X==^jl^-        FCrner    yX==    ^ZjT^"'    alf°     ,mCh    211 


145  frie  Integren  zu  den  Diffgleichungen.  291 — 292. 

a-i        1      ,  _g-i  .  a+*l  _gK 

x     (a  +  bx  +  cxi),/j ""  y      r  l«  +  ßy  +  y2)>A 

""  y     r(«  +>y  +  y'2)     (/» + *y  )*    ~~  y     ;  w  +  *y .)  -  *  r  w  +  y> 

6.     (a  +  bx  -  ex'/'2  =rr  ;<(«  +  ,?x  -  xa)1/a  =  ;<(x  -  o.Xa,  -  x^»'2 

(aa  —  a,)y  a^  +•  a,ya 

=  r  (x  —  «i)y  -=  r  -jqiyi  ■>  u*   a2  —  x  =  O  —  »i)yJ,    alfo  *  =  -j-r.-^-- 

8         2(a,  —  a2)v 

Ferner  Yx- —^  ,  alfo  nach  211 

>         U  +  ya) 

x       (a-fox-cx')'2      x       J'to  — a,)y>' 

|-i      l  +  y2      2(at  —  aa)y      a_i               "2  2       ,, 

=  = J_£ — — — =- =  »        — =  —  .    arc(tau=v). 

y      r(a2-ai)y  (l  +  y2)2      >'  r(l  +  ya)  r 

Satz.     Die  Brüche    mit  Tiefen    verwandelt  man    in  Brüche  mit  291. 
Höhen  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  naoh  Satz  211, 
und  nimmt  dann  die  Integre. 

4.    Das    Integren    von    Brüchen    mit    beliebigen    Tiefen. 

Wenn  J       xm  -  '(a-|-bxn)q     zu    fuchen    ist,    wo    m,    n,    p   und  q    ganze 

Zahlen  und,  fo  kann  man  die  Tiefe  durch  Einführen  einer  neuen  Veränderlichen 

m  m        p 

entferne n.    wenn  entweder  —   »der  --  + —  eine  jranze  Zahl  ist. 

j  —  i  -p  m 

Satz.     Um   5      xm_  *(a  +  bx11)**  zu  finden,  wenn       eine  ganze  292. 
A  n 

Zahl  ist,  fetze  a  }  bxn  =  z«,  dann  ist 

—  i  p         *1       —  ni     i 

&     xm  - i  (a  +  bxn) V  ==  ~~~m  ä  ~  (Zn  —  a ) n  "  z«'  + (*  - 1 . 

nb*z 

i 

—   1       , 


mithin  ?  x  =  -J-z«-  i  — -       |         ,  alfo 

jn  —  l  1 

=        mS       (7.1  —  a) tt        zp  + 1  -  !. 
nb»z 

E.  Grassmann,  Folgelehre.  10 


—  1 


293—295.  Folgelehn-.  14<> 

29:].  Satz.     Um  ä     xm    !(a -}   bx»)q   zu  finden,  wenn         -f         eine 

A  n         q 

ganze  Zahl  ist,  fetze  ax    n  -f-  b  =  zq,  dann  ist 

p  »+i»         iP  +  q-i 

jjf     xm-1(a-i-bxnJ<i=  — q-an     «  -   «,"!>,;. 

n        fzq  —  b)u     fi 

i 

Beweis.     Da  ax     ,l  -}-  '>  =  zq  .ssoietzt  ist,  ib  ist.  x  =  I       '  -  -  1. 

A         z«"1 
und   äXr=  — qa»  L  ai|b 

z  n     (z*  —  b)n 

Ol      xm-  !(a   :-  hx*)*  —^      x       i       (ax-n  -f  b)q 

■'■      V*«-l»/  V        ,r  ,zq_b)T+7 

__q.an      ^d"1  ~     -m~    p       . 

n         z        (z<i  —  b)n      <J 

_..  .       m         .     m         p  «ii-i        ^i 

Wenn  weder  —  lioeb l-         eine    ganze  Zahl   «riebt,    fo     kann 

n  n     '    q 


man  nach  Satz  212  die  RUckleiluns  oder  Reduktion  verfuehen. 

294.  Satz. 

bnsp-  i 
m  m 


ä     xm"  1(a-}-bx»)8=X,M(a4-bxn)s— -n8^l"  V+n-  '(a-j-bx»)8"  \ 

He  weis.     Nach  212  ist,  da  ^(a -*■- bx»)  =  biix"  -  *  i*t 
|" "!(ii  i  bx'\)\x»'    1s=(a-i  bxn)8-m— |"1(|~lx,n-1)|(li --:-l«n)" 

x»l(  a  +  bxn)8      j-ih  ,    t       g     . 

--  -        !-  —8         xm(a  -f-  bx")      !bnxn-  * 

m  A       m 

--=Xm(*l    '    1>X»)S—  ^d-'xm-fn-  l(ft  ...     bxIlj»  "  \ 

rr»  '  »-»•»     -x 


m 

•  +  i 


295.           Satz,     ä ""  x-»  *(a  +  bx»)B  =  --  "f-  +--— } 

*  '                          bn(s   !   1) 

m         '  n      A  *                         -                  .            «-4-  1 

—  i.   ,     .    t-,r  X'M    n-1'a  +  bx»/+1. 
bnfs   t   l)x 


147  I>ie  Integren  zu  rlcn  I)iftglcichiing(»n.  29(>  —297. 

Beweis.     Naeb  294  ist,    wen»    man  das  letzte  Glied    allein    auf 
die  linke  »Seile  bringt, 

f-V+n-.fa  -}-  hx-r  ]  =X",(ai-1-  1,X",S-,"1- r  «x-  »(a  +  bx-r 
x  bns  bnsx 

und  letzen  wir  liier  m   für  m  -f-  n  und  s  für  s     -  1,  alfo  m  — n  für  m 

und   s  -j    1    für  s,"  fo  \>i 

-j--  i  ,        .    ,       s        xm"   n(a  4-  bxn)8+1 

x  bn(s  -\-  I ) 

—  .  --,     4    &       xm"  n-f(a  +  bxn)  ^   . 
bn(s  -j- •  l)x  n 

x'»(a  -}-  bx»)s  +  l 
am 


Satz.      S      xlu-J(a-:    bxn)5  =  '        -      -  ^°fi. 

x  am 

bfm  :  ns  -!  nl  j  -  i  «  « 

am  * 

B e  w eis.     Es  iM   g ~  1xm - *  (a  -j-  bxn / 

=  |~1xm-,(a  +  bxn)(a  -j-  bx»)8  "  1 

=  a|~1xm-1(a  +  bx")a~  *  +  b^""1xm  +  n-  *(a  +  bx»)*"1, 
andrerf'eits  int   naeb  294 

d_1x— «(.-•-  i«-,'=-^a:i:1?",'-,Tlx-+-'(a  +  i.x-)-1 

A  m  in  A 

8e«/Aii  wir  (liefe  beiden  Werte  gleieb  und  bringen  das  erste  Glied 

a§>       xm~  J(a  -j-  bx11)*         allein  auf  die  liuke  Seite,  alfo 

a£       xm     Ha  -*■-  bxnJ         = 
A  in 

Setzen  wir  nun  endlieb  s  für  s —  1,  alfo  s  ••-  1   filr  s,   fo  i>4 

rf-1  ,,     ,    ,       s       xm(a  +  bxn)s+1 

fl       xm    !fa  4-  bxn)   =  - 

*  am 


bf  in  -f  -  ns  - :  -  n )  j  -   i  .        .    .       s 

'  S       xm  m-   i(a+  bxn>  . 

am  A 

x  bfm  -f  nsj 

_afm-n),-ixm_ii_.1(a  ;  , 

b(m  4-  m)ä 

10* 


297. 


298—300.                                   Folgelehre.  14h 

Beweis.     Setzen    wir    m    für    m  -{-  n,    alfo    m  —  n  für    m  und 

bringen  das  letzte  Glied  in  296  allein  auf  die  linke  Seite,  fo  fotet  un- 
mittelbar der  Satz. 


Satz.     r^-'Ca  +  b,n)'==,m(a  +  bx',/ 
*  m  +  ns 

^~1xra-1(a   t-bxn)fl 


298. 

m  +  ns 

Beweis.     Setzen  wir  die  in  296  benutzte  identische  Formel 

|"  V-^a  +  bxn/  =  ajpV-Ma   !-  bxa)8"  ' 

+  bg~1xm  +  n-1(a  -f  bxn/~l 
und  entwickeln  wir  das  letzte  Glied  nach  Satz  295,  fo  erhalten    wir 
g-^m-ifa  _|_  bxn)a=  a£~lxm-i(a  -f-  bxn)B~  l 

,    ,  rxm(a  -f-  bxn)a         m  j  -  j  ,        ,    ,       s] 

und  wenn  wir  hier  das  'erste    und  das   letzte  Glied    in  ein  Glied     ver- 
einigen 

|- 'x-'fc  +  IW  -  X'n(a  +-bx-)8  -.-  -JÜÜLd-x-iC.  -  l«"|'  "  ' 
A  m  -j-  »s  m  -f-  nsA 

a  - 1  m  xra(a  4-  bxn  )s  +  * 

299.  Satz,     f     *-- »fa-i-te-y—    "lü".— Ij 

Beweis.  Setzen  wir  s  ftlr  s —  1,  alfo  s  -f  1  für  s,  und  bringen 
wir  das  letzte  Glied  in  298  allein  auf  die  linke  Seite,  fo  folgt  un- 
mittelbar der  Satz. 

Die  obigen  Formeln  gestatten*  nun  eine  Reihe  von  Rückleitungen.  Nach 
294  kann  man  m  vergrößern  und  gleichzeitig  s  vermindern,  nach  295  kann  man 
m  vermindern  und  gleichzeitig  d  vergrosern.  Nach  296  kann  man  m  vergrößern 
nach  297  kann  man  m  vermindern,  während  s  unverändert  bleibt;  endlich  nach 
299  kann  mau  s  vergrosern  und  nach  298  kann  man  s  vermindern,  während  m 
unverändert  bleibt. 

1).    Die    Integren    von    Stufen,    Logen,    von    Winkeln    und 

Bogenfolgen. 

I.    Die    Integren    von    Stufenfolgen    oder    von 

Expo  nentialgrö  sen. 

300  Satz.      SpVoe"^  —ä"1  -  f0y  *woy=eM. 

ay        y 


149  I>ie  Integren  zu  den  Diffgleichungcn.  301 304. 

1    V  1 

Beweis.     Wir    fetzen    eax  =  v,    alfo    x  =  -e-  äx  =  —  und 

a  y         ay 

wenden  nun  den  Satz  211  an  S    f0y  =  S     f0väx  =  S      — f0y. 

•        y       -  y  y       ay 

Einitre  Beispiele  werden  die  Anwendung  diefes  Satzes  zeigen. 

*-'     1        1i-i   \   x    x\-x  i      x    n 

►         I         y 
1 


*)    X      eax. 


(nach  268)         =  -  arc  (tan  =  C»*) 


2)  *"\1  +  eax)V^är1y(1  +  yy/'/     ***»    wirl  +  ya.»    alfo 

y  =  z'-l,  |y=^ 
_l§-i     1       1^       _2g~i      1  1      z-1 

~  a  z      *»  — 1"  z    ^z—  a  ■'-       z»  -  1  -  a"loz"  +  1 

fz  —  1  2 

^ez  -LI  -»'jZi   uach  11'^  un(^  ^  iöt' 

=  :-  le  -  ~  — n •  Da  z = (1+v)  /2^(l+eax )  /« ist. 

a     fl+e«)'»  +  l 
j i  YmARX         jn  j l 

Satz.     J      xineax  = §      xm"  V.  301. 

a  a 

d  —  i  e** 

. ....   , eax  = — ist, 

A  a 

d-i                      ^  —  i            A  —  i             a  —  i           xmeax      iu  J  - 1 
x      xmeax  =  x,nS      eax  —  g      inxra  -  l|t      eax  =        $     x™-1  eax. 

a  a ' 

Satz.  302. 

a         xiueax    *     eaxl xm-  1    i    _} l^m-  2 1    ( 1)»—^-  I 

*  La        a*  n        a*  ^ '       J  a^J 

.  ^.[S(-i)-5*--^=-" +-"«-] 

*  m  ganze  Pluszahl. 
Beweis.     Unmittelbar  aus  300. 

Satz,      ä       -eax  =  —  --  -^— -— +— — fl      ^eax.  303. 

r      xm  (m  — l)xm~l      m — lx       x1»-1 

Beweis.     Setzen  wir  in   301   —  m  statt  m  —  1,   alfo   —  m  -f-  1 

«statt  m,    und  bringen    das  letzte  Glied    allein    auf  die    linke  Seite,    fo 

folgt  unmittelbar  der  Satz. 


r      x  9a      o! 

_,      ,  1«  ,    1  (ax)»       1   (a»)« 
_ux-t-  1    jt8    1-2   t  8  j.j^t-' 


304. 


305.  Folgelehre«  150 

Beweis.     Nach  120  ist  ^eax  =  a*eax  und  dies  für  x  =  0  gleich  aÄ, 
mithin  ist  nach  101 

mithin  ist 

r'-r[-!-+T+£+i£» -'■•••] 

1     ax       1   a*x2      1    _a3x^  _  «J     tax)* 

=  leX  !    1  "  1        2  TT2"''3'  12. 3  +  JeX  +  »a ""     a!~" 

305.  Satz. 

d-1-1  ••"=-•"1"   «  -    *"'  --      1-1-   ^"--JT16" 

x    x,n  I     Ö  (m— l)(m--2).  .(m— a)xm"a  I     (m— l)!x       x 

Ll,m-1  J 

Beweis.      1.    Der  Satz  gilt   für  in  =  1.  denn  es  ist 
A-ii  a  -  i  eax 

2.  Wenn  der  Satz    für  m  gilt,    ib.  gilt  er  auch  für  m  -f  U     denn 
es  ist  nach  303 

Q, *ax . ! ä  .      ea* 

x      xm+i   e    —        ((n,    -L  1)  —  l)Xc«u  +  I3     '  ^    (m  -f   1)  —  1  *        Xra 

ii ud  nach  Annahme 

=  ~~  e<VX|  ((m  +  1)  -  :i)x(»  +  i)-i 


r  (in 


[ 

4-  1~7—  1   *  im    -l)(m  — 2).  .(m— ~a)xm~-Ä  I 

l.m      1  J 


a  a,r 


=  —  c* 


-  4 

1    (in  -f  1)     -  1  (m  —  l)!x         x 

Ä  ((m+l)-lK(m+l)-:2)^.(m+l)-(a+l)x^+»)-<*-rO  I 

a(ia+J)--   l  ,  ex 

T((m'r  l)^l)!x        x 
Der  Satz  gilt    alfo    auch    für  m  -'-■  1,    wo  a    von    0    bis  ni —  1,    allo 
a  +  1   von   1   bis  (in  -\-  1)  —  1    genommen  wird.    d.  h.    der  Satz  gih 
allgemein. 

Wenn  andere  Folgen  von  x  in  Verbindung  mit  eax  gegebeil  find,  f»>  kami 
man  die  obigen  SäUe  benutzen,  um  fie  auf  die  einfachste  Form  zu  bringen  und 
dann  die  Folge  in  eine  unendliche  Reihe  entwickeln.  Oder  man  verflicht  da.-? 
teilweife  Integren 


toi  I>io  Integren  zu  den  DitTglcicluingeu.  '.]()(] — -309. 

Satz.      ä~1eaxf0x=    -eaxfoX—  1-&~le**Üt*.  306. 

x  a  a  x  x 

He  weis.     Unmittelbar  nach  212. 

2.    Die    Integren    von    Logfolgen    oder    Logarit liini.selien 

Diffen. 

Satz,      f     Volex   *    ~     e>f0y  *woU  =  y.  307. 

Beweis«.      Wir  letzen  lex  =  y,  dann  ist   x  =  cy,  ^x  =  e>,      allb 

Nach  diefem  vSatze    kann  man    die  Gleichungen  integern,    welche    nur 
Folgen  von  lex  enthalten. 

Satz.  308. 

£  "  l( Lx)m    *   x|_S  (—  l)*m(m  —  1) .  -  .  (m  -  «t  —  l))(lex)m    *  | 

*  wo  m  ganze  Piaszahl. 
Beweis. 

^     1(lcX)m'=*      e>ym  nach  307,  wo  Jex  =  y 

=  e> "ly"1  —  uiym     x   j-  in(m  —  l)ym-  2 f  ( —  l)mm!|     ■ 

(nach  302 j 
=  eHBC—  l)am(m  —  1)-  - . (m  —  «i  —  1  ).)ym     aJ 
=  x[S(—  l)am(m  -  1).  •  .(in  -  (a  —  l)Xlex)m-aJ. 

1  *   _,,,-.   ,     *   leX   .     *    <leX)"2   ,     *    ^x)3    ,  ,n0 

2         3ll.3:"  d,K- 


Satz.     |      U-UtaH  -,    v+2     r 


1    (leX> 


=  le(loXJ  +  yfl --flT   . 

1, 

Beweis.      9-       .--.*    „       t,y  nach  307.   wo  lex  =  v 

A       lex        >  y 

-lv4-    l      -V    -I       '      >'*  4-    [      -V34- 


1     v* 


=  ley  -I-  S—  ■*-]  (nach  304) 

öa      a! 


i, 


1      lex      ,      1      UeX^     , 
=  lc|IcX)     r     f    -T      T-j'-gj"     -! 


310—314.  Folgelehrc.  152. 

310.  Satz. 

*  (lex)»1  I     0  (m  —  1)  (m  —  2) . . .  (m  -  a)  (Ux)m  - fl  I 

Li.-n-i  J 

T(m  —  1)!*       lex 
Beweis. 

*  '  (UxT  -  y  ~  '^  y-  nadl  307'  w0  leX  =  >" 

Ä_c*r «  -- -  i 

I     0  (m  _.  i)(m  _  2)  •  •  .(m  —  a)ym-«  I 

Ll,m-1  J 

1        d-1e> 
^(mlT-ijiy      7  (nach  305, 

tÄ  (m— "l')(in  —  2).'.'.(m  -  a)(ldx)»-«  I 
l.m-l  J 

,    _J <r*  1 

^"(in  —  1)!*  lex" 

311.  Satz,     ^"'»"f.flex),*  ^~  ef/'  +  '^f«y  4woU  =  y. 

Beweis.     Wir  [v'-/.nn  l,x  =  y.  alfo  x  =  e^,  =x  =  ey,     daun     ist 
nach  211 

g~ '  x''f.(lcx)  =  *  "  1o.">(f„y)e>  =  J  ~  V+  '^f.y. 

j  —  i   1  f  Lxi1"  +  1 

312.  Satz.      S  (lex)*»  -*      -  ,,  *  wo  m  >  —  L 

x        x        J  m  -f  1  ^ 

A-i    1  d_1  vIn+l  fleXVu  +  1 

Beweis.      g       —  tlcx)-»  =  J      y»  =  '-  ,     .  =  -— .-<-. 
x        x  .V  m  4-  1         m  -f  1 


313. 


i-i     1 


Satz,     ä  --    =UlcX). 

X  X-leX 


'    '    =ä-"=l.v  =  U 


Beweis.       &         -         =  *  =  leV  =  le(leX). 

x        x-lcx       3        v 


314.  Satz. 

*  i./t  + 1     o» -i- 1)' 


,   m(m--l)tlex)m-* 


+  (- 


m!        1 

l)m fL I 


_  .„  4-  .r  0  m(m  -  *)  •  •  •  (m  -  «» -  l))(la)— 1 
-x     |  ö  ~7/*7-"i7+r      ~        J 


153  Die  Integren  zu  den  Diffgleichungen.  315 — 316. 

Beweis.     £~    x"(lex)m 
=  d      tfi  +  1}yym  |md  imch  295 

=  e^+i)y|-}-  _  m-v"  -     m(m~  1)yM"2_      i  C—  l)m-mri 

I  M  -{■  1  (/*  +   D2   1 '         (|U  +  1)3  *  '  '  +  (p  +  1)"+»J 

=  *"+  T tl^m_m(1«x>m~_1  ,  m^m  —  l)(U)m-a_  f — l)m -mfl 

L^  +  1       (fi  +  ly  +     ~  ~(>  +  1)3  '  '  *  +  Qi+lyn-tj 

In  allea  Fällen,  wo  nicht  reine  Folgen  von  leX  gegeben  find,  muss  die 
gegebene  Folge    in  eine  Reihe    entwickelt   und  dann   integert    werden,    fo  felbst 

schon  bei  der  einfachen  Folge  £  -\  le(l  -f-  x)  musa  le(l-|-x)  in  eine  Reihe 
entwickelt  werden,  um  integert  zu  werden. 

3.    Die    Integren    von    Winkelfolgen    oder    von 
goniometrischen    Funktionen. 

Wir  betrachten  hier  zuerst  die  Gleichungen,  in  denen  nur  Winkelfolgen 
einer  Veränderlichen  vorkommen.  Um  diefe  leicht  behandeln  zu  können,  fahrt 
man  die  verschiedenen  Winkelfolgen  auf  eine  einzige  Winkelfolge  zurück  und 
zwar  entweder  auf  sinx,  oder  auf  cosx,  oder  auf  tanx,  oder  auf  tau1^** 

a.    Zurückführung    aller    Winkelfolgen    auf   sinx. 

1/  sinx 

Bekanntlich  ist  cosx  =  (1  —  (sinx)2)  '\  tanx  = n~; 

(1  —  (sinx)')  /a 

ftlhrt  man^in  dieler  Weife  alle  Folgen  auf  sinx  zurück,  fo  hat  mau 
nur  noch  \  fcinx  zu  behandeln,  wobei  stets  vorausgefetzt  werden 
foll,  dass  x  zwischen  —  n  und   ---  n  enthalten,  allb  echt  fei. 

a  — i  a — i     ^°y 

Satz.     S     fosinx^a     tt  *  wo  sinx  =  y.  315. 

*  y     (i  —  y2)'"2 

Beweis.     Nach  211   ist 


|     1f0sinx  =  |     ,f*"=(J      ^^ 


==  S      —  -|-/  ;    da  x  =  arefsiu  =-=  v).    alfo 

,  1 

Sx=  —  ■     -ii  (nach   120). 

y  (l_y«)/2 

Satz,     f     seoxssktanC1^-1-  V/sX).  316. 
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Beweis. 

r^x  =  | "'-  l      w  =i"1      --  — r-ä"1     j 

( 1  —  (»inx)*) /a  ( 1  —  y2) /2         v       1  —  y* 

,,  ,  l-|-y       ,.  ,  1  -1-  «n x 

1  —  y  1  —  smx 

j    1  4-  v  2 

da  Sle-     -  "   =-       -  nach   112  und  94  und 


1—  y         1— y  = 

da -.  -  -  =  0aulI;.17r  +  l  2x))2    nach  Zalileiilolire  485  ist. 

1  —  smx  '  ' 

l7,  Satz,      ä      cosecx  =  lctan,'.x. 

Beweis. 

rWeox^l1.1    «J^Ud    '  '     -,.    =  -  le1  +  0-WJ 

x     siiix      x      y        y      v(l_v2)/'i  v      - 

1  +  coöx  sinx  . 

=  —     le  .       =  le  •.— =  lo  tail  'IjX 

smx  1  -f-  c-osx 

(nach  Zahlenlehre  472). 

'*18*  Satz.     ^      (sinx)P(ooix)<i 

(sinx)P  *-  ^cosx)^  -  x       q  -  1j     i    . 
(1)  =   -  ;--    ••--       }    4   ,  TS      (sinx)P  +  a(cosxyi-a 

p  4-  l  p  -:    i* 

0  (Ünxjp  ~  1(cosx)<»+ 1       p  —  1-a  -  i      . 

q  -!    l  q  -,-  l* 

(sinxii'  +  'CcoßX)^  '  l       p  -i  q  4-  2^     i     . 

(3)  =  -„"Vi  {        n  -TT     *      (8inx)P-a(cosx^ 

(sinx^- J(co8x)f«  +  1       p__  i,     , 

(4)  =  — -   - ■—        -  " 3       (smx)»'*  \cosx)<i 

PI   q  P  J  q* 

(.>)  = 4-  >.        a      (sinxj^cosx)^    2 

p  4   q  P4qx 

(sinxjp  +  Hcosx)1»  T*1       P  +  q  4-2^-i     . 

q  -j-  1  q  4*  1 


Beweis.      Wir    feizen    sinx  =  y,    dann    i>t    eosx  =  (1  -—  y2)  '\ 

x  =  arc(sin  =  y)     ^x  _    aifo    d v  _  (l  _  ^j^ 

v  (i  _  y2)'^  x* 

$  '  1(sinx)P.(eo>x)li=^      \H  I  -  y»;        ^  x  _  ä      yP(1  _  y2)'/a(q  ~  ,J. 

Setzen  wir  alfo  in  —  l==p  oder  m  =  p  +  K  a=l,  b=—  1,  n  =  2, 
s  =  q  —  1,  fo  foljrt   nach  Satz  29H 
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§>~    (sin  xy  (cos  x) 

P  + 


.r+1  p  +  lv     }       l        * 


"l»"+"l  P  J "  ! 

=  (sinx)»'  <"  Hcosx)!     !  ■;■  -1  ™  |"    (sinx)«,  +  3(cobx)<i     % 

P    »'  *■ 

alfo  i*:ilt  die  Formel  (1)  des  Satzes. 

Ebenlb  folgt  die  Formel  (2j  nach  295,  die  Formel  (3)  nach  Satz. 
296,  die  Formel  (4)  nach  Salz  297,  die  Formel  (5)  nach  Salz  298 
und  die  Formel  (<>)  nach  Satz  299. 


Satz.      S      (8inx)PJLoosx)'i  (.1)319. 


,    _loo«)fl+1r  ,,   o(p-lKp    3)...(p(-l-2a)i[sinx)p-1-^-l 

P  +  q""|  "   Ä   (P+q:  2j(p+q-4). .  .fp  +  q"-2ft) 

L  o,*,(p-i)  J 

*  wo  p  ungerade. 

(oosxj^f  C(p-l)(p-3).  •  .(p+l-2aKsinx)i-  i-** 

-  ~     P"r V    t8mX)      +»(P  +  q-2)(P  +  q-4)...(p  +  q-2a)    li) 

L  ü,*  ap  -  1 

lx      (cosx)^     I  « 

-4)..."(q-r2j 


.:     (P— _1)(P -•)•;_:•  "1^     tC08X,q  |              *  wo  p  gerade. 
(P  +  q  — 2j(p  +  q 

Beweis.      Unmittelbar,   wenn  man  318  (4)    wiederholt,  anwendet. 

Satz.      £~  (sinx)P(cosx)'i  (1)320. 


(.8inx)P+ip  i  .     o  (q—  l)iq— Sj-.-cq-hl — 2aKcosx_)<i   »   *-| 

Prq   rC°8X)  ^    &        (p+q--2)(p+q-4j...'(prq^2a) 

L  0,»2(q-l)                                                                                                     J 

*  wo  q  ungerade. 

(Binx)»' '  xr .        . .  ,  ,   fl  (q-l)(q~  3) .  •  .<q-H-2a)(co8x/i  x~  **      0 

p       q      (C08XJ.  +N(p-+q^2)(p  +  q-4)...(p+q-2a)       (2) 

L  0,i  aq    - 


ü,iaq    -1 

-   1 


,] 


-u    (q  —  l)(q  —  3)->  -3- lx     (sinx)p 
(P~+  q  —  2)(p  -f  q  - -"-" 4)  ■  .   (p  +  2l 
*  wo  q  gerade. 
Beweis.     Unmittelbar,  wenn  man  318  (5)   wiederholt   anwendet. 

Ebenlb  ergeben  lieh  die  Formeln  ftir  g      (sinx)»,^eex)ri    aus    318  (t>) 
nnd   für  Q      (eosecx)P(eosx)li   ans  318  (3). 
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321.  (1)    Satz.   Jp'oinx)1' 

*  _008H"r.inx ip-14-  6  (p-lXp-Sj-^jfp+l^^lsiax)«-!-»--! 
"p   |l       }  *  "   '      (p-2)(p-4).".:fp-2a) 

L  o,'  ,(p  - 1)  J 

*  wo  p  ungerade. 

P  Ä  (p-2j(p-4)...(p-2a) 

L  o,«  2P  -  i 

i  Cp~l)(P   -3)-..3.1.x-i     . 
+  t-~    «TT ~A  ~     -i-Ä-  I        wo  p  gerade. 

Beweis.     Unmittelbar  aus    319,    wenn    man    q  =  0  letzt,    deun 
dann    ist    (cosx)^  =  (cosx)°  =  1    und    (cosx)*"*"1  =  (cosx)1  =  cosx, 

und  im  letzten  Gliede  für  gerades  p  £    (co*x)i  =£     (cosx)°= jf     1  =  x. 

322.  (1)    Satz.     g'WxYi 

^  si^rrcogx)q-i+      D     (H(q-»)' '  ■(q+l-2tt)(co>x)<i-i-^-1 
q      l  0  (q-2j(q-4)...(q-2a) 

L  0,«2(q-l)  J 

*  wo  q  ungerade. 

(2)  *  ™?r(C08X),-tf  c  rt-,i)ftL-»)-:-.(i±izg«xwi^-'-r' 

U      ■     q      l  ö  (q-2Xq-4)--.(q-2a) 

I_  u,",q  -  1 

,  (q-l)(q-3)-.31x-l 
+  (q^2Xq-47.  •  X  2~  J  W°  *  ««* 

Beweis.     Unmittelbar    aus    320,    wenn    man  p=Ü   fetzt,    denn 
dann  ist  (sinx)P  =  (sinx)0  =  1,    (sin  x)P+ '  =  (sinx)1  =  sinx    und  im 

letzten  Gliede   ftlr   gerades    q     g      (s>inx)P=£      (sinx)°=$     l=x. 

323.  (i)    gatz.     |~  '(Binxp 

( —  1)' Wp  +^|  oospx _     «osjCp  — 2)x     p(p— 1)  co«(p  —  4)x 
~        2p     '       I     p  P'      p-2      +     1-2  p-4 

:   ^DV/P-^.p"/^-^0»]  «  wo  p  „nge^de. 

,o^    .  (— ly^rnnpx  sin(p  -  2)x     p(p  —  1)  sin(p  —  4x) 

(2)  -=  "2P— -L-J— P-  p_^2      +  "1.2 p^4 

4-  (-ly/.p- v'/.p-'«1^  +  (_iy/.v'/»'f  ] 

*  wo  p  gerade, 
oder 


157  Nie  Integren  zu  den  DilTglciehungcn.  324 — 325 

.(-D'/^  +  'V    c  „ap**co.(p-2a): 


Lo,nrfp-i)  J 


CD 


*  wo  p  ungerade. 

(—  l),/aPl 


2» 


Lo,*  jp  —  1 

+  (—  l)1/»  V'/a'' .  *_  |  «  wo  p  gerade. 

Beweis.     Nach  Zahlenlehre  514  ist  unmittelbar    filr  ungerade«  p 

£      (sin  x)P  = 2f=T  -  '  £      [sinpx  —  p  •  sin(p  —  2)x 

+  pi5.~1?rin(p  -  4)x-  •  ■  +(-  l)'/^-'>p"AfP-» .  sinxl 

1  ■  4t  J 

_  (_  1)'/i(p  +  "rcospx  __      cos(p  —  2)x 
2^_T       l—  P'      ,,_2 " 

-;-  rfe.^  «"CP^4*  -•+(- 1  )'//P-'>p"//P-»  .osx'l 

und  ebenlb  der  Satz  (Ur  gerades  p. 

Satz.  324. 

*      l        J   "=  8p-»L    p         P     p  -2  1-2  p-4 


oder 

x1      (co»x)P*   2-_ 


+  p*'/»(p    1} .  sinxj  *  wo  p  ungerade. 

1_  runpz  L   »in(p  —  2)x     p(p— 1)  Bin(p— 4)x 
r~'L    p     "   P      p-2      "^     12  p— 4 

+  P*'^-,8i|2X  (   p-'^f]  *  wo  p  gerade, 

S    p'a  ^P£r2a^X_|         *  wo  P  uneel*de- 
-o,«;,(p-n  J 


_1_ 


s  »••■*to^,,+'""'il 

,p  —  1  J 


*  wo  p  gerade. 

Beweis.     Aus  Zahlenlehre  513  ganz  wie  der  Beweis  zu  323. 

Satz.  325. 

O,1  jfp  -  3) 

*  wo  p  ungerade. 

0,1'ip-l 
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Beweis.     Der  Satz    folgt    unmittelbar    aus    318  (2),    wenn    man 

(sinx\p~1  —  2a 
cosx/ 
=  (tanx)p_1~2a  ist.     Bei    ungeradem  p  wird    dann    das    letzte  Glied 

—  (_  DVaPd"1^?  —■(—  ij'/ii»  '  Mecosx.     Bei  geradem  i>  wird  das 
A        cosx  l  ' 

letzte  Glied  =~  (-  D'/.Pd-^."0^0  =  f_.  ^i-d -lj=f._  |)«/,p  .x. 

x       \cosx/  x 

I).    Zurückführung    aller    Winkel  folgen    auf    cosx. 

Da   sinx  =  (1  —  (cosx)2V2   und  tanx  =       ~if2^L?_    ist      fu 

cosx 

ist  die  Zurückführung  aller  Winkelfolgen  auf  cosx  leicht,  und  hat   man 

nur  noch  £      f0cosx  zu  behandeln,    wobei  stets    vorausgefetzt    werden 

ibll,  das«  x  zwischen  — -  n  und  n  und  alfo  echt  ist. 

j  —  i                       *  —  i       f©y 
326.  Satz,      h     f0co8x   *    — 9. ,,  *  wo  oosx  =  y. 

X  Y       (1—  y>)'a 

Beweis.     Nach  211  ist 

,  1 

da  x  =  arcfcos  =  y),  alfo  Sx  = —  -    ,,  (nach   129). 

y  (1_V2)^ 

Die.  Zurückführung  ist  daher  von  der  auf  sin.v  fo   wenig  verschieden,    clnss 
eine  weitere  Behandlung  dcrfellu-n  nicht  erforderlich  erscheint. 

c.    Die    Zurückführung    aller    Winkelfolgen    auf   tanx. 

sinx      _„  ,        1  —  (cosx)- 

Bekanutlich   ist  tanx=       — ,  allo  (lanx)i  =      ,  -      .     mithin 

cosx  (cosx)2 

(c,osx)2(l   f  (1anx)2)  =  1   oder  cosx2  =  -    -         und 

J  v      '  '  1  +  (tanx)2 

(tanx)  A1P  .     L 

fsmx)2  — (tanx)2 -(cosx)2  ==-4  •  .       - --  ,.      Alfo  wenn    wir  tanx  =  v 

1   |-  (tanx)2 

1  v2 

fetzen   (cosx)2  =  -     ,    ---.  (sinx)-  =      '        .  x  =  arc(tan=  v),  mithin 
1  +  y-  1  -    y2 

äx==        -  (nach   VW). 

}         1  f  y2 

Mau  kann  alfo  Alles  auf  die  Forin  J^frtanx  zurückfuhren. 


159  l*'c  Intejrrcii  zu  den  Diff^lcichunjrcn.  327 — 331. 

Satz.      SpVotanx    *    *      ,  °-.;  *  wo  tanx  =  y.  327. 

Beweis.     Nach  211  ist 


Dicfe  Zuriickfilhrung  bat  den  Vorteil.  dasa  wenn  fotanx  keine  Tiefen  enthält, 
auch  g  fotanx  keine  Tiefen  enthält.  Wir  entwickeln  hiernach  die  folgenden 
leichten  SäUe. 

Satz.     &       -   —    --     T-r^-.      xo  =   tWc|  tan  =  —  tanx).  328. 

*      a2(cosx)2  -f  b2(smx)2       ab      \  a         / 

KeweN      3'1  -      1-        —  =  4""* - 

""     x      a-'(cosx)2  -f  b?(siux)2      x      (a2+b2(tanx)2X<'0sx)-J 

Setzen    wir    nun  tanx  =  y.    fo  haben  wir    nach    327    und    den  Vor- 
bemerkungen 

d-1--   ...  -1    =  d"1  1t^äx  =  d-1     -1 

x      a-(cosx)2  -|-  b^sinx)2       y       a*  -^  bay*y  y      a2  -f  b2y2 


=    ,  arcl  tan  =  —  v  I  (nach  247) 

ab      \  a  "  / 

=  Q-tanx). 


— -  arc  tan  ; 
ab 


,_1  (COSX)2  (cogx)sinx 

*      la2(cosx)2  +  b2(sinx)2]'i  —  2a2[a2(cosxM  +  b2(sinx)2|  '    " 


1        /  btanx\ 

—  Larcl  tan  =  * 

!a8b      \ 


-*-  «— otiarc\  tan  =  i. 

•    2a8b      \  a     / 

Beweis.    Nach  327  und  den  Vorbemerkungen  und  nach  denifelben 
Verfahren  wie  in  Hatz  3 '28. 

Satz.  330. 

,  _i  (sinx)2  (co8x)sinx 

*      |a2(co8x)^+  b2(sinx)2f  2b2[a-'(cosx)2  +  b '(sinx)2) 

1         /  btanxv 

-l-  rt  ,-0arc(  tan  = |. 

2ab3      V  a      / 

Beweis.     Ganz  entsprechend  wie  zu  Satz  321). 

Satz,   d"1   -         -    -1 .  =         (b2  -  a:^C08X>inLx_        331. 

*     la2(cosxV  •  b*(8inxpJ'       2a2b*[a2(cosx)2  +  b2(sinx)2] 

,    b2   J   a2      /  btanx\ 

+    2a^arC(tan=       a") 
Beweis.      Unmittelbar    durch   Addition    oder    Zuftlsunu:    von  329 
und  330. 


332—333.  Folgelehre.  ItfO 

d.    Die    Zurückftihrung    der    Winkelfolgeu    auf   tan1^. 

Setzen  wir  tanV^x^t,  fo  haben  wir  nach  Zahlenlehre  471 

2t  ' 

lanx  =  —  -—  und  nach  der  Einleitung  zu  c  vor  N.  327 

,  .     ..  (tanx)2  (2t)2  2t 

(8inx)«=^--~^-= —--—-,  alfo  smx  =  — —    und 
1  +  (tanx)2       tl  +  t*y  l  -f  f2 

siux       1  —  t2  A  2 

C08X  =  tä^==M-t"  ,.»*  =  ««'«'=o.  ?x=r+tv 

332.  Satz.     |~ 'Rtan'fjx .  * .  d~  Vfct)  .  -?—  *  wo  tau »/«x  =  t. 

X  1  — f—  t 

Beweis.     Da  tanl/2x  =  t  ist,    fo  ist  '/ax  =  arc(tan=  t),    mithin 

a  2 

nach   130  Sx  =     "T.—^  alfo  ist,  wenn  wir  t  =  tanll2x  einfahren 

r'Fotam/.x  =  g~  l»  =  ä-^Rläx)  =  ä"1^-. 

333.  Satz,      ä"1 1 

*      acosx  +  bsinx  -f  c 

_    8                   /            b  +  (c  —  a)tan\/2xv 
-*=;   "  ~i7;arcltan==  ~        1,  —  I 

(C2_a2_b2)/2         ^  (0l_ft»_b2)/l     / 

*  wo  a2  +  b2  <  c2 
2 

*  —  kJ  TT    — ^— TT-  *  wo  a2  +  b2  =  c2 

b  +  (c  —  a)tan1/2X 

* __*_ 2  P_(*i+  b2  —  c2)V2  +  b  +  fo  —  a)taa'/2x  "] 

(a2  +  b2  -  c2)Va    L(a2  i-  b2  —  c^)1/a  —  (b  +  (c  —  a)tan»;2x)J 

*  wo  a2  +  b2  >  c2  und  (a2  +  b2  —  c2)''2  >  b   (   (o  —  a)tan*  2x 
1 Tb_+  (c  —  a)tan*/2x  +  (a2  +  b*  — _c2V/al 

~  (a2  +  b2  —  &*)12  "Lb  +  fo  —  a)tan«/£x  —  (a2  -|-  b2  —  c2)l/lJ 

*  wo  a2  +  b2  >  c*  und  (a2  +  b2  —  c2),/u  <  b  +  (c  —  ajtan^x. 
Beweis.     Wenn  wir  tan1j2x  =  t    fetzen,    fo   ist    nach    den  Vor- 
bemerkungen vor  332 

cT1 1 =  d-1._     _.     _i.    

x      acosx  -f  bsinx  -f-  o        t      c  +  a  +  2bt  +  (c  —  vl)\? 

ulfo  nach  273,  wenn  wir  hier  l!i(v  -j-  a)  dir  a  und  lj*(c —  a)  für  c  fetzou 

2  /  b  +  fo  —  a)t    v 

.  *, — iTarcItan  = ~*r\    *  wo  a*  +  1>*  <  °3 

"  (e*  _  a2  -  b2)  /i      \  (c2  -  a2  -  b2)  l2f 

2 

*  — %  -      --  *  wo  a2  -}-  b2  =  e- 

b  +  (c  -  a)t 
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^  _  1  t   1 J  (a*  +  b2~  c»)l/a-fb  +  (c  —  a)t1 

(a*  -f  b*  —  c2)Va  6L(a*  +  b'  —  c2)'/a  —  (b  +  (c  —  a)t) J 

*  wo  a2  +  b2  >  c2   und  (a2  -f  b8  —  c2/'2  >  b  +  (c  —  a)t 

_^_  _         \ -i  fb  +  (c  —  a^  +  &  +  b2  —  c2)Va1 

(*  +  b2  —  c-)Va  Tb  f  (c  -  a)t  -  (a2  -»-  b*  —  cOVaJ 

*  wo  a*  +  b2  >  c2  und  (a2  +  b2  —  c2)1/a  <  b  -f-  (c  —  a)t 

und    wenn    wir    hier    tan1/2x  =  t    fetzen,    die    Formeln    des    Satzes. 

Wenn  a  =  c  ist*    fo  kann  man  die  Formeln  333  nicht  anwenden,    dann  gilt 
der  folgende  Satz. 

Satz,     i'1 — *-. --  *.  ä"1 -1- 334. 

*      acosx  +  bsinx  +  c        x      a(l  -f  cosx)  +  bsinx 

=  — le(a  +  btanl/2x)  *  wo  a  =  c. 

Beweis.     Da  a  =  c,    fo  haben  wir  die  zweite  Formel  und  diefe 
wird  nach  Zahlenlehre  472 

d-» i ==d-1 * 

*      a(l  -f  cosx)  -f-  bsinx       *      (a  +  btan1  2x)(i  -)-  cosx) 

=  d *        .  ^x==ä-l_^2    äx  =  d    1 


Yi..1_-_L2\ 
V      i  +  t*/ 


tCa  +  bt)/^    t    1  —  t2\  t  t(a-{-bt).2t  t  a  +  bt 


=  —\.(*  +  bt)  =  --(a  +  btan  Vi  x). 

Wir  betrachten  mm  demnächst  die  Gleichungen,  in  denen  auspr  den  Winkel- 
folgen der  Veränderlichen  auch  andere  Folgen  der  Veränderlichen  vorkommen 
und  zwar  zunächst  Höhen  der  Veränderlichen  und  demnächst  auch  Stufenfolgen 
der  Veränderlichen. 

e.    Gleichungen    mit    xn    und    sinx    bez.    cosx. 

Satz.      £     xnsinax=  335. 

xncosax   ,    nxn-  ^inax      n(n  —  1)  j  -  i  n    _  . 

- ——±  S     xn  -  28in  ax. 

a  a2  a2       * 

Beweis.     Nach  Satz  212  und  nach  201  ist 
i-i      .  xncosax   ,     n  j  -i 


j-i      .  x"cosax    ,     n  j -i 

$      xnsinax  = h  —  £      x 

«.  a 

n    xn-1sinax        n(u  —  Ufl""1 

o     "  u  """""  ai  X 


xncosax        n    xn-1sinax        n(u  —  1). 

I — U      xn~  *sm  ax. 


a  a  a  a- 

B.  GraMtnano,  Folgel«hre.  ll 
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336.  Satz,      f 


—  i 

xnainax 


337. 


xDcosax       n  n(n  —  1) 

_ _4_  -  .xn-1sinax — xn-acosax 

a  a*  a3 

,    n(n  —  l)(n  —  2)  n    3  . 

+  -— -xn-8amax 

a4 

xn            ,   ßn(n  —  l)--.(n  -  2a)  n    ,    _. 
=  --cosax  -{   $ -,— % x'-i-^inax 

Sn(n  —  1)-  -  •  (n  —  2a  —  1)  n    a    ftfl 
-- -.-v-. -yxn-a-2acosax. 
tfa  +  3 

Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  335. 

j-isinax  sinax  acosax 

öaiz-      %         xn    —       (n-l)!0-1       (n  —  l)(n-2)xn-* 
a2  j-isinax 


in  —  l)(n 

Beweis.     Unmittelbar    nach  Satz  335,    wenn  man  — n  +  2  filr 

u  letzt   und  das  letzte  Glied  allein  auf  die  linke  Seite  stellt. 

m    A         j-isinax 
338.  Satz.     £         - 

„  ,  ,  a2aßinax 

Ö     l  (n  —  l)(n  —  2)---(n  —  1  —  2a)x°-  *-*« 

0,«  2n  -  -l 

~  !  a     i  a2a4_1co8ax 

+     ^    (— l)aT    (n_ixn-."2).:.(n— ~ 2-2a)xn~a- 


i  —  %  —  *a 


33tf. 


O,1  2n  —  a 

i/an  an~2  _   <}-i8inax 

+  (—  X)      (n'— lXn-^ST-  •  •  4 •  3 - 2~1  *      "  x 

*  wo  n  gerade 

41  4_i  aaasinax 

■■"■"      0     t—  1)ö       (n  —  lün  —  2)  •  ■ "  i(n  —  1  —  2a)xn-1_-** 

«>,».,(  II—  3) 

J  a2a-Hcosax 

S     y       ]        (n  —  l)(n  —  2).  •  .(n  —  2  —  2a)x* -*-* 

■    r_iV>(nl) — "- d-icosax 

":"1       J  (n  — l)(n  — 2).--B-8.1*  x 

*  wo  xi  ungerade. 
Beweis.     Unmittelbar  aus  337. 

j-i8inax_  1     ax        1      aV     ,     1^       a5**     

Satz.      $         x""— Tl         8  'l-2"8+  6  '1-2-.-8 

y  —  l)a  a^  +  V.*4"1 


—  *2a  +  1 


+  1     (2a +  1)! 
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Sa2a  +  ix2«  +  l 
( — l)a-^ —-,     mithin    ist 
(2a  +  1) ! 

1         x     —  öl       J(2a  +  1)!*  —  «2a+  1    (2a+ 1)!' 

«   .         ;i -icosax      ,  ,,  a-x2  a*x* 

Satz.     |      _«!«_.,,._+.,,___...  340. 

1, 

Saaax2a 
( —  1  )a  -TT ,     mithin    ist 
J  (2a)!' 


icosax       ,»-il    ffl^y    ala   J-' 
i, 

'2ä"iäo)!' 


x    '   öv        '  (2c)! 

1, 


Satz.      £      xQcosax  341. 

xnsinax      nxn-1cosax      n(n  —  1) 


L 

a 


a*       r 


Beweis.     Ganz  wie  335. 

Satz.  342# 

n(n  — !)•  •  -(n  —  2a)xn-1-*öcosax 


|     Vcosax  ==  X-sinax  -f  $(—  l)ft 


+s 


a  '   ^       J  a2*+a 

(—  l)an(n  —  1) ...  (n  —  2a  —  l)xn -  %~ *a sinax 


Beweis.     Unmittelbar  aus  336. 

a-  icosax cosax  a  sinax 

a  z"     t         ~ü  [n  ^Ti)xn--  i  "t-  (n  _l_i7(n  _~2)x" '-"»       343- 


a2  j-icosa 

~  (n  —  lKn  —  2)  *      x*^ 


-icosax 


Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  342,  wenn  man  —  u  +  2  für  n 
fetzt  und  das  letzte  Glied  allein  auf  die  linke  Seite  fetzt. 

«   A        a-  icosax 

Sftt*      2      "i—  344. 


-*   S  <-v+l(v 


a*acosax 


l)(n  —  21  •  •  .(n  —  1  -  2a)xn    x -  aa 

11* 
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r—  iy — —     ~ 

1       '  (n  — l)(n^-2)...(n  — 2  — 2a)xn-2-*» 

i  /««               an  —  a  ^  —  i  cos  ax 

-l  (_i)  /«» !L .  g     ^iir1:       *  wo  n  gerade. 

^l       j      (n-l)(n  — 2).--2-l*         x  * 

S,      «  a-l  .  a*acosax 

v  (n  — l)(n  — 2)..-(u^-  1  -  2ajxn-1-»« 

+     !S     (n  ^-  l)fn^-  2T '•  •  (n  -~2~—  2a)xn  -  *  -  ** 

0,»'2(n-5) 

"^  (       '  (n  —  l)(n-2)... 8-2-1*         x 

*  wo  n  ungerade. 

Bewein.     Unmittelbar  aus  343. 

j  - 1       .  ,          eax(asinbx  —  b  •  cosbx) 
345.  (1)     Satz.     £      eaxsmbx  = — -     b2 

d-i          .         eax(a  •  cosbx  f  bsinbx) 
(2)  g      e«cosbx=  -—— . 

Beweis.     Nach  Satz  212  ist 

a-i       .i  eaxcosbx    .     a   j  - 1  mir        .  ,  .  . 

8      eaxsmbx  = , hrf      eax- cosbx    und  ist 

A  b  b 

ä  - *  «„       .  eaxsinbx  .     a    j     i    v    .   .  ir    .  .  .     ,. 

S      eaxcosbx  = S      eax-sinhx.    alfo  ist,    wenn   wir  die 

x  b  b   A 

Glieder  mit    ^      eaxsinbx  allein  auf  die  linke  Seite  schaffen, 

j  -i  ,      a2  4-  b2       eax(asinbx  —  bcosbx) 

g      c^mbx-    •£-=-  -    p .--     -, 

,    ,     a—  i       .    ,  (asinbx  —  bcosbx)  ,    ,      P  •     j- 

d.  b.  S      eaxsmbx  =  eftx--     ------      -.  und  ebenro,  wenn  wir  die 

*  a2  +  b2 

Glieder  mit   ä      eaxcosbx  allein  auf  die  linke  Seite  schaffen, 


x^ 


eax(a cosbx  -f-  bsinbx) 


d-i  e~uicosDx 

ä      eaxcosbx  = —  ,  ., 

x  a2  -)    b2 

346.  Satz,     ä ~~  'x^sinbx  =  —  -    v\  xneax(asinbx  -  bcosbx) 

*  a-  +  D*i- 

—  na| ""  xn  ~  Vsinbx  -f  nbf ""  xn  -  'e^cos  bx  I. 

Beweis.     Nach  212  ist,  wenn  man  Satz  345  anwendet 

|      xn(eaxbinbxj  =  xn| "  'e^sin  bx-  —  |      ( |       eax  sinbx)|xn 
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„  aeftX(asin  bx  —  b  cos  bx )       j  -  i  ea*(asin  bx  —  b  cos  bx)nxn  ~ 1 

X*  an-  b*      ~  *  aT+  bä" 

= --— I  x^^fasin  bx  —  bcosbx )  —  naS      xn  ~"  k^sinbx 

a2  -|-  b2J  ^ 

+  nb  |  "~  lxn  -  »e^co»  bx]. 
Satz,      jf     xne**cosbx  =    t       - 1  xneftX(acosbx  +  bsinbx) 
—  najt"  xn - ^cosbx  —  nb|xn -  Vxsinbx  I. 


347. 


Beweis.     Ebenfo  wie  der  Beweis  zu  346 

-  i 


8a  tz.     £     xea*sinbx 

[(a(a2  +  b2)x  — (a2— b^jainbx  — (b(ai  +  b2)x  —  2ab)cosbx1 


348. 


(a*  +  b2)' 
und   £      xeÄXcosbx 

=  — — - J(a(a2  ]  b2;x— (a^-b2)jco8bx+(b(a2  +  b«)x— 2ab)ginbxJ. 

(a'  +  b2/ 

Beweis.     Unmittelbar  aus  346  und  345,  bez.  347  und  345. 

4.    Die    Integren    von    Bogen  folgen    oder    von 
ky  klometrischen    Funktionen. 
t)ie  Bo genfolge ii   lassen  Ach    leicht   auf  Winkelfolgen  zurückführen.     Denn 
es  ist  unmittelbar,  wenn  are(sin  r=  x)  =  y  ist  x  =  siny,    ^x  =  cosy,  alfo 

5      fgarc(sin  =  x)  =  "      (foy)cosy  und  ebetifo  einfach    bei  den  andern  Bogen- 
folgen. 


Satz. 


349. 


$     f«arc(sin  =  x)  *  *     (fcy)cosy  *  wo  aro(sin  =  x)  =  y. 


Satz. 


350. 


y     f«arc(cos  =  x)  .  *  —  *f     (fcy)ainy  *  wo  arc(coß  =  x)  =  y. 


Satz. 


351. 


, _!  J  —  1 

f     f«a*c(tan  =  xj   * .  ~     (foyXsecy)2  *  wo  arc(tan  =  x)  =  y. 


Satz. 


352. 


$     foarc(cot  =  xj  «=*=  —  *     (ffly)(cosecy)2       *  wo  arc(cot  =  x)  =  y. 

Hiernach  lassen  iich  leicht  integern  die  Gleichungen 
I       e**"(4n -*)  =*=  |~  e*ycoay  *  wo  arc(siu  ==  x)  =  y 
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5  (arc(sin  =  x))m  JL*~  ym  cos  y  *  wo  arc(sin  =  x)  =  y 

| ~  e» •  »rc(co«  =  x)  =*=  _  i  ~  Vysin y  *  wo  arc(cos  =  x)  =  y 

§  (arc(cos  =  x))°*    *  t  —  i  ~  1ym  sin  y  «  wo  arc(cos  =  x)  =  y. 
353.          Satz. 

|     (f#x)arc(sin  =  x)  „•  arc(sin  =  x)  £  "  *fcx  —  g  "  V«*) Tfc 

Beweis.     Nach  212  ist 
|      (are(sin  =  x))(fox)  =  arc(sin  =  x)| "  V0x  —  g  ~  Vox)$arc(sin = x ) 


:  arc(sin  =  x)ä     Vox  —  jJ     '(faO TT 


(nach  129). 
Ganz  ebenfo  ergeben  (ich  die  folgenden  Sätze. 

354.  Satz. 

g     (fox)arc(cos  =  x)  =  arc(cos  =  x)£  ~  l£x  +  ä  ~~  \foX) jt. 

*  x  (1  -  x*) /a 

355.  Satz. 

£     (fox)arc(tan  =  x)  =  arc(tan  =  x)| "  lfcx  -  g  ~  *  (fa)— A--B 

356.  Satz. 

g  ~  W)arc(cot  =  x)  =  arc(cot  =  x)g  ~  'fcz  +  f "~ '  (f^)— — y 

Hieraus  ergeben  lieh  z.  B.  unmittelbar,    wenn  man  fix  =  1 ,    bez. 
foX  =  xm-1  fetzt,  die  folgenden  Sätze: 

357.  Satz.     | "  arc (sin  =  x)  =  x •  arc(ßin  =  x)  -f  (1  —  x2),/a. 

358.  Satz.      |"   arc(tan  =  x)  =  x.arc(tan  =  x)—  i/2le(l  +  x*). 

359.  Satz. 

V-i«------       -       xm ^        1-'-1 


xm  -  Jarc  (sin  =  x)  =  — arc(sin  =  x) S ,7. 

360.  Satz. 

A  — l  -  Xm  1   j  —  l     xm 

$     x"  -  *arc  (tan  =  x)  =  — arc(tan  =  x) fl     —  -  . 

*  m  J       m r     1  +  x2 


167  361—363. 


Dritter  Abschnitt  der  Folgelehre:  Die  dehnende 

Folgelehre  oder  die  Lehre   von  den  Folgen 

zweier  und  mehrer  Veränderlichen. 


12.     Die  allgemeinen  Sätze  über  die  Folgen  mehrer 
Veränderlichen. 

Für  die  Lehre  von  den  Folgen  oder  Funktionen  zweier  und  mehrer 
Veränderlichen  musste  ein  ganz  neuer  Weg  eingeschlagen  werden,  wenn  man  zu 
brauchbaren  Ergebnissen  gelangen  wollte.  Die  geehrten  Lefcr  werden  gebeten, 
diefcn  neuen  Weg  zu  betreten  und  zu  prüfen-  fie  werden  dann  fehen,  dass  die 
Lehre  von  den  Folgen  zweier  und  mehrer  Veränderliehen  ebenfo  reiche  Ergebnisse 
liefert,  wie  die  Lehre  von  den  Folgen  einer  Veränderlichen. 

Erklärung.      Die    Folge    (Funktion)     zweier     Veränder-  3H1. 
liehen  heist  eine  Folge,  wenn  die  Formel  zwei  Veränderliche  z  und 
y  enthält. 

Das  Zeichen  für  die  Folge  der  beiden  Veränderlichen  x  und  y 
igt  f«(x,  y)  gelefen  „Folge  von  x  und  y". 

Erklärung.      Die    Folge    (Funktion)    mehrer    Veränder-  3t>2. 
Hohen  heist  eine  Folge,   wenn  die  Formel  mehr  als  zwei  Veränder- 
liche x,  y,  z,  t,  u,  •  ■  enthält. 

Das  Zeichen  für  die  Folge  mehrer  Veränderlichen  x,  y,  z, •  • 
ist  fo(x,  y,  z,-  •)  gelefen  „Folge  von  x,  y,  z,  u.  f.  w." 

Erklärung.     Stetig  heist  die  Folge  zweier    oder  mehrer  Ver-  MVA. 
änderlichen,    wenn  ße  für  jede    der  Veränderlichen  stetig  ist    fofern 
die  andern  Veränderlichen  nur  endliche  Werte  haben. 
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Innerhalb  bestimmter  Grenzen  heist  die  Folge  stetig, 
wenn  fie  innerhalb  diefer  Grenzen  für  jede  der  Veränderlichen 
stetig  ist. 

364.  Erklärung.  Unabhängig  von  einander  heißen  die  Veränder- 
lichen, wenn  fich  nicht  eine  derfelben  als  Folge  oder  Funktion  der 
andern  darstellen  lässt. 

Abhängig  von  den  Grösen  u,  t, ••  heisen  die  Veränderlichen 
x,  y,  z,  •  • ,  wenn  fich  letztere  als  Folgen  der  ersten  darstellen  lassen. 

365.  Satz.  Die  steigende  Höhenreihe  zweier  oder  mehrer  Ver- 
änderlichen Jst  stets  echt  (konvergent),  wenn  das  Quader  jeder  Ver- 
änderlichen kleiner  als  Eins  und  zugleich  keine  der  Vorzahlen  un- 
endlich ist. 

Beweiß.     Unmittelbar  aus  24. 

366.  Satz.  Jede  stetige  Eeinfolge  (stetige  reelle  Funktion)  zweier 
oder  mehrer  Veränderlichen  kann,  fofern  das  Quader  jeder  der  Ver- 
änderlichen kleiner  als  eins  ist,  einer  steigenden  Höhenreihe  diefer 
Veränderlichen  gleichgefetzt  werden,  und  diefe  ist,  fofern  in  ihr  nicht 
eine  der  Vorzahlen  unendlich  wird,  eine  echte  Eeihe. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  29. 

367.  Satz.  Jede  stetige  Eichtfolge  (stetige  komplexe  Funktion) 
zweier  oder  mehrer  Veränderlichen  kann,  fofern  das  Quader  jeder  der 
Veränderlichen  kleiner  als  eins  ist,  einer  Eichtgröse  a  +  ib  gleich 
gefetzt  werden,  in  welcher  jede  der  beiden  Zahlen  a  und  b  eine  echte 
steigende  Höhenreihe  der  Veränderlichen  darstellt. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  30. 

368.  Erklärung.  Der  Diff  x,  y,  z,-  oder  der  Differentialquotient 
nach  x,  y,  z,  ■  •  einer  Folge  heist  die  Summe  aus  dem  Diff  x  diefer 
Folge,  aus  dem  Diff  y  diefer  Folge,  aus  dem  Diff  z  diefer  Folge 
u.  f.  w.  oder 

x,y,z.>  —  x*°  +  yfo'+  i*H  •••• 

369.  Erklärung.  In  der  Diffrechnung  (Differentialrechnung)  nennt 
man  den  m  ten  Diff  nach  x,  y,  z,  •  •  •  einer  Folge  gewöhnlich  den 
mten    Volldiff   oder    mten    vollständigen    Differentialquotienten    der 

Aa  A*  Ai 

Folge,  dagegen  den  einzelnen  Diff  der  Form  ^  y   z  **(*'  ?»*>*'  ^  einen 

Teildiff  oder  partiellen  Differentialquotienten. 

Obwohl  nach  unterer  Bezeichnung  diefe  Benennung  nicht  nötig  ist,  nehme 
ich  üe  doch  auf,  um  mich  an  die  gewöhnliche  Bezeichnung  möglichst  anzu- 
echliesen. 


169  Die  Folgen  zweier  oder  melirer  Veränderlichen.         370 — 372. 

Unter  den  Teildiffen  haben  nun  aber  auch  die  einzelnen  Diffe  einen  fehr 
verschiedenen  Wert.  Um  die  wichtigsten  Verschiedenheiten  zu  betrachten,  unter- 
scheiden wir  den  Eindiff  und  die  Mehrdiffe,  ferner  den  Eckdiff  mit  feinem 
ErgÄnznngsdiffe  und  endlich  den  Mittcldiff.  Für  die  Betrachtung  diefer  ver- 
schiedenen Diffe  geben  wir  nach  366  der  stetigen  Folge  die  Form  einer  steigenden 

Höhenreihe  Saa  b     . .  .xöy*zc«  • .. 

Erklärung.     Den  mten  Eindiff  nach  x  nennen  wir  den  mten  370. 
Diff  einer  Folge    von   zwei   oder  mehren  Veränderlichen,    fofern    in 
diefer  Folge  nur  die  Glieder  genommen  werden,  in  denen  nur  Höhen 
von  x  vorkommen,  dagegen  jedes  Glied  fortgelassen  wird,    in  denen 
irgend  eine  andere  Veränderliche  vorkommt. 

Das  Zeichen  des  mten  Eindiffs  von  x  ist    £  [^aa/b#Cf.  .xaybzc- •  • 

und  es  ist    J  aflfb,c,..xay**c-  •  •=  *  öaafo,o,..xay°z°-  •  •■ 

Beispiele  werden  wir  bei  den  Folgen  zweier  Veränderlichen  kennen  lernen. 
Satz.     Der  mte  Eindiff  nach  x    einer  Folge    mehrer  Veränder-  371- 
liehen  ist  gleich  dem  mten  Diffe  nach  x  einer  Folge  einer  Veränder- 
lichen, oder  es  ist 

X    O*«,^^...*  y  ■  "  *  • —  jT—  »in  .  a,O,0 

Bewein.     Es  int 


,.xw 


(nach  370) 


v    i,ufl0o..xa  (nach  Zahlenlehre  319) 

(m  +  °)-ani  +  4,„,o,. . .  x«  (nach  104). 


-8 


ß! 

Erklärung.     Den    Eck-Mdiff   nach  x    nennen    wir  den  mten  372. 
Diff  einer  Folge  von  zwei  oder    mehren  Veränderlichen,   in  welchem 
zwar  die  Höhen  aller  Veränderlichen   vorkommen,    in  welchem    aber 
der  mte  Diff  nur  nach  einer  Veränderlichen  x  genommen  ist. 

Den  ersten  Ergänzungs-Ndiff  nach  y  zu  dem  Eck-Mdiffe  nach  x 
nennen  wir  den  nten  Diff  derfelben  Folge,  in  welchem  die  Höhen 
der  ersten  Veränderlichen  x  fämmtlich  kleiner  find  als  m,  während 
die  Höhen  der  andern  Veränderlichen  beliebig  find,  in  welchem  aber 
der  nte  Diff  nur  nach  einer  zweiten  Veränderlichen  y  genommen  ist. 
Den  oten  Ergänznngs-8diff  zum  o  —  lten  Ergänznngsdiffe  nennen  wir 
den  sten  Diff  derfelben  Folge,  in  welchem  die  Höhen  für  jede 
(0  —  C)te  vorhergehende  Veränderliche  fämmtlich  kleiner  find  als 
die  Diffstufe  diefer  Veränderlichen,  während  die  Höhen  der  weiteren 
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Veränderlichen  beliebig  find,  in  welchem  aber  der  ste  Diff  nur  nach 
einer  und  zwar  der  o  -f  lten  Veränderlichen  genommen  ist. 

Das  Zeichen  des  Eck-Mdiffs  nach  x  ist   £  ö*a,b,c,.  .xay*«c-  • 

und  es  ist  eJnSa«,b,c,...xay*2c-  •  =  ^Sa^M^xV*-  •  •• 

Das  Zeichen    des    ersten  Ergänzungs-Ndiffs    nach    y    ist 

1,cdnd 

x  Äa*Ac, xayl,zc-  •  •  und  es  ist 

jkM(-xVzC"'=5kM(-xY«c'"   wo  0    zm  ist. 
Das  Zeichen  des  oten  Ergänzungs-Sdiffs  nach  u  ist 

^Oaa#b/Cr..xaybzc-.   und  es  ist 

^fSk^.-*4^«6-  ■  •=  uSaa,M,  •  •  -*Vzc-  •**■•• 

wo    a  <  m,    b  -C  n,    c  <  p-  •  -t  <  r  ist,    d.    h.    als    die    beim    9  —  1 
Ergänzungsdiffe  genommene  Diffotufe  nach  t. 

Beispiele  werden  wir    bei  den  Folgen    zweier  und    bei   den  Folgen  inehrcr 
Veränderlichen  kennen  lernen. 

373.  Satz.  Der  Eck-Mdiff  nach  x  einer  Folge  mehrer  Veränderlichen 
ist  gleich  dem  mten  Diffe  nach  x  einer  Folge  einer  Veränderlichen, 
indem  man  alle  andern  Veränderlichen  als  Unveränderliche  oder  Kon- 
stante behandelt,  oder  es  ist 

Bewein.     Es  ist  '  J^m,-  .*ay»/.«-  •  •=  £"&»*».<.• -«V*-  •  • 

•      (nach  372) 

=  S(m -^a- »«>  +  *,  6,  c,  ..x*Ae-  •  •     Coach  104). 

374.  Satz.  Der  erste  Ergänznngs-Ndiff  nach  y  zu  dem  Eck-Mdiffe 
nach  x  einer  Folge  mehrer  Veränderlichen  ist  gleich  dem  Eok-Ndiffe 
nach  y,  fofern  man  hei  den  Höhen  von  x  o  <  m  nimmt,  oder  es  ist 

y   l>Ja«»,M,-     ,X  y  Z  —  13         jjf         »a,n  +  b,c,-  . -X  y   Z   •  •     , 

wo  (t  -c  m  ist 

Und    ebenfo    ist    der   ote  Ergänzungs-Sdiff  nach    u    einer  Folge 

mehrer  Veränderlichen  gleich  dem  Eck-Sdiffe  nach  u,  fofern  man  bei 

allen  vorhergehenden  Veränderlichen    die   Höhe    (|  -C  m,    b  -c  n-  •  •  •» 

t  <  r  nimmt,  oder  es  ist 
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TSa«,M,-t,»,.*v*c---ttii»--- 


"i 

—  ö       ttf       &a,bfc,..t,a  +  »,  ..*  y  *  •  "X  U 

wo  a  <  m,  b<  n,  c  <:  p-  •  -t  <  r  ist. 

Beweis.     Es  ist     »  Saftrlu .  .xV*c' .  ■  =  ffla^c, .  .xftyV  - .  - 

wo  d<m  (nach  372) 

==  0-^-4-,—  aa  n+*f  c,  • . .  xay*zc-  •  •   wo  a  <  m  (nach  104) 

2.  Es  ist    "J  SJaflA c, . .  t,u, . .  xaybzc  .  .t*u«  •  .  (nach  372) 

s=!k^-U"xVzt,,,.ttul"'  wo  a<m,  b<n,    ...t<r  ist 

=  S~  ~,— «M,*-- <,.  +  !.■ -*ftAe-  .t*u«  •  ■  ■  (nach  104) 

wo  a  <  m,  b  <:  n,  •  •  -t  <  r  ist. 

Erklärung.     Den  Mitteldiff  einer  Folge  von  zwei  oder  mehren  375. 
Veränderliehen  nennen   wir  jeden  Diff  diefer  Folge,    wo    wenigstens 
nach  zwei  Veränderlichen  die  Diffe  genommen  find. 

Das  Zeichen  des  Mitteldiffs  ist 

d-d"dpIL  k     xVzC... 

X     y    Z     Oaa,b,cf..*  y  * 

Satz.     Der  Mitteldiff  nach  x,  y,  z  einer  Folge  mehrer  Veränder-  376. 

liehen    ist   }mfi%atitc,....*aJbzc--- 

S(m  Ki)!(n  +  i)!(p  +  c)!fl  .  *  c 

-     y j j ~j *m  +  a,  n  +  b,  p  +  c,  •  •  •  *  y  * 

Nach  diefen  allgemeinen  Sätzen  über  die  Folgen  mehrer  Veränderlichen  wenden 
wir    uns   nun   zunächst   zu    den   Sätzen  über  die  Folgen    zweier  Veränderlichen.' 

13.    Die  Diffe  und  die  Integren  von  den  Folgen  zweier 
Veränderlichen. 

Von  den  Folgen  inehrer  Veränderlichen  haben  bisher  fast  nur  die  Folgen 
zweier  Veränderlichen  eine  Behandlung  erfahren;  aber  auch  bei  diefen  erscheinen 
die  meisten  Aufgaben  bei  der  bisherigen  Art  der  Bearbeitung  unlöslich.  Hier 
musste  daher  ein  ganz  neuer  Weg  eingeschlagen  werden,  wenn  wir  zu  einem 
weitern  Fortschritte  der  Wissenschaft  gelangen  wollten. 

Zunächst  musste  die  steigende  Höhenreihe,  auf  welche  jede  stetige  Folge 
nach  Nummer  366  zurückgeführt  werden  kann,  behandelt  und  ihr  eine  leicht 
überüchtliche  Form  gegeben  werden. 

Dann  muss  die  Ableitung  der  Diflfe  von  gegebenen  Folgen  und  zwar  fowohl 
der  Teildiffe,  als  auch  der  Volldiffe  und  der  verschiedenen  Arten  der  TeilditYe 
gegeben  werden. 
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Erst,  nachdem  dies  geschehen  ist,  können  wir  zur  Behandlung  der  Integren 
und  der  Integrale  von  gegebenen  Diffgleichungeu  übergehen. 

377.  Satz.  Jede  stetige  Reinfolge  (stetige  reelle  Funktion)  zweier 
Veränderlichen  x  und  y  kann  man,  fofern  das  Quader  jeder  der  Ver- 
änderlichen kleiner  als  eins  ist,  einer  steigenden  Höhenreihe  «  gl  eich  - 
fetzen  von  der  Form 

R=§afl,bxV 
x,  y 

=a0,o 

+a1,0x  -i  ao,iy 

la^  +  MJ  f-ao^y* 

+a3,ox3  +  aMx  y  +  aMx  y2 +««,3y8 

-f  a^ox'  -f  a3,ix3y  +  a2,2x'y 2  4.  ftl  ^  y  3  x  a0i4y * 

+ a5,oX5  +  a4,ix*y  +  a3,2x3y 2  +  a2i3x*y 3  4-  *i,&  7 H  ao,5y 5 

+a6,oX«  +  a5ax5y+  a4,2xYi4-a3,3X3y8+a2,4X2y4  +  ai,5x  y5+*o,6y6 
+a7,oX7  +  aMx«y  +  a5,2x5y2  }  a^V+as^y4  ra2,5X-y8-f  ali6xy«  +  ao,7yT 
+  ... 

Beweis.     Unmittelbar  nach  366. 

378.  Satz.  Wenn  in  der  "=oaft,*xftye  das  Glied  aaf***y*  knri 
mit  a,  b  beieichnet  wird,  fo  hat  diefe  Reihe  die  folgenden  Glieder. 

S      0,0 


? 

10 

0,1 

2,0 

1.1 

0,2 

CA 

3,0 

2,1 

1.2 

(1,3 

£ 
ft 

4,0 

8,1 

2,2 

1,3 

0,4 

5,0 

4,1 

3,2 

2.3 

1.4 

0,5 

6,0 

5.1 

4,2 

8,3 

M 

1,5 

0,6 

7,0 

6,1 

5,2 

4,3 

3,4 

2.5 

1,6 

0,7 

ff 

8.0 

7,1 

6,2 

5,8 

4,4 

3,5 

2,6 

1,7 

0,8 

3    £ 
1»   £ 

9,0 

8,1 

7.2 

6,3 

5,4 

4,5 

3.6 

2,7 

1,8 

0,9 

j» 

10,0 

9,1 

8,2 

7.3 

6,4 

5,5 

4,6 

3,7 

2,8 

1,9 

0.10 

►* 
? 

11,0 

10,1 

9,2 

K,8 

7,4 

6.5 

5,6 

4.7 

3,8 

2,9 

1.10 

0.11 

12,0 

11,1 

10,2 

9,3 

8,4 

7.5 

6.6 

5J.J 

•18 

3,9 

2,10 

1.11 

0,12 

e» 

13,0 

12,1 

11,2 

10,3 

9.4 

8,5 

7,6 

6.7 

5.8 

4.9 

3,10' 

-  2,11 

1,12 

0,13 

•*• 

V» 

14,0 

13,1 

12.2 

11.3 

10,4 

9.5 

8,6 

7.7 

6,8 

5.9 

4,10 

3,11 

2,12 

1,13 

0,14 

15.0 

14,1 

13,2 

12,3 

11,4 

10.5 

9,6 

8.7 

7,8 

6.9 

5,10 

4.11 

3,12 

2,18 

1,14 

0.15 

2 

16.0 

15,1 

14,2 

13,3 

12,4 

11.5 

10,6 

9.7 

8„s 

7.9 

6.10 

5.11 

4,12 

3.1» 

114 

1,15 

0.1* 

a 

Ote 

lte 

2te 

3fe 

4te 

5ie 

6(e 

7te 

tte 

9fe 

lOte 

Ute 

12te 

13te 

Ute 

15  te 

l«(r 

Senk  reihe. 

wo  das  Zeichen  a,  b  das  Glied  aflrbxay1'  bezeichnet. 
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Beweis.     Unmittelbar  nach  373. 
a.    Die  Ableitung  der  Diffe  (der  Differentialquotienten). 

Sät*,     f1  jp  fo(x,  y)  =  f  fVx,  y).  379. 

Es  giebt  dasfelbe,  ob  man  das  mte  Diff  x  vom  nten  Diff  y,  oder  ob 
man  das  nte  Diff  y  vom  mten  Diff  x  derfelben  Folge  von  zwei 
Veränderlichen  nimmt. 

Beweis.  I.  Man  entwickle  f0(x  -f-  h,  y -f- k)  und  zwar  zunächst 
in  der  Weife,  dass  man  fich  zunächst  nur  x  in  x  -j-  h  ändern  lässt, 
während  y  zunächst  unverändert  bleibt,  dann  erhält  man  nach  100 

f.(x  +  h,  y)  ==  f0(x,  y)  +  li  Jt(x,  y)  +  ^  |*f.(x,  y) 

h3     d3 
+  r:2T3x  fo(x,y)  +  .... 

Hierin  lasse  man  nun  nach  100  fich  y  in  y  -f-  k  verandern,  fo  erhält  man 
f.(x  +  h,  y  +  k) 

=  f.(x,  y)    |   k^,(x,  y)  -i-  ] 7*2  yVx,  y)  +  j;^;^  'tix,  .v)  +  •  •  • 
+  h  Jf.(x,  yl  +  klidjWx,  y)  ...  -^h^ff.Cx,  y)  +  . . . 


M  *'ffx  v-.4-k,,2dd2frx  v,    , 


_«k«h»ä4d>ffxr 


1»3       A3 

+  i".2^x  f•^^+, 


'•)• 


II.  Man  entwickle  fo(  x  4-  1»,  }*  - 1  k)  demnächst  in  der  Weife, 
dass  man  zuerst  y  fich  in  y  -f-  k  verwandeln  lftsst,  während  x  zunächst 
unverändert  bleibt,  dann  erhält  man  nach  100 

Ux,y  -f  k)= f.(x,y)  |  k  J  f^y)  +  ^  JV.Cx,y )  h  ^  |?_  * \x,y)  -f-  •  • 

Hierin  lasse  man  nun  nach  100  fich  x  in  x  +  h  verändern,  fo  erhält  man 
f.(x  +  h,  y  +  k) 

rl  h2  r?2  li3     r?3 

=  f.(x,  y)  -f-  h  Jf.(x,  y)  +  lT2|  f.(x,  y)  +  -^-J  f„(x,  y)  f  •  •  • 

+  k^f.(x,  y)  +  hk  J^f.(x,  y)  +  ^k£'*f.(x,  y)  +  •  •  • 

+  ~ftfx,.v)  +  l.-^fft(«,.v)+." 
k8     H3 

+  TT2T3y  f'^y)+'-- 
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=  K\äi*yUx'y) 

III.    Alfo  folgt 

Km* *  Ux'y)=hiäi*  y  faixyh 

Und  da  diefe  Formel  gellen  muss  für  jeden  Wert  des  h    und    des    k, 
fofern  beide  nur  genügend  klein  bleiben,  fo  folgt  nach  28 

ja  jb  Jib  ja 

^  -  f0(x,  y)  =  ~  ~  f0(x,  y),  wa8  zu  beweifen  war. 

j    x  x  j 

380.  Satz.      Jf  Jmfo(x,  y)  =  f  ^  Mfo(x,y). 

Beweis.      Es  ist  Jf  ^fofx,  y)  =  ^(^  J'fofx,  y))     (nach  82) 

=  J (P  ffo(x,  y ))  (narli  3  79) 
=  5        y  fc(^y)        («ach  84) 

JiiJm+1 

-?  J        f.(x,y)    (nach  379). 

381.  Satz  des  Volldiffs.     ^yfi>(x,y)  =  $n*  ^    *&  f„(x,  y). 
Beweis.      1.    Der  Satz  gilt  ftir  n=  1,  denn  es  ist 

x*yf.(x,.v)  =  |f.(x,y)  f  *f.(x,y)  nach  3«8. 

dn  dn+l 

2.     Wenn  der  Satz  für    **      ailt,  Co  «ilt  er  auch  für     H      :  denn 

X!>  J  "  X^  .» 


es  ist 

in-H 

x 


^"     fofx,  y)  =  x*v   d°y  f.(x,  y)  (nach  84) 

=  x^v  (Sn'a  f   a  y  f°(x>  .V))  (nach  Annahme) 

(nach  368) 
(nach  84,  371) 

n-*5        Jf.(x,y)  +  iSn-4f  ?    fc(«,j). 

Und  wenn  wir  hier  die  Glieder  zufammenfassen,  welche  gleiche  Difie 
haben,  d.  h.  a  im  ersten  Stücke  und  (a  —  1)  -f-  *  ,m  zweiten  Stücke, 
d.  h.  wenn  wir  im  zweiten  Stücke  a  —  1  statt  a  fetzen,  fo  erhalten  wir 
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*       f.(x,y)  =  ^(n-«-f-n-+i)J  » 


fi»(x,  y) 


x,y     -v«,.w  —  ^~      ,  ,x 

=  Sc«  +  1VÜ£  "  "£*  6(x,  y)  (nacli  Zahlenlehre  391). 

x  y 

3.    Nun  gilt  der  Satz  für  n  =  1,  alfo  gilt  er  ganz  allgemein. 

Die   Formel   entspricht    ganz    der   Formel    des    binomischen    Lchrfatzes  49. 

Es  ist  darnach  x*ayf.(x,y)  =  |V.(x1y)  +  aMf.(x1y)  +  *V.(xoO 

jJJy  fo(x,  y)  ==  J3ft(x,  y)  =  3^  Sf«(x,  y)  +  3*  32fo(x,  y)  +  JVx,  y) 

x**y  f0(x,  y)  =  34 fo(s.  y)  +  4Jf  £fo(x,  y)+  6 J'ä'^y)  +  ^«x, y)  +  J*f.(x,  y). 

b.  Die  Aufstellung  der  Iutegren  und  Integrale  zu  gegebenen 
Diffen    mit    zwei    Veränderlichen. 

Die  Lehre  von  den  Integren  und  den  Integralen  gegebener  Diffe  mit  zwei 
Veränderlichen  ist  bis  jetzt  fo  wenig  entwickelt,  dass  es  eine  Seltenheit  ist,  wenn 
man  eine  Integre  oder  ein  Integral  für  einen  gegebenen  DilT  aufstellen  kann.  Es 
kommt  dies  einerfeits  daher,  dass  man  nicht  die  Integren  und  die  Integrale 
unterschieden  hat,  und  andrerfeits  daher,  dass  man  nur  die  Integrale  der  Voll- 
ditTe  (vollständigen  Differentiale)  behandelt  hat.  Da  aber  fast  nie  ein  Volldiff 
mit  allen  feinen  zu  einander  passenden  Gliedern  gegeben  ist,  fo  kann  man  gegen-: 
wärtig  auch  die  Diffe  mit  zwei  Veränderlichen  fast  nie  iutegriren.  Ja  die  Diflfe 
höherer  Stufen  erscheinen  den  Mathematikern  noch  ganz  unlösbar*,  an  diefe  hat 
man  lieh  überhaupt  noch  nicht  gewagt. 

Soll  hier  ein  besseres  Ergebniss  erzielt  werden,  fo  muss  ein  ganz  neuer 
Weg  eingeschlagen  werden.  Teberdies  lind  in  den  weitaus  meisten  Fällen  uns 
TcilditTe  (partielle  Diffcrentiakiuotienten)  gegeben,  für  welche  die  Integre  bez. 
das  Integral  gefunden  werden  foll.  Auch  dies  zwingt  uns,  einen  ganz  neuen 
Weg  zu  verfuchen. 

Aber  auch  nicht  jede  zwei  gegebenen  Teildiffe  lassen  fieh  iutegriren.  Es 
kommt  nicht  feiten  vor,  daas  zwei  gegebene  TeildilTe  gar  nicht  auf  ein  und 
diefelbe  ursprüngliche  Folge  zurückgeführt  werden  können.  Das  bekannteste 
Beispiel  bieten  die  beiden  Teildiffe 

denn  leitet  mau  aus  ersterm  den  DilT  nach  y,  aus  letzterm  den  DilT  nach  x  ab, 
fo  ergiebt  lieh  aus  dem  erstem 

5|0a^  b  x«yb  .—  b,  aus  dem  letztern  ||S»a,  »  x*  }'b  =  <"« 

während  beide  Diffe  doch  nach  379  einander  gleich  fein  müssten,  wenn  iie  aus 
dcrfclben  ursprünglichen  Folge  abgeleitet  wären.  Sie  können  mithin  nicht  aus 
derfelben  ursprünglichen  Folge  abgeleitet  fein:  fie  können  demnach  auch  nicht 
durch  Iutegriren  auf  diefelbe  ursprüngliche  Folge  zurückgeführt  werden;  fie  find 
nicht  integrabel.  Es  kommt  nun  darauf  an,  festzustellen,  welche  gegebenen  Teil- 
dilTe zweier  Veränderlichen  integrabel  find,  welche  nicht.     Wir  haben   zu  diefem 
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Zwecke    bereits    oben    die    Teildiffe    in    drei    verschiedene   Gruppen    geteilt   und 
betrachten  nun  diefe  Gruppen  befonders. 

3K2.  Satz.     Jede  zwei  gegebenen  Teildiffe  zweier  Veränderlichen  find 

integrabel,   wenn    das    eine    derfelben    ein   Eckdiff,    das  andere    ein 
Ergänznngsdiff  desfelben  ist. 

Und  zwar  ist,  wenn  £   R(x,  y)  =  3ca,bxay*  und 

~~  F©(x,  yijjc^x'y*    die    beiden    gegebenen    Diffe    find,    die   Integre 

y0(x,y)  =  Sam  t  afbXm  +  *yb  +  Sac,„+bxcyn  '\  wo  c  <  m. 

a!  .  b! 

^'"(■TiiJ!^         ftc'n+b  =  (n  +  bT!Cc'b  ut 

Das  Integral  aber  hat  die  mn  Willkürlichen  2jwa,6>   wo    ft  <:  m    und 

zugleich  b  <  n  ist  oder  es  ist  das  Integral  F0(x,  y)  --=  [jwa#b  +  <p0(x,  y), 
wo  n  <  m,  und  zugleich  b  <  n  ist. 

Beweis.      1.    Da    die    gegebenen    Teildiffe    ein   Eckdiff    und    eiu 
Ergänznngsdiff  desfelben  fein  Collen,  fo  fetze 

JniR(x,  y)  =  ScjxV  =  S^  t.  ^ a«»+a,6Xay*,  alfo 


a 


*m  +  a,b  —  (m_(     fl)!Ca,b 


^UFo(x,y)=  Se^xcy»  =  S(U-+  b)!ac,n+bXc)'\  allb 


t> 


a^+>  =  (n  +  W!e^ 


und  nehme  nun  für  jeden  derlelbeu  die  Integre,  dann  ist 

X  X      M*,3i-      Otm     ,     fl),  fl,  •In.  +  a.fcX  v 

d-d",,^  V,_SL  b!_     <»  +  >>' 


.V        x 


F.(x 


Sb!         (u  f  b)!  .   „ .  k 


=  S"c,n^-»xc.vn+,'  (nach  197) 

alfo  die  Integre  y»(x,  y)  =  Sam  +  «,bXm  +  a y°  +  guCrB+>x«y»+» 

a!  b! 

wo  c  <  m  nach  378,  am+a(b  =  al!0"'6  "      °^*+6  =  Ön+tri!t,c'*' 
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wenn  man  das  m  te  Volldiff  nimmt,  (Ummtlich  fort.  Dagegen  darf 
man  nicht  willkürliche  Folgen  diefer  Art  fetzen,  wo  a'  +  b'  +  ^  +  •  •^sm 
ist,  denn  diefe  würden  als  Diflfe  im  mten  Volldiffe  bleiben. 

Diefe  getrennten  Eckdiffe  kommen  häufig  dort  vor,  wo  man  bei  Verfuchen 
die  eine  Veränderliche  unverändert  läset  und  nur  die  andere  Veränderliche  fleh 
ändern  lässt.  Man  erhält  dann  den  Eckdiff  der  einen  Veränderlichen  und  ent- 
sprechend demnächst  den  Eckdiff  der  andern  Veränderlichen;  muss  dann  aber 
noch  prüfen,  ob  nicht  auch  folche  Glieder  von  Einfluss  und,  in  denen  beide 
Veränderlicht  zugleich  ändern.    Dies  führt  uns  auf  die  letzte  Art  der  Teildiffe. 

Wenn  die  getrennten  Eckdiffe  1  te  Diffc  And,  fo  hat  das  Integral  nur  eine 
Willkürliche  w0  0  0  . .  *,  wenn  es  2  te  Diffe  find,  fo  hat  das  Integral  auser  diefer 
Willkürlichen  für  jede  Veränderliche  noch  eine  Willkürliche  w100.,x-f-w010..y 
+  wo  o  l  • -z  +  *  't  wenn  es  dritte  Eckdiffe  find,  fo  hat  das  Integral  auser  diefen 
Willkürlichen  für  jede  Veränderliche  noch  eine  und  1/2  Willkürliche,  nämlich. 
w2,o,o,««xa+  wo,2,<v  .y  +wo,o,v  -za  +  ' ' 
+  wili,o,.xy  +  wi,o,i,.-xz  +  woli,i1--yz+-- 

Satz.  Wenn  bei  mehren  Veränderlichen  für  jede  Veränderliche  385. 
ein  getrennter  höherer  Eckdiff  gegeben  ist,  fo  findet  man  die  Integre, 
welche  diefen  Eckdiffen  genügt,  indem  man  für  jede  der  Veränder- 
lichen ihren  getrennten  Eckdiff  ganz  fo  integert,  wie  bei  den  Folgen 
einer  Veränderlichen  und  die  gewonnenen  Integren  zufügt  oder 
addirt.  Oder 

Wenn    fmfo(x,y,  z,.  •)  =  Saax",   ^nf0(x,y,v  -)  =  Sb*y*' 

j*  f0(X y, z, •  •)  =  !jcczc  igt,  fo  ist   die  Integre,   welche   allen  diefen 

Gleichungen  genügt 

Das  Integral  ist  gleich  diefer  Integren  plus  der  Summe  der 
willkürlichen  Polgen  wft,  v  ^ ..xa'y*'*c'-  •  •,  wo  a'<m,  b'<n,  t'<:p' 
u.  f.  w.  ist. 

Beweis:  Wenn  wir 

f0(x,  y,z,-  .)  =  Se«xm  +  a  +  fle&yn+*  +  öeczn+c  +  •  •  fetzen,  wo 
ea,  e&,  ec,  •  •  keine  Veränderliche  enthalten,  fo  ist 

f  f.(x,y,  V  .)  =  S^T^eflx«         dnf.(*,y,  V  .,_8fr  +  «V 

B.  Grassmann,  Folgelehre.  1* 
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Die  fo(x,  y,z,«  •)  genügt  alfo  allen  gegebenen  Gleichungen,  wenn  wir 

(m  +  0)!  (n  +  b)!  (p  +  c)! 

_— ea  =  aa,        6,      e»  =  bs,  -_r_ ec  =  cc, •  •  - 

a!  b!  c! 

oder  ea  = ; — --_  a*  e*  =  7 — -rr-z  b&,  ec  =  ; — ; — —  cc,  •  •  •  fetzen. 

(m  +  a)!  ^  (n  +  b)!     '  (p  +  c)! 

Es  ist  alfo 

«**v  ^S^-^+S^b^ +^  *** +•  •  • 

die  Integre,  welche  den  gegebenen  Gleichungen  genügt. 

Für  das  Integral   ergiebt   fich   noch   die  Summe   von  Folgen    mit 

willkürlichen  Beständigen  S  w         x^y^V-  •  •,   wo    a'  <  m,   b'  <  n, 

dm  dn 

c'  <Z  p,  •  •  •  ist,  da  alle  diefe  Glieder  fowohl  im  ="  ,  wie  im  :r  ,  u.  f.  w. 

fortfallen,  und  alfo  ganz  ohne  Einfluss  auf  die  gegebenen  Diff- 
gleichungen  ßnd. 

386.  Erklärung.  Der  mte  Bckdiff  nach  x  heist  ein  trenn- 
barer, wenn  er  fich  durch  Rechnung  in  einen  getrennten  Eokdiff 
verwandeln  lässt. 

Für  zwei  Veränderliche  ergeben  ßch  die  folgenden  Sätze. 

j  —  in  j  —  n 

387.  Satz.  Die  Folge  j  (feQwr  +  y  (E,x)<I>«y  =  0  ist  eine  Folge 
mit  trennbaren  Eckdiffen.    Diefelbe  ergiebt 

*       5-  +  v       -^4  0,  *  wenn  FoX  und  y<y  >  0. 

A       JfoX       j        y^y 

Beweis:  Die  getrennten  Eckdiffe  ergeben  fich,  wenn  man  die 
Folge  durch  (Rx)y0y  dividirt. 

Wir  werden  im  folgenden  Paragraphen  noch  weitere  trennbare  Eckdiffe 
kennen  lernen,  welche  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  getrennt  werden 
können. 

388.  Erklärung.    Die  Eckdiffe  mehrer  Veränderlichen  £,  »",   ^P,  -  . 

heisen  einander  ergänzende  Eckdiffe  oder  Ergänzungsdiffe,  wenn  in 
jedem  Eckdiffe  nur  folche  Höhen  der  andern  Veränderlichen  vor- 
kommen, in  denen  die  Stufen  (Exponenten)  jeder  diefer  Veränder- 
lichen kleiner  find,  ah  die  Stufe  des  Eckdiffs  derfelben  Veränder- 
lichen, oder  mit  andern  Worten,  wo  im  mten  Eckdiffe  der  einen 
Veränderlichen  x,  nur  folche  Höhen  von  yazB-  •  •  vorkommen,  in  denen 
a  kleiner  ah  n,  b  kleiner  ah  p,  u.  f.  w.  ist. 

Das  Zeichen  der  Ergänzungsdiffe  ist    j  *•(*>  Y»  ■> "  •  )• 
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Die  Eckdiffe  *  wafl  jXay*  und  *  \bc  bxcyb  z.  B.  And  einander  ergänzende 
Eckdiffe,  wenn  B  <Z  4  und  c<3  ißt. 

Satz.    Die  einander  ergänzenden  Eckdiffe   zweier   oder  mehrer  389. 
Veränderlichen  lassen  fich  integern.    Man  erhält  die  Integre,   indem 
man  den  Eckdiff  jeder  Veränderliehen  nur  nach  feiner  Veränderlichen 
integert,   alle   andern  Veränderlichen  in   diefem  Eckdiffe  als  unver- 
änderlich behandelt  und  die  Integren  zufügt. 

Das  Integral  hat,  wenn  m,  n,  p,  •  •  die  Stufen  der  Eckdiffe  von 
x,  y,  v  find,    die   mnp--  willkürlichen   Folgen   c       xfty*«c--,    wo 

zugleich  a  <  m,  b  <  n,  t  <  p,-  •  •  ist. 

Beweis:   Sei  R(x,  y,  z,«  •)  =  S  c       xaybzc«  •  das  Integral  zu  den 

gegebenen  Ergänzungsdiffen,  fo  fallen  in  dem  mten  Eckdiffe  nach  x 
alle  Glieder  fort,  in  denen  a  <L  m  ist,  ebenfo  im  nten  Eckdiffe  nach  y 
alle  Glieder  fort,  in  denen  B  <.  n,  im  p  ten  Eckdiffe  nach  z  alle  Glieder 
fort,  in  denen  c  <.  p  ist,  u.  f.  w.,  alfo  fallen  fcmmtliche  Glieder  fort, 
in  denen  zugleich  a  <.  in,  6  <.  n,  c<!p,«--  ist.  Alle  diefe  Glieder 
des  Integrals  können  alfo  Fplgen  mit  willkürlichen  Beständigen  fein. 

Für  die  Integre  f0(x,  y,  z,  •  •)  fetzen  wir  diefe  (ammtlichen  will- 
kürlichen Folgen  gleich  Null.  Sei  nun  die  Integre  fö(x,  y,  z,  •  • ),  und 
feien  die  gegebenen  Ergänzungsdiffe,  d.  h. 

dmf0(x,  y,  z,- .)  =  fi  a  xa,yV-  •,  wo  bt  <  n,  Ci  <  p,-  •  ist, 
änf.(x,y,z,..)  =  S  a  x^yV-',  wo  a2  <  m,  c8<p,-.  ist, 
dnfo(x,y,z,..)  =  S  a         x^yV3..,  wo  a3<m,  b3<n,  c3<q,.-  ist, 

Z  «fcbj.C,,.. 

fo  genügt  diefen  Diffea  die  Integre 
f.(x,y,z,..)  =  S   c  xm+a'yV'--. 

m  +  «i»  ht  Ci,  • . 

+  S    c  xV  +  *zc>..+fi    c  xasyV  +  c>.., 

uaa,n  +  BjrCa..  ^a*  *,,  p  +  c„ . . 

+  ... 

wo  a2,a3,-<m,  ferner  Bi,63,--<:n,  auch  Ci,  c8,«  •<  p,- •  ist.  Denn 
es  ist  dann 

d-f0(x,y,z,..)  =  S(-^:T^    c  x«'yN£'..., 

x  at :        m  +  «i,  Bi,  tt . . 

wo  Bi  <  n,  Ci  <:  p,  •  •  • 

12* 
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wo  a2  <  m,  Cj  <  p,  •  •  ■ 

fWl,y,v.)=S^  c      ,-,s-.., 

wo  a8  <:  m,  b8  <  n,  •  •  • 


(m  +  a,)! 
Und  zwar  ist  dann     a  = c 

«i#*ifCi,..  <U-  m  +  aifb,fCi,.. 

a, ! 
alfo      -  —         l 


*  +  a„b„c„..         C1«  +  ai)!aJvftlvCif.. 

b*! 
und  ebenfo  folgt      c  = a 

a*n  +  bj,c,..         Cn  +  &i)-oj,bj,cv. 


v»  —  • c*  ^ 

«i»*i#P  +  Ci..         (P  +  c3)  •  a^bj,^.  . 

alfo  ist  die  Integre 

f.(x,y,z,.o  =  Sr-zrT-!r7i  »      x»+«'yV 

(m  + Ol)' «,,».,  c„.. 


+  S5- 


x 'y       *zJ 


O  +  &2)  !<*!>*<*,.. 

+  c8)Ua,b^c3r.. 

wo  bi  <n,  Ci  <p,-  -,  aa  <  m,  c2  <p,-  •,  a3  <  m,  b3  <:*V  •,••-. 

Die  Bestimmung  der  willkürlichen  Vorzahlen  für  ein  bestimmtes  Integral 
geschieht  hier  ganz  entsprechend  wie  bei  der  Integration  von  Diffen  mit  einer 
Veränderlichen. 

390.  Erklärung.  Die  Eckdiffe  zweier  oder  mehrer  Veränderlichen 
heisen  ergänzbare  Eckdiffe,  wenn  fie  fich  durch  Umformung  bez. 
duroh  Einführung  neuer  Veränderlicher  in  Ergänzungsdiffe  umwandeln 
lassen. 

Wir  werden  diefe  Art  der  Eckdiffe  in  den  folgenden  Paragraphen  kennen 
lernen  und  besprechen. 

391.  Satz.  Wenn  die  r  gegebenen  Teildiffe  Mitteldiffe  find,  fo  kann 
man  von  denselben  fast  nie  zu  einer  ursprünglichen  Folge  zurück- 
kehren, fie  find  dann  nicht  integrabel.  In  jedem  Falle  giebt  es  keine 
bestimmte  Integre,  fondern  man  kann  noch  höchst  willkürliche  Folgen 

der  Form  8**  w  ■****■*•  ■  ■  +  8w*W-*V**- ' " 

+  DwHHiCwa  •*a,y*1**-  •  •  -\ —  •  hinzufügen,  fofern  nur,  wenn  m,n,  p,  •  • 
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die  kleinsten  Stufen   der  Teildiffe   nach  x,   naoh  y,   nach  v  •  find, 
entweder  a(  <  m,  bi  <  n,  oder  f 3  <  p,  •  •  •  ist. 

Beweis:  a.  Für  die  Mitteldiffe  zweier  Veränderlichen. 

Sei  der  eine  Teildiff  J    p  f„(x,  y)  =  y0(x,  y)    der    andre    Teildiff 

dp  dq 

£   ~  f0(x,  y)  =  tpo(x,  y)    und    fei   m  >  p,    und    zwar    m  =  p  -f-  r,  fo 

kann  man   durch    weitere  Ableitung   von  Diffen   aus  =  *  f°(x>  v)     zu 

x  y 

dm  d^  dr 

x    y  f°(x3  v)  =  *  *MX>  v)  übergehen.     Sei  nun    ferner  q  >  n   und  fei 

dmdn 
q  =  n  +  s,  fo  kann  man  durch  weitere  Ableitung  von  •  ~  f0(x,y)zu 

x   y 

^  *  fo(x,  y)  =  ~  y0(x,  y)  übergehen.   Sollten  nun  beide  Teildiffe  derfelben 

ursprünglichen  Folge  entsprechen,  fo  müsste  ?V/°(x?y)==!?  v  *»(x?  y) 

x  x   y 

=  r"  <jpo(x,  y)  fein.     Da  dies  im  Allgemeinen    nicht  der  Fall  fein  kann, 

fo  giebt  es    dann   alfo    auch  nicht   eine   ursprüngliche   Folge,    welcher 
jene  beiden  Teildiffe  entsprechen,  diefelben  find  alfo  dann  nicht  integrabel. 

In  jedem  Falle   giebt  es  keine  bestimmte   Integre,   vielmehr  kann 
man    einer   jeden    folchen    Integren    die   höchst    willkürlichen    Folgen 

jjwfl  Bxay*  +  Ijw  bxcyb  zuftlgen,   fofern  nur  a  <  p  und  b  <Z  n  bleibt. 

b.  Für  die  Mitteldiffe  mehrer  Veränderlichen. 

Der  Satz    folgt    unmittelbar   aus   dem    ersten   Teile   des  Beweifes, 
wenn  man  schritt  weife  von  2  zu  mehr  Veränderlichen  vorgeht. 


15.  Die  Diffgleichungen  (Differentialgleichungen)  zweier  und 
mehrer  Veränderlichen. 

a.    Die    allgemeinen    Sätze. 

Bei  den  Diffgleichungen  (Differentialgleichungen)  zweier  und  mehrer  Ver- 
änderlichen lassen  die  bisherigen  Lehrbücher  es  noch  an  Strenge  der  Form 
fehlen.      Die    Herren    Mathematiker    benutzen    ohne    Bedenken     die    Formeln 

dy 

jr^fo(x,  y)  =  qro(x,  y)    und    dy  fo(x,  y)  =  dxgr0(x,  y),    obwohl    diefelben    weder 

gelten,  wenn  dx  ^  0,  noch  wenn  dx  ^  0  ist,   und  halten  es  gar  nicht  der  Mühe 
wert,  ihr  Verfahren  zu  rechtfertigen  und  zu   be weifen.    Ihnen   genügt  es,   wenn 
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Re  damit  nur  rechnen  "nd  neue  Sätze   bez.  Formeln  ableiten  können.     Will  man 
*    hier  zu  wissenschaftlicher  Strenge   der  Form  kommen,    fo  muss   ein   neuer  Weg 
eingeschlagen  werden. 

Es  wird  zweckmäßig  fein,    den  Gang,    der  hierfür   einzuschlagen  ist,    wenn 
man    der   Strenge   der    Form   nichts    vergeben    will,    einleitend   anzugeben,   und 

dadurch  die  Sätze  vorzubereiten.    Nach  Satz  95  ist  *y  =:  *y •  *u  und  nach  Satz  96 
ist  j*u=  — >  mithin  ist  fy^{|y:!?x-     Führt   man   nun,   fofern   alle   Diffe    nach 

einer  und  derfelben  Veränderlichen  u   genommen  werden,    für    die  Diffe   nach  u 
die  einfachen  Zeichen  ijxi  Hy>  9V  e^n^    fo    dass   *lfo  Jx    (gelefen  Diff   von  x) 

das  einfachere  Zeichen  für  »x  ist,    oder  mit  andern  Worten  i|x  =    x  gefetzt  ist, 

und  dass  ebenfo  Jy  =  *y,  <jz  =  "i,  •  •  •  gefetzt  ist,  fo  haben  wir 

8y  =  j*y  :Jxs  1Z,  alfo  einen  einfachen  Bruch  zweier  Diffe  (Differential quotienten), 
x        u     u         jjx 

für  welchen  alle  Gefetze  der  Zahlenlehrc  gelten. 

Dann  kann  man  alfo  auch  statt  ^yf/x,  y)  +  ^o(x,y)  =  0,  auch 

(*)    I?  fo(x,  y)  -f-  <jpo(x,  y)  =  0  und  alfo  auch  ^y  fo(x,  y)  +  Jx  <jn0(x,  y)  =  0 
Sx 
schreiben. 

Für  das  Integern  hat  man  ferner  »ach  Satz  211 
(x       ky)x-v  ~  v       **Y'     hieraus  folgt»    wenn  man  in  der  obigen  Gleichung  (*) 
3y  =  j|y  und   |*x  ^=  x  einführt,  und  die  Integre  nimmt,  alfo 


(l     Vo(x,y))8y+(j|     VoU,y))2x  =  0,  fo  wird  hieraus 


J    V*,y)  +  *    Vo(^y)  =  o. 

Nach  diefen  Vorbemerkungen  gehen  wir  zur  Entwicklung  der  Sätze  über. 

392.  Erklärung.  Bei  den  Diffe n  (Differentialquotienten)  von  zwei 
oder  mehren  Veränderlichen  nennen  wir,  fofern  alle  diefe  Diffe  nach 
einer  und  derfelben  Veränderlichen  genommen  find,  die  Diffe  nach 
diefer  Veränderlichen  einfache  Diffe   und  bezeichnen   diefe  durch 

das    einfache   Diffzeichen,    cjx,  £y,  <|z, gelefen   Diff  von  x, 

Diff  von  y  u.  f.  w. 

Bemerkt    fei    nochmals,   dass   diefes    einfache   Diffzeichen    immer    nur   das 

Zeichen  eines  Differentialquotienten   ^x  ist  und  bleibt. 

393.  Satz.     Die  einfachen  Diffe  gx,  gy,  d,z,.-  find  gleich  den  Diffen 

(Differentialquotienten)  ~x,  ~y,  ^V  •>  fofern   alle  Diffe   nach  u   ge- 
nommen find. 

Beweis.     Unmittelbar  nach  392. 


Beweis.     ^  =  (ujr)x11  (nach  95) 
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Satz.    Der  Diff  von  einer  Veränderlichen   nach   einer  zweiten  394. 
Veränderlichen  ist  gleich    dem  einfachen  Diff   von  der  ersten  geteilt 
durch  den  einfachen  Diff  von  der  zweiten  Veränderlichen;  für  diefen 
Brach  gelten  alle  Gefetze  der  Zahlenlehre  oder 

x 

(nach  96) 

=  d7 :  dx  =  ¥  (nach  392)- 

ax 

Für  diefen  Bruch  gelten,  wie  für  jeden  Bruch,  alle  Gefetze  der 
Zahlenlehre  nach  Zahlenlehre  180—187. 

Bemerkt  möge  hier  werden,  dass  (liefer  Satz  nur  für  den  ersten  Diff,  nicht 
aber  für  höhere  Diffe  gilt.    Bereits  |V  =  J  ßy\  =  |  (Jy :  jjx)  =  |  (j|y  .  9X\  giebt 

nach  94  gedifft,  durchaus  nicht  *  y  =  |*y :  tjax. 

Erklärung.    Eine  Diffgleichung  (Differentialgleichung)  395. 
erster  Ordnung  von  zwei   oder  mehren  Veränderlichen  heist  eine 
Summe    von  Gliedern,    deren  jedes   das  Zeug    oder  Produkt  ist  einer 
Folge   (Funktion)   diefer  Veränderlichen   und    des   ersten    Diffs    von 
einer  Veränderlichen  nach  einer  Veränderlichen  oder 

Die  Form  derfelben  ist 

£*&,(*,  y,v  •)  +  fyfo*(x,y,v  0  +  £*£*(*,  y,v  0  +  •  =  0. 

8 atz.     Jeder   Diffgleichung   erster   Ordnung   mehrer   Veränder-  396. 
liehen  kann  man   die  Form  einer  Summe   geben,   in  der  jedes  Glied 
das  Zeug  oder  Produkt  ist  einer  Folge  (Funktion)  der  Veränderlichen 
und  des  einfachen  Diffs  einer  der  Veränderlichen  oder 

Man  kann  ihr  die  Form  geben 
äxfÄ1(x, y,  z,. .)  +  äyfoaC**  y,  v  0  +  ä*l*(x,  y>  V  0  +  •   —  0. 

Beweis.     Nach  395  ist  die  Form  diefer  Gleichung 

fxf01(x,y,z,.0  +  fyfo2(x,y,z,..)  +  fzfoa(x,y,V  0  +••=<>. 

Nach   86    ist   aber    §x  =  1,  und  nach  394  ist   §y  =  £?, 
x  x         d* 

Öz  —  —-,•  •  •.     Führt  man  diefe  Werte  in  die  Gleichung  ein  und  ver- 


397—399.  Folgelehre.  184 

vielfacht  oder  multiplizh-t  mau  die  Gleichung  dann  mit  £x,    fo  ergiebt 
(ich  unmittelbar  der  Satz. 

397.  Satz.  Die  erste  Integre  nach  x  einer  Diffgleichung  (Differential- 
gleichung) erster  Ordnung  von  zwei  oder  mehren  Veränderlichen 
erhält  man,  indem  man  in  jedem  Gliede  der  Diffgleichung  statt  des 
ersten  Diffs  nach  x  die  erste  Integre  nach  x  fetzt  oder 

x      [J*fo.(x,y,z,..)+  Jyfo2(x,y,z,..)  +  Jzf^x^z,.  •)  +     ] 

= J    *,Äy, v o  +  J    H*>y>*>- •)  +  J    «»Äy»v •)+••• 

Beweis.     Nach  192  ist 
J      [2xfoi(x,y,z,. .)  +  |yfi,(x,y,  v  0  +  Jz fi,(x,  y,  z5 .  •  )  +  ••] 

=  J      2xfo4(x,y,z,..)  f  2~l2yf«(x.J,VO 

*=2     ^O'JSV-)  +  y     f*(x,y,v)  +  2     f«(x,y,z,-0  +-., 

da  2X=  1   llucl1  Sih  und  da  2      (f°y)2^==v      ^  uach  211  ist* 

Für  die  weitern  Betrachtungen  der  Diffgleichungcn  wird  es  erforderlich 
fein,  die  Bedingungen  zu  unterscheiden,  unter  welchen  die  Veränderlichen  un- 
abhängig von  einander  find,  und  die,  unter  welchen  Äc  abhängig  von  einander  find. 

398.  Erklärung,  unabhängig  von  den  Veränderlichen  t,n,v,  •  - 
heisen  die  Veränderlichen  x,y,  z,--,  wenn  floh  die  letztern  nicht  als 
Folgen  oder  Funktionen  der  erstem  darstellen  lassen. 

Abhängig  von  den  Veränderlichen  t,  u,  v,--  heisen  die 
Veränderlichen  x,  y,  z,**,  wenn  lieh  letztere  als  Folgen  oder  Funk- 
tionen der  erstem  darstellen  lassen. 

Unabhängig  von  einander  oder  frei  heisen  die  Veränder- 
lichen, wenn  fich  nioht  eine  derfelben  als  Folge  oder  Funktion  der 
andern  darstellen  lässt. 

399.  Satz.  Wenn  eine  Veränderliche  abhängig  ist  von  einer  andern 
Veränderlichen,  fo  ist  auch  die  zweite  abhängig  von  der  ersten,  und 
wenn  eine  Veränderliche  unabhängig  ist  von  einer  zweiten,  fo  ist 
auch  die  zweite  unabhängig  von  der  ersten. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  der  Erklärung  398.  Denn  wenn 
y  =  f«x,   fo    kann   auch   daraus  x  =  y0y    abgeleitet   werden;   dagegeu 
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wenn  y  nicht  einer  Folge  (Funktion)  von  x  gleichgefetzt  werden  kann, 
fo  darf  auch  nicht  x  =  y0y  gefetzt  werden,  da  hieraus  y  =  f«x  ab- 
geleitet werden  könnte. 

b.    Die   Diffgleichungen   abhängiger  Veränderlicher   und   die 

Einführung  neuer  Veränderlicher. 

Die  Diffgleichungen  (Differentialgleichungen)  zweier  und  mehrer  Ver- 
änderlichen bieten,  wie  wir  gefehen  haben,  vielfach  Schwierigkeiten,  welche  Äch 
nur  hefeitigen  lassen,  indem  man  neue  Veränderliche  einfährt.  Es  kommt  dies 
grosenteils  daher,  dass  man  Veränderliche  zu  Grunde  gelegt  hat,  welche  reibst 
Folgen  (Funktionen)  anderer  Veränderlichen  find)  und  welche  daher  die  Gefetze 
nicht  in  ihrer  einfachen  Gestalt  erkennen  lassen.  Durch  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher kann  diefem  Uebel  vielfach  abgeholfen  werden  und  gelingt  die  Löfung 
von  Aufgaben,  welche  nach  den  frühem  Sätzen  unlösbar  erschienen. 

gm 
In  den  früheren  §§  haben  die  Formeln  die  Form  gehabt  '  fax  =s  qpox,  wo 

der  Di  ff  x  die  eine  Seite,  eine  Folge  von  x  die  andere  Seite  der  Gleichung 
bildete.  Bei  den  Diffgleichungen  aber  erscheinen  ein  oder  mehre  Diffe  als  Glieder 
oder  auch  als  Fache  (Factoren)  eines  Gliedes  in  einer  Gleichung;  die  Gleichung 
kann  dann  erst  gelöft  werden,  wenn  es  gelingt,  die  Gleichung  fo  umzugestalten, 
dass  man  fie  auf  eine  der  früheren  Formen  zurückführt. 

Für  diefe  Umgestaltung  ist  die  Einführung  neuer  Veränderlicher  oft  fehr 
nützlich-,  man  kann  den  Diffen  (Differentialquotienten)  eine  einfachere  Gestalt 
geben,  ohne  dass  der  Strenge  der  Form  dadurch  etwas  vergeben  wird. 

Erklärung.     Gleiohstufig  oder  homogen   heisen   die  Folgen  400. 
(Funktionen)   zweier  oder  mehrer  Veränderlichen,  wenn  in  der  auf 
Hüll  gebrachten  Summe   derfelben  in  allen  Gliedern  die  Summe  der 
Stufen  (Exponenten)  aller  Veränderlichen  gleich  ist,  oder  wenn 

Sa      xa  y*  zc  •••=*=:  0,  #wo  tt  +  i  +  CH =  m. 

Satz.    Jede  Diflgleiohung  (Differentialgleichung)   zweier   Ver-  401. 
änderliehen  mit  gleichstufigen  Folgen  ist  durch  Einführung  einer  neuen 
Veränderlichen  trennbar  und  läset  fich  integern  und  zwar  ist,  wenn 
y  s=  xz  gefetzt  wird  und  gxS  (att  xm^ya)  +  $y  (Sb*  xm^  y*)  =  0  ge- 

geben  ist,  die  Integre  |    -+*    ^-^-  __  =0. 

Beweis.     Gegeben  ist  flx(Saa  xm"a  yft)  +  &  (Sb*  x™"*  y*)  =  0. 

Setzen  wir  y  =  xz,  alfo  (|y  =  z£x  +  x£z,  fo  ist 
<|x  J9aa  xm  zft)  +  (Sbj  xm  z*)  (zgx  +  xgz)  =  0, 
und  diefe  durch  xm  geteilt,  da  x£0  ist 

(Saaza  +  Sb6z*  +  l)dx  +  xCSb*zb)dZs==0 
dies  durch  (Sa^  za  +  Sbj  z*  + !)  x  geteilt,  ergiebt 
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— <lx  +  s «-,   7j7 — ir-j-i  d^  =  0,  mithin  nach  397,  die  Diffe  nach  x 

x*        8aa  za  +  Sb*  zb  + l  H  '  ' 

genommen,  *     -  +  J   ^  ^  +  ^  ^  +  f  =  0. 

402.  Erklärung.  Folgen,  welche  fich  gleichstufig  machen  lassen, 
nennen  wir  gleichstufbare  Folgen. 

Da  die  Folgen  für  jeden  Wert  der  Veränderlichen  gelten  müssen,  so  kann 
man  Ae  in  manchen  fallen  dadurch  gleichstufig  machen,  dass  man  statt  der  ge- 
gebenen neue  Veränderliche  einführt. 

403.  Bat«.  Die  Gleichung  (a  +  bx  +  cy)  £x  +  (e  +  fit  -f  gy)  ^y  =  0 
lässt  fich,  fofern  bg  £  cf  ist,  gleichstufig  machen,  indem  man 
x  =  t  +  a  und  y  =  u  +  ß  fetzt,  wo  a  und  ß  Beständige  find.  —  Sie 

lässt  fich  getrennt  machen,  wenn  bg  =  cf  ist 

eo  —  gg           gf —  eb 
Im  entern  Falle  fetze  a  =  T -— ,  ß  =  e — ^;  dann  ist 

bg  —  cf  r       bg  — cf' 

(bt  +  ou)  <|t  +  (ft  4-  gu)  <[u  =  0. 

Im  zweiten  Falle  fetze  bx  +  cy  =  z,  dann  wird 

,  Ceb+fz)jz  _ 

a    T  abc  —  eb*  +  (bc  —  fb)* 

B  e  w  e  i  8.   1.  Setze  x  =  t  +  a,y=u  +  /?,  dann  wird  die  Gleichung 
(a  +  ba  +  cß  +  bt  +  cu)  £t  +  (e  +  fa  +  gß  +  R  +  gu)  g  u  =  0. 
Setze 

ec  —  ag    Ä      af — eb 
a  +  ba  +  cß  =  0,  e  +  fa  +  gß  =  0,  so  wird  a  =      _^  ß  «=  j-— f 

Dann    ist  die  Gleichung  gleichstufig.     Aber  wenn  bg  —  cf  =  0  ist,    fo 
ist  diefe  Einführung  unbrauchbar. 

2.    In   diefem  Falle  wird    die  obige  Gleichung,  da  bg  =  cf  oder 

-  =  £  ist,,  ad[x  +  egy  -f  (bx  +  vy)  (<|x  +  -  gy)  =  0.      Setze    hier 

bx  +  cy  =  z,  oder  y  = x,  also  Ay  =  ^ äx 

'7  cc  ^         c         c  a 

so  erhalten  wir 

e            eb                            ff 
a<|x  -) —  <|z £x  +  z(<|x  +  r~  äz dx)  *  ^  °^er  m^  bc  multi- 

C  C  JDC  C 

plizirt  (abc  —  eb*  +  z  (bo  —  f b)  §x  +  (eb  +  fe)  flz  *=  0 
(eb  +  fejflz  _ 

»x  t  ftbc  _  eb»  +  (bc  _  f  b)  z 


187  Die  Diffgleichungen  zweier  und  mehrer  Veränderlichen.  404 405. 

3.    Wird  in  diefem  Falle  bc  —  fb  =  0,  d.  h.  f  =  c,  fo  folgt 
.    (eb+cz)dz       A     Ir         .     2ebz  +  cz* 
*X  +    abc  -  eb»  =  °'  alf°  X  +  2(abc-eb>)  =  °' 

Ganz  in  gleicher  Weise  lassen  sich  Gleichungen  der  Form 

O  +  bx+cy)f,  +  (e  +  fx  +  g7)8m=0 

gleichatufig  machen. 

Die  Diffgleichungen  von  einander  abhängiger  Veränderlicher  haben  für 
die  strengen  Wissenschaften  einen  nur  geringen  Wert  und  Und  vielfach  be- 
arbeitet; hier  übergehe  ich  diefelben. 

Viel  wichtiger  And  die  Diffgleichungen  von  einander  unabhängiger  Ver- 
änderlicher, zu  denen  wir  uns  jetzt  wenden. 

c.    Die   Diffgleichungen   von   einander   unabhängiger 
Veränderlicher. 
Satz.    Wenn  zwei  Veränderliche  unabhängig  von  einander  find,  404. 
fo  find  auch  alle  Diffe  der  einen  nach  der  andern  entweder  Null  oder 
Eins  geteilt  dnroh  Null,   und  umgekehrt,  wenn  alle  Diffe  der  einen 
Veränderlichen  nach   der   andern  Null  oder  Eins  geteilt  dnroh  Null 
find,  fo  find  die  beiden  Veränderlichen  unabhängig  von  einander. 

ja  j 

Beweis.     Wenn  ~  y  =  c  wäre,  wocJO  und  auch  £  jr,   fo 

folgte  y  ass  *  c  =  -xa  (nach  195),  d.  h.  es  wäre  y  gleich  einer  Folge 
von  x,  alfo  nicht  unabhängig  von  x.  Wenu  alfo  y  unabhängig  von  x 
fein   foll,   fo   muss  ^y  entweder  Null  oder  Eins  geteilt  durch  Null  fein. 

8ei  fy  =  0,  so  ist  ^x=jr  nach  96,  fei  fy  =  7r,    fo  ist  *fx  =  0. 
x  y        k)  x        u  y 

Satz.    In  jeder  Diffgleiohung  erster  Ordnung  =  0,  in  weloher  405. 
die  Veränderlichen  unabhängig  von  einander  sind,  'ißt  jedes   Glied 
gleich  Null  oder  wenn  x,  y,  z  •  •  •  unabhängig  von  einander  find  und  wenn 

JxfotCx.y.z,.  •)  4  fyfo2(x,y,z,.  0  +  £z  f*  (x,  y,  z,  •  -j  +  •  ==0ist,foist 
fci  (x,  y,  z,-  •)  =  0,  fca  (x,  y,  zr  .)  =  0,  fi*  (x,  y,  z,.  0=0      u.  s.  w. 

B  e  w  e  i  8.     Wenn 
Jxfd  (x,  y,  z,.  •)  +  Jy  in  (x,  y,  z,.  •  )  +  Jz  f^  (x,  y,  v  .)  +  . .  =  0 
ist,   fo   ist,   da  y,  z,  •  •   unabhängig    von   x   find,    nach   400  **y  =  0, 
~z  =  0,. .,  mitbin  ist,  da  nach  86  jx  =  1  ist,  Ui  (x,  y,  z,-  •)  =  0. 
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Ebenfo  folgt,  da  auch  x,  z,  •  •  unabhängig  von  y  find,  fq  (x,  y,  z,  •  • )  =  0, 
ebenso,  da  auch  x,  y,  u,  •  •  unabhängig  von  z  find,  £g  (x,  y,  z,  •  •)  =  0  u.  8.  w. 

406.  Satz.    Für  jede  Diffjgleiohung  erster  Ordnung  =  0,  in  welcher 
die  Veränderlichen  unabhängig  von  einander  find,  y«(x,  y,  z,-  •)  = 

Jxfo!  (x,  y,  v  0  +  Jy  fq  (x,  y,  v  .)  +  J z  £„3  (x,  y,  z,.  •)  +  •  •  =  0, 
erhält  man  die  Integren 

&~\  (x,y,z,.  0  =  0,  *~\  (x,y,z,.   )  =  0,  JT'  £*  (x,y,z, .  •)  =  0. 

Beweis.      Nach   401    folgt    aus   der   gegebenen   Gleichung    die 

Formel  g>x  =  ^x  foi  (x,  y,  z,  •  • )  =  0,  mithin  ist 

J    SPo(x,y,z,..)  =  f     [fxfol(x?y,z,.)]=J     Mxj,v)».8.w. 

407.  Satz.    Für   die  Oleiohungen  aller  von  einander  unabhängigen 
Grösen  gelten  die  Gefetze  des  ersten  Abschnittes  der  Ausdehnungslehie. 

Beweis.  Die  Erklärungen  find  in  beiden  Wissenschaften  ganz 
diefelben  und  folgen  daher  auch  diefelben  Gefetze,  da  auch  für  beide 
Wissenschaften  alle  Gefetze  der  Zahlenlehre  gelten. 

Wegen  der  weiteren  Sätze  über  die  Gleichungen  mit  mehren  •  von  einander 
anabhängigen  Grösen  kann  ich  mich  auf  die  Ausdehnungslehre  beziehen,  wo 
die  Sätze  über  Einführung  neuer  Veränderlicher  und  über  das  Gebiet  von  n freien 
Grösen  vollständig  erörtert  ist.  Ebenfo  findet  man  die  weiteren  Sätze  über  die 
Diffe  (Differentialquotienten)  und  über  die  Integren  und  Integrale  in  der  Er- 
weiterungslehre und  kann  hier  darauf  verwiefen  werden. 
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Vierter  Abschnitt  der  Folgelehre: 
Die    erweiternde  Folgelehre   oder  die  Lehre 
von  den  erweiterten  Folgen  oder  Funktionen. 


Erklärung.    Erweiterte  Folgen  oder  Funktionen  werden  die  408, 
Folgen   oder  Funktionen  genannt,   für  welche  ganz  neue,  eigentüm- 
liche Gefetze  gelten. 

Solche  erweiterten  Folgen  oder  Funktionen  And  die  Fourierschen,  die 
Bernouillischen,  die  Gamma,  die  elliptischen  Funktionen  u.  s.  w.  Es  sind  die 
Gesetze  derfelben  von  groser  Wichtigkeit. 

Bei  meinem  vorgerückten  Alter  aber  und  bei  den  vielen  mir  noch  ander- 
weitig vorliegenden  Arbeiten  muss  ich  es  mir  vertagen,  auf  diefelben  einzugehen 
und  dies  um  fo  mehr,   da  ich  hier  noch  nicht  neue  Wege  eingeschlagen  habe. 


»  »  » 


Die 


oder  die  Fi 


von  den  extenDven  Grösen 


der 


niedere  Zweig  der  Synthefe. 


Dritter  Zweig 


der 


Formenlehre  oder  Mathematik. 


Vorwort. 


Die  Geschichte  der  Ausdehnungslehre  oder  der  Wissenschaft 
von   den  extenfiven  Größen  ist  eine  fehr  kurze. 

Die  Idee  derfelben  ist  zuerst  um  1700  n.  Chr.  von  Leibniz  an- 
geregt. Er  nennt  diefelbe  eine  geometrische  Charakteristik  und  rühmt 
von  ihr,  dass  fic  Air  jede  Aufgabe  der  Raumlehre  zugleich  Löfung, 
Zeichnung  und  Beweis  auf  einlache  Weife  gebe,  dass  fie  ebenfo  die 
Bewegungslehre  oder  Mechanik  neu  begründe  und  für  die  Erforschung 
des  innern  Baues  der  Körper  Groses  leisten  müsse,  ja  dass  fie  auch 
auf  andere  Dinge  der  Außenwelt   die  reichsten  Anwendungen   zulasse. 

Nach  Leibniz  hat  diefe  Idee  lange  geruht. 

Zwar  hat  mein  Vater,  der  Professor  Justus  Grassmann  „Raumlehre 
Teil  Uu  Berlin  1824  Seite  194  und  ferner  „Trigonometrie"  Berlin  1835 
Seite  10  das  Rechteck  bezüglich  das  Parallelogramm  als  das  wahre 
geometrische  Produkt  und  die  Konstruktion  desselben  als  die  eigentliche 
geometrische  Multiplikation  aufgefaßt.  Zwar  hat  „Möbius  barjcen- 
trischer  Kalkül"  Leipzig  1827  die  Addition  der  Punkte  und  Bella vitis 
in  „ Annali  delle  scienze  de  regno  Lombardo-Veneto*  1835  und  1837 
die  geometrische  Addition  der  Strecken,  ibwie  unabhängig  von  ihm 
auch  „Möbius  Mechanik  des  Himmels,  Leipzig  1843"  gleichfalls  die 
geometrische  Addition  der  Strecken  gelehrt.  Aber  alle  diefe  Verfuche 
blieben  doch  nur  vereinzelt  und  kamen  nicht  zu  einer  allgemeinen 
Auffassung  der  Sache,  fondern  blieben  nur  in  einzelnen  geometrischen 
Betrachtungen  befangen. 

Der  erste,  der  die  Idee  der  Ausdehnuugslehre  als  eines  neuen  Zweiges 
der  reinen  Mathematik  aufgefasst  und  ausgebildet  hat.  ist  mein  Bruder. 


IV  Ausdehnungslehre. 

Hermann  Grassmann  gewefen.  Derfelbe  machte  im  Winter  1839  bis 
1840  eine  grose  Arbeit  über  die  Ebbe  und  Flut,  studirte  dazu  Lagrange 
mecanique  analytique  und  Laplace  mecanique  Celeste,  verfuchte  bei 
diefen  Arbeiten  die  Sache  durch  Addition  bez.  Multiplikation  der  Be- 
wegungen zu  vereinfachen,  und  kam  fo  zunächst  zu  einer  Reihe  von 
Gcfetzen  über  Addition  und  Multiplikation  von  Strecken  bez.  Bewegungen. 
Er  verfolgte  die  Sache  in  den  folgenden  Jahren  weiter  und  gab  ^Die 
lineale  Ausdehnungslehre*1  Leipzig  1844  heraus.  In  diefem  Werke  geht 
er  noch  vorwiegend  von  geometrischen  Grösen,  bez.  statischen  Mo- 
menten aus  und  fucht  daraus  die  Gefetze  der  neuen  Wissenschaft  zu 
gewinnen.  Auch  die  Preisschrift  ^Geometrische  Analyfe*,  geknüpft 
an  die  von  Leibniz  erfundene  Charakteristik*1  Leipzig  1B47  steht  noch 
ganz  auf  diefem  Standpunkte.  Am  15.  September  1845  lehrte  nun 
auch  Saint- Venant  in  Paris,  ohne  das  Werk  des  Bruders  zu  kennen, 
die  geometrische  Multiplikation  der  Strecken  in  TComptes  rendus* 
Paris  1845,  Tom.  21,  S.  620  ff.  Der  Bruder  fandte  daher  zwei  Exem- 
plare feines  Werkes  an  Cauchy  in  Paris,  eins-  für  Cauchy,  eins  für 
Saint-Venant;  der  Empfang  der  Bücher  ist  bestätigt.  Cauchy  hat  da- 
durch angeregt,  ähnliche  Betrachtungen  angestellt  und  demnächst 
„Comptes  rendus^  Paris  1853  eine  Methode  veröffentlicht,  um  ver- 
mittels gewisser  fymbolischer  Grösen,  welche  er  clefs  algebriques  nennt, 
algebraische  Gleichungen  und  verwandte  Probleme  zu  löfen;  eine  Me- 
thode, welche  genau  mit  der  in  H.  Grassmann  Ausdehnungslehre  von 
1844  (§  45,  46  und  93)  dargestellten  tibereinstimmt.  Er  ist  dabei 
offenbar  in  dem  Glauben  gewefen,  dass  diele  Methode  von  ihm  her- 
rühre, indem  er  vergessen  hatte,  woher  er  die  Anregung  zu  diefer 
Methode  erhalten  hatte.  Der  Bruder  glaubte  es  der  Sache  schuldig  zu 
fein,  dass  er  eine  Prioritäts-Reklamation  an  die  Parifer  Akademie  fende; 
diefelbe  ist,  wie  die  „Comptes  rendus  Tom.  38,  S.  741a  berichten,  im 
April  1854  einer  Kommission  zur  Prüfung  und  Berichterstattung  über- 
geben; allein  weder  Cauchy,  noch  diefe  Kommission  haben  ein  Wort 
darüber  verlauten  lassen.  Es  ist  die  Priorität  des  Bruders  alfo  un- 
zweifelhaft. 

Im  Jahre  1847  verbanden  lieh  nun  die  Brüder  Hermann  und 
Robert  Grassmann,  um  die  Ausdehnungslehre,  unabhängig  von  der 
Geometrie,  als  eignen  Zweig  der  reinen  Mathematik  in  strenger  Form 
durch  Formentwicklung  abzuleiten  und  bis  zu  den  Grenzen  ihres 
Geltungsgebiets  zu  entwickeln.  Das  damals  ausgearbeitete  Heft  von 
132  Seiteu  ist  noch  heute  im  Befitze  de*  Verfassers,     In  diefer  gemein- 
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Tarnen  Arbeit  behandelten  fie  zunächst  die  Gebietslehre  bis  zu  den  Ge 
bieten  nter  Stufe  und  der  Unabhängigkeit  derfelben  von  den  ursprüng- 
lichen Einheiten  und  gewannen  hier  bereits  den  Satz,  dass  die  Summe 
der  Stufenzahlen  zweier  Gebiete  gleich  der  Stufenzahl  des  beide  um- 
fassenden oder  des  verbindenden  Gebietes  plus  der  Stufenzahl  des  beiden 
gemeinschaftlichen  Gebietes  fei. 

Sie  leiteten  demnächst  die  verschiedenen  Arten  der  Multiplikation 
ab  und  kamen  bereits  damals  zu  den  drei  Arten  derfelben :  der  Flachung, 
welche  fie  äusere  Multiplikation  nannten,  der  Schattung  oder  der  innern 
Multiplikation  und  der  additiven  (algebraischen)  Multiplikation. 

Bei  der  Flachung  oder  äusern  Multiplikation  leiteten  fie  zunächst  die 
Gefetze  der  Flachung,  namentlich  die  Gefetze  über  den  Zeichenwechfel 
bei  Vertauschung  der  Fache  oder  Paktoren,  fowie  die  Gefetze  der 
linealen  Aenderung  ab,  behandelten  dann  das  Produkt  zweier  Grösen 
höherer  Stufen  oder  die  Flache  der  Flache  und  die  Summen  diefer 
Flache  und  entwickelten  die  Gefetze  der  bezüglichen  Flachung,  wie  die 
der  Ergänzungen  zum  Hauptgebiete  und  die  der  Zurückleitung  auf  ein 
Gebiet. 

Bei  der  innern  Multiplikation  (der  Schattung)  leiteten  fie  die  Be- 
ziehung der  innern  Multiplikation  zu  der  Multiplikation  der  Ergänzungen 
ab,  ebenfo  die  Sätze,  wann  das  innere  Produkt  Null  wird,  fowie  den 
Satz  über  die  Gleichheit  der  innern  Quadrate,  oder  mit  andern  Worten 
den  Satz  für  die  Einführung  der  Winkel. 

Bei  der  additiven  Multiplikation  (der  Flechtung)  endlich  entwickelten 
fie  die  Gefetze  derfelben,  führten  demnächst  den  Quotienten  ein,  leiteten 
die  Gefetze  für  die  Divifion  ab,  wie  für  die  Affinität  und  die  Multipli- 
kation der  Quotienten,  und  gelangten  zu  den  Potenzen  der  Quotienten 
wie  zu  den  Produkten  mit  einer  und  mehren  Luken  und  zu  dem 
polynomischen  Lehrfatze  ftlr  diefe  Art  der  Produkte.  Fassen  wir  dem- 
nach Alles  zufammen,  fo  waren  in  diefem  Jahre  bereits  alle  Zweige 
der  Ausdehnungslehre  in  strenger  Form  entwickelt,  wenn  gleich  die 
Form  noch  vielfach  zu  wünschen  übrig  lies  und  die  Details  diefer 
Zweige  teilweife  noch  nicht  entwickelt  waren.  Welchen  Anteil  jeder 
der  beiden  Brüder  an  den  Kefultateu  diefer  gemeinfamen  Arbeit 
hatte,  lässt  fich  nicht  mehr  genau  feststellen,  indem  bald  diefer  bald 
jener  entscheidend  eingriff  und  Schwierigkeiten  überwand.  Jeder  von 
beiden  Brüdern  ftlhltc,  dass  er  allein  erlahmen  würde,  wenn  er  die 
Ideen  mit  eiferner  Konfequenz  bis  in  die  letzten  möglichen  Operationen 
verfolgen  wollte,   und   dass    fie   nur   mit   vereinten  Kräften   die  Sache 
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zwingen.,  könnten.  Es  haben  eben  beide  zufammengewirkt  und  jeder 
feinen  Teil  beigetragen.  Es  will  aber  der  Verfasser,  Robert  Grassmann, 
indem  er  dies  Verhältniss  darlegt,  keineswegs  für  fieh  einen  Anteil  an 
der  Erfindung,  der  Ausdehnungslehre  vindiciren:  diefe  Erfindung  ist  und 
bleibt  das  alleinige  geistige  Eigentum  von  Hermann  Grassmann.  Dem 
Robert  Grassmann  kommt  nur  das  Verdienst  zu,  auf  die  Allgemeinheit 
der  Auffassung  und  auf  die  Strenge  der  Form  lungewirkt  und  dadurch 
an  der  Löfung  der  Schwierigkeiten  mitgewirkt  zu  haben. 

Wie  viel  Wert  beide  Brüder  auf  diefe  Art  des  Zufammenarbeitens 
legten,  das  zeigt  j  lieh  darin,  dass  fie,  fobald  es  wieder  möglich  war, 
nochmals  in  den  Jahren  1855  und  1856  diefe  Art  des  Zufammen- 
wirkens  verfuchten.  Aber  fie  waren  inzwischen  zu  verschiedene  Wege 
gegangen,  die  bisherige  Form  des  Zufammenarbeitens  wollte  nicht  mehr 
gelingen.  Sie  führten  daher  die  neue  Form  ein,  dass  der  eine  Bruder 
die  eine  Woche  die  Ausarbeitung  felbständig  vornahm,  diefe  Arbeit 
vortrug,  der  andere  Bruder  dann  die  Kritik  übte  und  feinerfeito  eine 
Woche  die  felbst&ndige  Arbeit  machte  und  fo  umschichtig.  Die  Arbeit 
ward  dadurch  fehr  wefentlich  gefördert.  Als  diefe  Arbeit  beendet  war, 
erkannten  die  beiden  Brüder,  dass  die  Arbeit  foweit  vollendet  fei,  als 
fie  durch  gemeinfames  Arbeiten  gefördert  werden  könne.  Sie  teilten 
fich  daher  die  weiteren  Arbeiten,  wobei  nur  bemerkt  werden  möge, 
dass  fie  auch  die  Zahlenlehre,  die  Logik  und  die  Kombinationslehre  in 
ganz  gleicher  Weife  getneinfam  bearbeitet  hatten.  Hermann  übernahm 
die  Herausgabe  der  beiden  mathematischen  Zweige:  der  Arithmetik 
und  der  Ausdehnungslehre,  Robert  übernahm  die  Herausgabe  der  beiden 
philofophischen  Zweige:  der  Logik  und  der  Kombinationslehre. 

Hermann  Grassmann  hat  zuerst  feine  Aufgabe  gelöft.  Er  gab 
1860  „Die  Arithmetik*  und  1862  -Die  Ausdehnungslehre  vollständig 
und  in  strenger  Form*  Berlin  bei  A.  Enslin  heraus.  In  diefem  Werke 
find  alle  Zweige  der  Ausdehnungslehre  und  auch  die  Anlange  der 
Funktionenlehre  der  ausgedehnten  Grösen  oder  der  Erweitcrungslehre 
dargestellt. 

Viel  später  als  der  Bruder  Hermann  ist  Robert  Grassmann  dazu 
gekommen,  feine  Aufgabe  zu  löfen.  Erst  im  Jahre  1872  gab  derfelbe 
die  Logik  und  die  Kombinationslehre  und  außerdem  die  Formenlehre 
oder  Mathematik,  eine  gedrängte  kurze  Ueberlicht  der  fünf  Zweige: 
jler  Grösenlehre,  der  Logik,  der  Kombinationslehre,  der  Zahlenlehre 
und  der  Ausdehnungslehre  heraus,    in  welcher  letztem  er  die  mannig- 
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fachen  Beziehungen  darstellt,  welche  diefe  Zweige  unter  einander 
bieten. 

Die  Ausdehnungslehre  hat  durch  die  Ausgabe  des  Werkes  H.  Grass- 
mann „Die  Ausdehnungslehre  vollständig  und  in  strenger  Form"  Berlin 
1862  ihre  Ausbildung  als  eigener  Zweig  der  Mathematik  erfahren. 
Leider  Ist  der  Bruder  Hermann  Grassmann  bereits  1877  gestorben,  das 
Werk  gegenwärtig  vergriffen.  Eine  neue  Ausgabe  desselben  durch  den 
Sohn  des  Verstorbenen  ist  in  Vorbereitung  begriffen;  fönst  hat  es  Nie- 
mand unternommen,  diefen  wichtigen  Zweig  der  Mathematik  auszu- 
arbeiten und  neu  darzustellen. 

In  der  Mathematik  durfte  diefer  wichtige  Hauptzweig  der  Mathe- 
matik mit  feinem  höhern  Zweige,  der  Erweiterungslehre,  jedenfalls  nicht 
fehleu.  Ueberdies  war  der  Verfasser  durch  die  gemeinfamen  Arbeiten 
mit  feinem  Bruder  Hermann  Grassmann,  wie  wohl  nur  wenige  andere 
eingeweiht  in  die  Gedanken  und  in  die  Entwicklung  diefes  Buches, 
hatte  wiederholt  an  dem  Zweige  gearbeitet  und  konnte  diefem  Haupt- 
zweige der  Mathematik  durch  die  Vergleiche  und  durch  die  Heran- 
ziehung der  andern  Hauptzweige  der  Denklehre  eine  erneute  und  in 
einzelnen  Begriffen  wohl  noch  verbesserte  und  klarere  Gestaltung 
geben.     Der  Verfasser  hat  daher  diefen  Hauptzweig  neu  ausgearbeitet. 


Einleitung  in  die  Ausdehnungslehre. 


Die  Idee  der  Ausdehnungslehre.  Zum  leichten  Verständnisse  der 
Aiisdehnungslehre  ist  es  wichtig,  dass  man  /ich  mit  der  Idee  der  Ausdehnungs- 
lehrc  vertraut  mache. 

In  der  Zahlenlehre  hatten  wir  nur  eine  Einheit,  die  Eins,  und  erzeugten 
durch  fortschreitendes  Zufügen  der  Eins  die  Zahlen,  welche  wir  fämmtlich  unter 
einander  ungleich  fetzten  und  dann  weiter  verknüpften. 

In  der  Ausdehnungslehre  fetzen  wir  nun  verschiedene  Einheiten,  und  nennen 
eine  Gröse  eine  neue  Einheit,  wenn  ne  fich  nicht  als  Vielfachenfumme  der  andern 
Einheiten  darstellen  läset.  Wie  bei  allen  mathematischen  Zweigen  gilt  auch  bei 
ihr  das  Gefetz  der  mathematischen  Zufügung,  dass  alle  durch  fortschreitendes 
Zufügen  diefer  Einheiten  enstandenen  Grösen  fämmtlich  einander  wie  den  Einheiten 
ungleich  fein  follen,  mit  andern  Worten,  auch  hieraus  folgt,  dass  lieh  nicht  eine 
Einheit  als  Vielfachenfumme  der  andern  Einheiten  darstellen  läset,  dass  Ach 
alib  nicht 

et  =  oj  ea  -|-  a3  e3  +  •  •  — |-  an  en  fetzen  lässt,  wo  a^  a2»>an  reine  oder 
reelle  Zahlen  And. 

Für  die  Ausdehnungslehre  gilt,  wie  für  alle  Zweige  der  Deuklehre,  die 
Einigung  beim  Fügen.  Es  gilt  hier  aber  auch  die  Vertauschung',  denn  will  man 
(ei  +  ei)  +  (fix  +  «a)  zufügen  können,  fo  muss  man  ei  und  ea  vertauschen  dürfen 
und  erhält  dann  2  (et  +  e^)  =  et  +  et  +  ea  -+-  e^  =  2et  -f-  2ej.  Es  gelten 
dann  auch  für  die  Ausdehnungslehre  alle  Gefetze  des  Zufügens  und  Abziehens, 
des  Vervielfachens  und  des  Teilens  mit  Zahlen,  wie  bei  der  Zahlenlehre. 

Es  gelten  dann  aber  auserdem  zunächst  die  folgenden  Gefetze.  Wenn 
«i  ei  +  «a  ^a  +  *  *+  °n  Cu  =  0  ist,  fo  müssen  et,,  c^.  •  •  *an  fämmtlich  gleich  Null 
fein*,   denu  füllte  auch   nur  eine  z.  B.  ax  ungleich  Null  fein,   fo  könnte  man  alle 

Glieder  durch  at  teilen  und  erhielte  dann  ei  +  -—  ea  -+-  •  •  •  -|-  —  en=0,  d.  h.  ej 

als  eine  Vielfachenfumme   der  andern,   was  gegen  die  Erklärung    der  neuen  Ein. 
heit  ist. 

Ferner  find  in  der  Auödehnungslehre  zwei  Grösen 
»  =  aiei+«aea  +  ,,,  +  aneu  und  b  =a  ßt  e,  -f-  ß2  e2  -f-  •  •  •  -|-  fln  en  dann  und 
H.  ÜrMsraana,  Ausdehnungslehre.  \ 
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nur  dann  gleich,    wenn  a{  —  /?,,  a2  =  ,ia, rrn  — r  ,Sn    ist/,    denn    zieht    man    die 

zweite  von  der  ersten  ab,  fo  erhält  man 

a  —  b  =  0  =  («j  —  ,*,)  e,  -f  (>ra  —  ,*2)  e2  = 1-  On  -  ßn)  en 

und    hier  muss,    wie  bewiefen  ax  —  jtx  =  0,  «a   —  ,*2  =  0,  •  •  •  rn  —  ,^n  ~Ö    fein. 

woraus  unmittelbar  ft{  =  £h  «2  —  /i^*  •  '"n  '=  Pn.  folgt. 

In  der  Ausdehnungslehre  kann  man  nun  auch  die  Einfachen  oder  Einheiten 

miteinander  weben  oder  multipli/.iren.     Auch  hier  niuss  für  das  Weben  Einigung 

gelten,    wenn    mau    überhaupt  Formvcrätidcruugeii   zulassen    will.     Dagegen    darf 

man  nicht  ec  =  e  fetzen,  denn  beachtet  man,  dass  nach  der  Grosenlehre  e-1  =  e 

e 
und  auch  1  =r         ist,   fo  erhält  man  dann 

.      "  e         ec  e  - 

"e  e  e 

(1.  h  es  werden  dann  alle  Einfachen  gleich  1  und  wir  find  dann  wieder  iu  der 
Zahlenlehre,  nicht  iu  der  Ausdehnungslehre. 

Wir  müssen  alfo  ee  ungleich  c  fetzen,  das  Einfachste  ist  ee.  gleich  Null  zu 
fetzen.  Soll  dann  auch  eine  andere  Gröse  als  Einlaches  oder  Einheit  gefetzt 
werden  können,  z.  B.  Cj  +  e2,  fo  ergiebt  /ich 

0  =  (ei  -|-  e2)  fo  -f-  e2)  =  6^,-1-  e,  e2  -|-  e2  e,  -{-  e2  e2  d.  h.  da  e,  ei  =•  0  nnd 
e2«e2  —  0,  fo  bleibt  0  =  ei  e2  -|-  e2  ej  oder  ej  e,  —  —  e,  e2. 
Diefe  Art  der  Webung  nennt  man  eine  Flachung  (kombinatorische  Multipli- 
kation), das  Ergcbniss  ein  Flach.  Für  die  Flachung  find  alfo  nur  die  Flache 
verschiedener  Einheiten  ungleich  Null  und  gilt  keine  Vertauschung.  Zur  Unter- 
scheidung von  andern  Zeugen  oder  Produkten  fetzt  man  da«  Flach  in  scharfe 
Klammer,  alfo  [e4  e2]. 

Wir  können  aber  auch  e.a  ea  ungleich  Null  fetzen.  Setzen  wir  hier  das 
Zeug  oder  Produkt  verschiedener  Einheiten  gleich  Null,  fo  erhalten  wir  die 
innere  Webung,  welche  iich  jedoch  leicht  auf  die  Flachung  zurückführen  lässt.. 
Die  Flachung  ist  daher  die  eigentliche  Webung  der  Ausdehnungslehre. 

Man  kann  endlich  fowohl  das  Zeug  oder  Produkt  gleicher  Einheiten,  als 
auch  das  verschiedener  Einheiten  ungleich  Null  fetzen  und  dann_Vcrtauschung 
gelten  lassen,  dann  erhält  man 

(ei  +  e2)  (e,  +  e2)  —  e,  et  +  e,  -e2  +  e2  -e,  +  e2  e2  ~  (c,  e,  +  e2  e2)  +  2et  e2 
Die  Webung  heist  dann  eine  Flechtuug,  das  Ergebniss  ein  Flocht,  (dies  Flecht 
entspricht  ganz  der  Rieh tgröse  oder  komplexen  Gröse  a  -j-  ib  in  der  Zahlenlehre, 

wd  i-  ( —  1)  'a  ist).  Diefe  letzte  Art  der  Webung  gehört  aber  nicht  mehr  der 
Ausdehnungslehre,  fondern  dem  höhern  Zweige  der  Ausenlehre  oder  der  Syn- 
thefis,  nämlich  der  Erweiterungsichre,  an. 

1.     Die  Giiindgel'etze  der  Grosenlehre. 

1.  Erklärung.     Die  Ausdehnungslehre    oder   die  niedere  Syntheßs 

ist  der  Zweig  der  Mathematik,  für  welchen  auch  Grösen  mit  ver- 
schiedenen Einheiten  zugefügt  und  gewebt  werden  und  fftr  welchen 
das  Zeug  oder  Produkt  mehrer  Einheiten  wieder  eine  neue  Einheit 
giebt. 


3  Die  Grondgefetzc  der  Grösenlehre.  2—5. 

Erklärung.  Die  Grösen  der  Ausdehnungslehre  find  entweder 
Einheiten,  oder  Vielfache  der  Einheiten  oder  Vielfachenfiunmen.  Die 
Vielfachensumme  der  Grösen  a^  aj,-  •  -an  heist  eine  Gröse  von  der 

Form  a,  at  -f  a%  a^  H [-  an  aD  =  S  «a  aa,  die  reinen  oder  reellen 

l,n 

Zahlen  au  a7r  •  -an  heisen  die  Vorzählen  oder  die  Koeffizienten,  die 
Griten  at,  a^     •  an  heisen  die  Grösen  der  Vielfechenfummen. 

Satz.  Fttr  die  Ausdehnungslehre  gelten  die  Grundformeln  und 
daraus  abgeleitet  folgende  Gefetie  der  Grösenlehre.  Man  kann  ohne 
Aenderung  des  Wertes 

1)  jede  Plus-  und  Malklammer  beliebig  fetten  oder  weglassen 
und  die  Ordnung  der  Stücke  beliebig  ändern, 

2)  beim  Weben  oder  Multipliziren  jede  Beiiehungsklammer  auf- 
löfen,  indem  man  jedes  Stück  des  einen  Faktors  mit  jedem 
des  andern  webt  oder  multiplizirt. 

3)  Das  Ergebnis«  jeder  diefer  Knfkpfungen  ist  wieder  eine  Ein- 
heitsgröse,  das  Zeug  oder  Produkt  der  Einheiten  ist  wieder 
eine  Einheit. 

Beweis:  Unmittelbar,  da  alle  Zweige  der  Mathematik  nur  Zweige 
der  Grösenlehre  find,  wie  He  oben  in  der  Grösenlehre  entwickelt  und 
bewiefen  ist. 

Es  ist  zweckmäßig  hier  darauf  aufmerkfam  zu  machen,  dass  man  zwar  die 
Ordnung  der  Stücke  beliebig  ändern  kaun,  nicht  aber  die  Ordnung  der  Fache 
oder  Faktoren,  für  welche  keine  Vertauschung  gilt.  Es  ist  zwar  ca  =  a«,  wo  a 
eine  Zahl  ist;  aber  nicht  ist  ei  ea  =  ea  e|. 

Satx.  Für  die  Grösen  der  Ausdehnungslehre  gelten  alle  Gefetie 
der  Zahlenlehre  über  das  Zufügen  und  Abziehen  und  über  das  Verviel- 
fachen und  Teilen  mit  Zahlen. 

Beweis:  Die  Grösen  der  Ausdehnungslehre  lind  entweder  Einheiten 
oder  Vielfachenfummen  von  Einheiten.  Für  die  Einheiten  der  Aus- 
dehnungslehre gelten  nun  genau  diefelben  Erklärungen,  wie  für  die  Ein- 
heitender Zahlenlehre,  mithin  selten  auch  ftlr  die  Einheiten  der  Aus- 
dehnungslehre  und  ftlr  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Vielfachenfummen  alle 
Gefetze,  welche  in  der  Zahlenlehre  aus  dielen  Erklärungen  abgeleitet 
find,  d.  h.  alle  Gefetze  des  Zuftigens  und  Abziehens,  alle  GePetze  des 
Vervielfachen«  tiud  Teilens  mit  Zahlen. 

Erklärung.  Einander  erfetzend  heisen  zwei  Vereine  von 
Gleichungen,  wenn  fieh  jeder  von  den  beiden  Vereinen  aus  dem  andern 
ableiten  lässt. 


6 — 8.  Ausdehnungslehre.  4 

6.  Satz.  Wenn  eine  Gröse  b  das  Vielfache  <za  ist  einer  andern 
Oröse  a  £  0,  fo  kann  man  statt  —  die  Zahl  a  fetzen,  oder  es  ist 

cta 

—  =  a,  wenn  a  >  0. 
a  v 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Satz  4  und  Zahlenlehre  167. 

7.  Satz.  Wenn  zwei  Orösen  a  nnd  b,  deren  zweite  nicht  Null  ist, 
Vielfache  find  derfelben  dritten  Oröse  c,  fo  kann  man  statt  die  erste 
dnrch  die  zweite  zn  teilen,  die  Vorzahlen  entsprechend  teilen  oder 
es  ist 

-  =--,  wenn  ßc  2  0. 
ßc       P 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Satz  4  und  Zahlenlehre  182. 

8.  Satz.  Eine  Gleichung,  deren  Glieder  alle  Vielfache  find  der- 
felben Gröse  a  ungleich  Null,  wird  dnrch  eine  Zahlgleichung  er- 
fetzt, welche  man  erhält,  indem  man  in  allen  Gliedern  die  Gröse  a 
forüässt  oder 

die  Gleichung  aa  +  /?a  -\ =  ata  +  fta  H 

wird  erfetzt  durch  die  Zahlgleichung 

«  +  ß  +  •  •  •  =  «i  f  ßi  +  •  •  • 
Beweis:  Unmittelbar  aus  Satz  6,   wenn  man  beide  Seiten  durch 
a  £  0  teilt. 


9—10. 


Erster  Abschnitt  der  Ausdehnungslehre: 
Die  Gebietslehre. 


2.    Die  freien  und  die  hörigen  Grösen. 

Erklärung.    Hörig  xu  den  Grösen  a*,  a^,  •  •  •  an  heist  eine    9. 
Gröse  b,  wenn  fie  fich  als  Vielfachenfumme  diefer  Grösen  darstellen 
lässt,  oder  wenn 

b  =  fti  aj  -f  Oi  a2  -| +  a  a  =  JS  a*  aa  ist. 

l,n 

Frei  von  den  Grösen  a^  %*,-  •  •  a»  heist  eine  Gröse,  wenn  fie 
fich  nicht  als  Vielfachenfumme  diefer  Grösen  darstellen  lftsst. 

Eine  Reihe  von  Grösen  ist  eine  freie  Grösenreihe,  oder  die 
Grösen   find  gegenfeitig  frei,   wenn  jede  frei  von  allen  andern  ist. 

Eine  Hörigkeit  oder  Abhängigkeit  herrscht  in  einer  Grösen- 
reihe, wenn  fich  irgend  eine  derfelben  als  Vielfachenfumme  der  andern 
darstellen  lässt. 

Deckend  oder  kongruent  heisen  zwei  Grösen  ungleich  Null, 
wenn  die  eine  das  Vielfache  der  andern  ist.  Das  Zeichen  des  Deckens 
ist  =  z.  B.  a  =  b. 

Satz.     Jede  Einheit  ist  von  allen  andern  Einheiten  frei.     Jede  10. 
Vielfachenfumme  von  Einheiten  ist  zu  ihren  Einheiten  hörig. 

Beweis:  Wir  haben  ftir  die  Mathematik  festgestellt,  dass  die 
durch  fortschreitendes  Zufügen  von  Einheiten  entstandenen  Grösen  fämmt- 
lich  einander  und  den  Einheiten  ungleich  lein  follen,  dass  alfo  auch  nicht 
eine  Einheit  einer  Vielfachenfumme  der  andern  Einheiten  gleich  fein 
kann;  daraus  folgt  der  erste  Teil  des  Salzes,  der  zweite  folgt  unmittel- 
bar aus  9. 


13. 


11 — 13.  Ausdehiiungtflehre.  t> 

Ea  ist  dringend  zu  wünschen,  dass  fich  jeder  ein  anschauliches  Bild  von 
den  Verhältnissen  mache,  damit  er  die  Verhältnisse  ünnlich  anschaue  und  Sicher- 
heit in  den  Betrachtungen  gewinne.  Ein  ausgezeichnetes  Hausmittel  zu  diefem 
Zwecke  bieten  die  räumlichen  Verhältnisse. 

Sei  alfo  AB  die  Einheit  et  und  fei  AC  auf  derfelben  oder  auf  einer  gleich- 
laufenden Linie  doppelt  fo  lang,  fo  ist  AC  =  2et,  fei  AD  amal  fo  lang,  fo  ist 
AD  =  aet  und  find  alle  diefe  Strecken  gegenfeitig  deckend.  Sei  dagegen  AE 
auf  einer  Linie,  welche  die  obige  schneidet,  fo  kann  AE  nie  einem  Vielfachen 
von  et  gleichgefetzt  werden,  es  ist  alfo  von  e|  frei  und  kann  als  eine  neue  Ein- 
heit e,  gefetzt  werden,  dann  find  alle  Strecken  auf  der  Linie  AE  Vielfache  von 
ej,  alfo  AF=s/Jea. 

Setzen  wir  nun  AD  und  AF  an  einander, 
in  der  Weife,  dass  DG  gleichlaufend  und  gleich- 
lang mit  AF  ist,  fo  ist  die  Strecke  AG  — 
AD  -f-  AF  =  aei  +  ße2  alfo  eine  Vielfachen- 
fumme  von  et  und  e2,  und  zu  diefen  beiden 
Einheiten  hörig,  während  et  und  ea  gegen- 
feitig frei  find. 

Es  wird   nun  unfere  Aufgabe    fein,    auch 
für  andere  Grösen  zu  unterfuchen,  wann  Ae  gegenfeitig  frei  find,  wann  nicht 
jj  Satz.    Hüll  ist  xu  jeder  Grösenreihe  hörig. 

Beweis:  Was  auch  aj  a*--  ftlr  Grösen  fein  mögen,  fo  ist 

0  =  S"^^  wo  a«  =  0         (nach  Zahlenlehre  134  und  174) 
Yl  Satx.    Eine  Gröse,  welche  xu  den  Grösen  a(  •  •  •  •  att  hörig  ist, 

vervielfacht  oder  teilt  man  mit  einer  Zahl,  indem  man  die  Vorzählen 
mit  (liefer  Zahl  vervielfacht  oder  teilt. 

Beweis:  Es  fei  die  Gröse  b  =  ax  at  +aa  a^  +  •  •  •  +  «n  a*  llQd 
fei  ß  eine  Zahl,  fo  ist 

1.  ßb  =  ß(at  aj  +  a2  aj  4-  •  •  +f  an  an) 

=  ßax  al   -f  ßa2  a,  +  .  .  +  ßa*  an 

(nach  Satz  4  und  Zahlenlehre  169) 

2.  Ebenfo  ist    -  =  -  -  b  =       Cl  at  +  -  -  a*  aa  +  •  •  -f  —  a*  a» 

.  P        P  P  P  P 

(nach   12,t) 

ai  Oj  an 

(nach  Satz  4  und  Zahlenlehre  180) 
Satz.    Eine  Gröse,  welche  mit  einer  zweiten  in  denfelben  Grösen 
aj  •  •  •  an  hörig  ist,   fügt  man  zn  oder  zieht  man  ab,  indem  man  die 
entsprechenden  Vorzahlen  der  Grösen  aj-an  zufügt  oder  abzieht. 

Beweis:    Es    fei    b  =  ßx  a,  -f  ft  aj  +  •  •  +  ?■  &*    und 

c  =  /!  a,  -i  y2  a2  -1  -  •  •  -l  ya  an,  fo  ist 


7  IHe  freien 'lind  die  hörigen  Grusen.  J/H  ■■  Iff; 

•Iv  1>  4-  o'«=r^t  ^t  4-  ft  **  *f  •  *+  ßo.  ä»'+  (/f  at  4-y2  a^H^T.  Jf-Vn  an) 

*).'..    ;. =  (0t  +/r)  «1*  +  if/Ja-4- y»)  »i-H +  (jfc»-W  y**  a». -i 

(nach  3  und  Zahlealehre :  18&) 
2,  b— r  e.     Um    den  Salz   für  b —  e  zu  beweifen  und  Satz  13u  an-     »j 
.wenden   zu  können,    musweä   wir  statt  b  —  e   die  O/Ösen  :)>  -{-  £— .cj^ 
=*=  b -{- (—  1)  <*    nehmen,    welche  nach.  Satz  4  und  Zahlenlehre    133^ 
gleich  b  —  c  lind.     Dann  ist  .   ,♦• 

b . —  c  =f=  b  + .(— ;  1)  -c  =  ßx  aj.  -f   0a  a^  -f  •  •  -{-  0jtt  a* 

+  C—  i)  (yi  ai  +  y2  a*  +  .  .  -4-  yn  an) ... 

=  ßi  ai  -f-  ^  a2  +  •  •  +  jSn  an  -|-  ((—  l)yi»i 

+  (—  1)  7%  aa  +  • .-  vf  i—  1)  in  an)  (nach  12) 

=  (01  +  C—  l)yi).*l +(?!  +  (—  l)7i)ai+.  -+(0n  +  (— D/n)  »» 

(n.ach  13,0. 

=  (0.   —  yi)  a|    +  (02  —  ya)  »2   +  '  ' .+  (§n  —  yu)  an 

(nach  4  und  Zahlenlehre  133) 
Satz.     Zwischen  n  Grösen  at-  •  -an  herrscht  dann  und  nur  dann  14. 
eine  Hörigkeit,  wenn  lieh  eine  Gleichung 

«i  *i  -};'••   («n  an  =  0 
aufstellen  lässt,   in  welcher  wenigstens  eine   der  Zahlen  eta  ungleich 
Null  ist. 

Beweis:  1.  Wenn  in  der  Gleichung  eti  at  -;  •  •  •  -{-an  aa  =  0 
auch  nur  eine  der  Zahlen  z.  B.  äx  ungleich  Null  ist,  fo  lässt  lieh  die 
Gleichung  durch  ax   teilen  und  ist 

ai  =  —     2  u2  —     3  a3  —  •  —    n  an        (nach  Satz  12  und  13), 


2.  Wenn  eine  der  Grusen  at  •■  -an,  z.B.  ^  zu  deu  andern  hörig' 
ist,  To  fei  '     *  *     ' 

ai   =  02;  »2   +  •'•  +  0n  Un. 

fo  ist  —  at  +  02  a2  +  '  '  +  pu  a"  =  {)  (nach  Zahlenlehre  135) 

und  ist  alfo  mindestens  die  Vorzahl  von  -dk  d. 'h.  "at   ungleich  ttulh 

Satz.     Eine   Gröse,   welche    zu   der  freien   Grösenreihe*  at  •  • -an'  15. 
hörig  ist,  ist  dann  und  nur  dann  Null,  wenn  ihre  n  Vorzahlen  HuU 

find  oder  die  Gleichung  (a)  aj  a,  +  a2k2  -\ K<Xn-än  =  0,  wo  a,  •  •  -an 

eine  freie  Grösenreihe,  wird  erfetzt  durch  die  n  Zahlengleichungen 
(b)  ai  =  0,  a2  =  0,  •    ■ ,  äu  =  0, 

•••  Beweis:  \.  Angenommen,  es  wäre :  eine  der  Vorzahlen  ungleich 
Null,  fo  würde  nach  Satz  14  zwischen  <len  Größen  a,  ■*•  -at*  ein  Hörig- 
keit herrschten,-  was  wider  die. Vorausfetzung  tit.  Gilt  alfo  die  Gleichung, 
(a),  fo  gelten  auch  die  ir  Gleichungen  .(b).  .- •     .  •     ~~ 


l(j — 17.  Auridohiiiingslehre.  8 

2.  Umgekehrt,  wenn  die  n  Gleichungen  ( b)  gelten,  fo  folgt  danm» 
auch  nach  Zahlenlehre  134  und  174  die  Gleichung  (a);  alfo  find  beide 
Vereine  von  Gleichungen  einander  er  fetzend. 

16.  Satz.  Zwei  Grösen,  welche  xn  derfelben  freien  Grösenreihe 
at  •  aa  hörig  And,  Und  dann  und  nur  dann  einander  gleich,  wenn 
ihre  n  xn  denfelben  freien  Grösen  gehörigen  Vorxahlen  einander  gleich 
find  oder 

die  Gleichung  (a)  at&i-f  aaa,  -\ [-«»»■  —  ßt  fti  +^2*2-4 h£»*«i 

wo  ai-*aa   eine  freie  Grösenreihe,    wird  erfetxt  durch  die  n  Zahlen- 
glei hnngen 
(b)  «!  =  ßu  a2  =  ßit  •  •  •,  an  =  ßn. 

Beweis:  Aus  der  Gleichung  (a)  folgt  nach  Zahlenlehre  135  und 
Auadehnungslehre  13 

(«i  —  ft )  *i  +  l«i  —  ft>  »l  -!  ■  •  •  •  -f  (««  —  £■)  »«  =  °- 
Diele    Gleichung    aber     wird    nach    Satz    15     erfetzt    durch     die 
n  Gleichungen 

«i  —  ßi  =  0,  a2—ß2=  0,  •  • .,  an  —  ßn  =  0, 
d.  h.  nach  Zahlenlehre  135  durch  die  n  Gleichungen 
<*i  =  0i>  «2  =  ft>  •  •  •>  «n  =  0n* 

17.  Satx.  Jede  Gleichung,  deren  Glieder  Vielfache  find  von  Grösen, 
welche  fämmtlieh  xu  der  freien  Grösenreihe  g,  •  •  •  gn  gehörig  find, 
wird  erfetxt  durch  n  Zahlengleichungen,  welche  man  erhält,  indem 
man  statt  jeder  Gröse  ihre  xu  derfelben  freien  Gröse  ga  gehörige  Vor- 
xahl  fetzt,  oder 

die  Gleichung  (a)  eta  4  ßb  4 =  xk  -f  <il  H 

in  welcher  a  =  a,  gi  +a2  g2-f  .  -  -f  a„  gn    k=x,  gt  -f  *i  gs  +  •  •  +  *«  gn 

b    +  ßiti+ßlBt+~+ß*E*      l  =  Xlgl+^ga+"+A»gn 

wo  gi  •  •  -gn  eine  freie  Grösenreihe  ist,  wird  erfetxt  durch  die  n Zahlen- 
gleichungen 

!aax  +  ßßx  +  •  •  •  =  xx,  +  Xit  +  •  •  • 
««2  +  ßßi  +  •  •  •  =  «2  +  U*  +  •  •  • 
: 
CCCn  +  ßßn  +  •  •  •  =  XXn  +  ^n  +  •  •  • 

Beweis:  Setzt  man  in  der  Gleichung  (a)  für  die  Größen  ab*  -kl-  . 
ihre  Werte,  fo  erhält  man  nach  Satz  12  und  13 

{aax  +ßßx  +  . .  •)g1  +  (<mi+iVi-+  \-)g2^ +(«*■+ Ä&H )gm 

a=  (x^  +  Mt-1 )  gi  +  (xx2  +^la  H )  g*  + h  (x*b  +  M«H )gu 


9  Hie  freien  und  die  hilrigeu  Grßseit.  18 — 19. 

und  diele  Gleichung  wird  nach  Satz  16  erfetzt  durch  die-  n  Zahlen- 
gleichungen 

««i  4  ßßi  +  •  •  •  =  **t  +  Ut  +  •  •  • 
«a«  f.ftßt  +.  =  **,  -J-  tt2   f  -  -  • 

CLCLn  +  ßßn  +  *  "  '  =  **n  +  ^"  -}-••• 

Satx.     Wenn  in  einer  Reihe   von  Grösen,   deren  erste  ungleich  18. 
Jfnll  ist,  jede  folgende  von  allen  vorhergehenden  frei  ist,   fo  ist  die 
Seihe  eine  freie  Grösenreihe. 

Beweis:  Angenommen,  die  Orösenreihe  fei  nicht,  frei,  fo  herrscht 
nach  Satz   9   zwischen   den  Grösen  eine  Hörigkeit,   und   i.st  alfo  nach 

Satz  14  in  der  Gleichung  at  at  -f  «2  *2  H h^^  =  t),  wenigsten« 

eine  der  Vorzahlen  a*  ungleich  Null.  Sei  nun  ar  die  letzte  Vorzahl 
ungleich  Null,  fo  kann  r  entweder  gleich  1  oder  gröser  als  1  fein. 
Wäre  nun  r  ==  1,  fo  wäre  a{  ^  =  0,  mithin  da  at  £0,  fo  wäre 
at  =  0  (nach  4  und  Zahlenlehre  175)  was  gegen  die  Vorausfetzung 
ist.     Wäre  aber  r  ;>  1,  fo  wäre 

a,.  = -1  aj  —        aj -r~-  af_t      (nach  Satz  12  und  13) 

mithin  ar  zu  den  vorhergehenden  Grösen  hörig,  was  wieder  gegen  die 
Voraussetzung  ist.  Es  kann  alfo  zwischen  den  Grösen  at  a2-  •a«  keine 
Hörigkeit  herrschen. 

Satz.    Wenn  zwischen  n Grösen,  welohe  nicht  alle  Voll  find,  19. 
eine  Hörigkeit  herrscht,  fo  lässt  fich  stets  ans  ihnen  eine  freie  Grösen* 
reihe  ausfondern,  zu  der  die  andern  Grösen  hörig  find. 

Beweis:  E*  feien  aA««»an  die  n Grösen,  fo  muss  fich  nach  Satz 
9  eine  als  Vielfachenfumme  der  andern  darstellen  lassen,  es  fei  dies 
an  und  fei 

a*  =  «1   »1    +  «2  »2   +  '  •  +«n-l  *n-l   . 

Herrscht  nun  zwischen  den  Grösen  a!  •  •  -an^  abermals  eine  Hörig- 
keit, fo  rnuss  ßch  nach  Satz  9  abermals  eine  als  Vielfachenfumme 
der  andern  darstellen  lassen.     Es  fei  dies  an_t   und  fei 

*n-l  =  ß\*l  +  ßl**  +-'  +  0n-2  an-2 

Führt  man  diefen  Ausdruck  in  die  erste  Gleichung  ein,  fo  er- 
hält man 

**  =  («i  +«n-i  fr)  *i  -f  (a2  +  an^i  ft)  a2  +  . .  +  (an-2  +  «a-i  ßn-%)  an_a 

(nach  Satz  12  und  13). 


20 — 21.  Auadehnurrcrslehrc.  10 

•     4*w" ist  '  dann  'aüo    auch    au    eine :  -VielnichenftwiHne    der  4»rö$€» 
af-an_2.  '■'  .--  ••■     • 

Auf  gleiche  Weile  ergiebt  (ich,  da*s,  werm  4zjsv.isch$nv  den  Grösen 
a|«'an_r  noch  eine  Hörigkeit/herrscht,  man  eine  Verleiben  als  Viel- 
fachenfumme  der  andern  darstellen  kann,  etwa  an_r,  und  dass,  indem 
man  ftir  diefe  Gröse  ihre  Vielfaelienfumme  euusphiebt,  ..alle  bisher  al* 
Yielfachenfummen  der  Grösen  at  •  •  aa_r  dargestellten  Grusen  demnächst 
Vielfachen  fummen  der  Grösen  aÄ  • -an_P_^  werden^  bis  man  zuletzt  ent- 
weder zu  einer  freien  Grösenreihe,  oder  zu  einer  einzigen  Gröse  &| 
gelangt,  von  welcher  alle  andern  Grösen  Vielfachenfummen  find.  Im 
letzten  Falle  darf  wenigstens  diefe'  Gröse  nicht  Null  fein,  da  fon>t 
(nach  Satz  4  und  Zahlenlehre  174)  alle  andern  Giö-en  als '  Vielfache 
derfelben  Null  wären,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet.  In  jedein 
Fälle  gelaugt  man  alfo  zu  einer  freien  Gröscnreihe,  zu  der  die  andern 
Grösen  hörig  find. 

20.  Satz.    Jede  Gröse  der  Ansenlehre  lässt  (ich  darstellen  in  der  Form 

b  ==  arai  +  (h  a2  -|  ■  •  +  anan 
wo  a, --ßn  Zahlen  find  und  die  Grösen  at  •'•  an  eine  freie  Gtös eure ihe 
bilden. 

Beweis:  In  dem  Ausdrucke,  der  b  gleich  ist,  lassen  lieh  nach 
Satz  4,  Zahlenlehre  180  und  188  alle  Klammern  löl'cn  und  erscheint  mithin 
die  Gröse  a  als  eine  Vielfachenfumme,  in  der  jedes  Glied  ein  Zeug  oder 
Produkt  ist  einer  Zahl  mit  einer  Gröse  der  Auj-dehnungslehre.  Zwischen 
diefen  Grösen  .kann  nun  noch  eine  Hörigkeit  herrschen; : -entfernt  mau 
aber  die  zu  den  andern  .Grösen  hörigen  in  der  Weife  des  Öatzjes.19. 
fo  bleibt  zuletzt,  a  als  eine  Vielfachen!  um  nae  übrhs,  in  der  auser  deu 
fahlen  nur  gegenseitig  freie  Grösen  vorkommen.  .     . 

Es  ist  wünschenswert,  daas  lieh  jeder  eine  Anschauung  von  diefen  neuen 
Gröacn  verschaffe.  Die  dehnende  Raumlehre  des  Verfassers  bietet  hiezu  eint' 
treffliche  Gelegenheit  und  erlaube  ich  mir  hier  auf  diefelbe  v.n  verweilen*. 

,    3.    Die  Gebiete  und  deren  Zurückleitung. 

21.  Erklärung.  Das  Gebiet  der  Grösen  *!-»an  heist  die  Ge- 
fammtheit  der  xu  den  Grösen  *\  •  •  -an  hörigen  Grösen.  Gebietnte* 
Stnfe  heist  ein  Gebiet,  wenn  die  Grösen  desfelben  fieh  als  Vielfachen- 
fummen von  nicht  weniger  aJLs  n  gegenfeitig  freien  Grösen  erster 
Stnfe  darstellen  lassen. 

Die  reinen  Zahlen  bilden  ein  Gebiet  nullter  Stnfe. 
Zwei.  Gebiete  Reisen  einander  deckende  Gebiete,    wenn  das  eine 
dem  andern  gleich  oder  ein  Vielfaches  des  andern  ist 


11  Die  Gebiete  und*  deren  Zurückleitung.  22 — 2«J. 

Dm  Zeichen  p  vor  einem  Buchstaben  x.  B.,  A  gelefen  „Gebiet 
A"  bezeichnet  da»  Gebiet  jener  Gröse..  Das  Zeichen  o  (eu  e2,-  •,  ßa) 
bezeichnet  das  Gebiet  der  Grösen  et9  Ca,-  •,  eft- 

Die  ursprünglichen  Einheiten  und  die  Vielfachen  und  Vielfachen- 
fummen  derfelben  heisen  Grösen  erster  Klasse. 

In  dem  Beispiele  in  der  Anmerkung  zu  Satz  10  ist  AG.  =  orei  -f-  ße^  eine 
Gröse  erster  Klasse,  die  Ebene  durch  die  Punkte  ABE  d.  h.  die  Ebene,  welche 
die  Gefammtheit  der  zu  den  Einheiten  e'i  und  e2  hörigen  Grösen  a  et  -\-  ß  e?  um 
fasst,  das  Gebiet  der  Grösen  et  und  ea  und  zwar  ein  Gebiet  zweiter  Stufe. 

Ganz  ebenfo  ist  der  Raum  ein  Gebiet  dritter  Stufe  gebildet  aus  drei  gegen- 
seitig freien  Grösen  e^  ej  und  e3,  welche,*  da  Jfie  gegenfeitig  frei  fein  Tollen,  nicht 
derfelben  Ebene  angehören  dürfen. 

S  a  t  x.    Wenn  eine  Gröse  erster  Klasse  a&  zu  n  Grösen  erster  Klasse  22. 
bt-  •  -bn  hörig  und  die  su  bt  gehörige  Vorzahl  in  dem  Ausdrucke  für 
at  ungleich  Hüll  ist,  fo  ist  das  Gebiet  der  n Grösen  at  b?  •  •  -bn  gleich 
oder  deckend  dem  Gebiete  der  n  Grösen  bt  b2-  -bn.  u 

ße  w eis:  Es  fei  «4  ==  ax  bt  +  <x2  bj  f  •  *  +  <*»  bn>  wo  at  £  0,  dann  ist 

1              «j  ,    ■  . 
b|  =  —  ai b2  — • bn. 

Dann  aber  ist  auch  jede  Gröse  c  des  Gebietes  bt  b2-  -ba  z.  «R*  .* 
c  =  yt  W  +  jr,  bi  -I h  y»  bn. 

-£-..+(*— ;>+,..+(*- -:-)b..  . 

d.  h.  auch  eine  Gröse  des  Gebietes  at  b2*«bn. 

Ebenfo  ist  jede  Gröse  d  des  Gebietes  at  b2  •  •  bn  z.  B. 
d  =  it  at  +  d2  b2  +  •  •  •  +  ^n  bn 

=  St  Oj  bj   +  (^2  +  'l   «2)  1>2   +  "  *  '  4*  ('»  4"  <V  ff»)  bn 

d.  h.  aach  eine  Gröse  des  Gebietes  bt  bjfbn. 

8a ts.  Wenn  m  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Klasse  a^-am  iu  23. 
n  Grösen  erster  Klasse  bt  •  *bn  hörig  find,  fo  kann  man  su  den  m  Grösen 
at  •  -am  stets  noch  n  —  m  Grösen  erster  Klasse  am+i  •  •  •  an  von  der 
Art  hinzufügen,  dass  die  Grösen  bt--bn  auch  zu  a,  -an  hörig  find 
und  alfo  das  Gebiet  der  Grösen  a,  •  -a^  dem  der  Grösen  bt  •  -bn  gleich 
ist,  auch  kann  man  jene  n  —  m  Grösen  aus  den  Grösen  bt  •  •  *bn  felbst 
entnehmen. 

Beweis:  1.  Nach  der  Vorausfetzung  ist  %  zu  den  Grösen  bfbn 
hörig;  es  fei  alfo  ai  =  at  bt  +  tt2  b2  -f  •  •  +  ßn  bn,  fo  mitss,  da  ^  £  0 
ist,  mindestens  eine  der  Zahlen  cifd*  ungleich  Null  fein,  es  fei  dies,      7. 
da  .die  Zeiger  vertauscbbar  find,  au   fo  ist  nach  Satz  22  das.  Gebiet 
der  Grösen  ^  t^vb»  gleich  dem  Gebiete  der  Grösen  -biJ.-.W.  ..-.-;;.,» 
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2.  Angenommen,  es  fei  das  Gebiet  der  Größen  af-a,.  b,^-i  •  •  bn, 
wo  r<:m,  gleich  oder  deckend  dem  Gebiete  der  Grösen  bf-bn,  fo 
muss  a^i,  da  es  nach  der  Voraussetzung  eine  Gröse  des  Gebietes 
bt  •  *bn  ist,  auch  eine  Größe  des  Gebieten  a,  •  »a,  br+\  •  -b»  fein.     Es  fei 

demnach  a^  =  at  ^  H h  aP  ar  +  0r+i  brf  i  H h  ß*  b»,  fo  muss, 

da  nach  der  Voraussetzung  arfl  frei  ist  von  den  Grösen  af'-a,, 
mindestens  eine  der  Vorzahlen  /?,4.l'»-^n  ungleich  Null  fein.  Es  fei 
alfo  0r+i  £  0,  fo  ist  nach  22  das  Gebiet  der  Grösen  ^  •  -a^i  br+8-  -b* 
gleich  oder  deckend  dem  Gebiete  der  Grösen  bf-bn.  Mithin  ist,  da 
das  Gebiet  der  Grösen  at  b2  •  •  b»  gleich  oder  deckend  dem  der  Grösen 
^••bn  ist,  fortleitend  auch  das  Gebiet  der  Grösen  a,"anbm+i  --bi 
gleich  oder  deckend  dem  der  Grösen  bi  •  •  bn. 

24.  Bat«.  Wenn  n  gegenseitig  freie  Grösen  erster  Klasse  at  •  •  •  •  a» 
tu  n  andern  Größen  erster  Klasse  bt  •  bn  hörig  find,  fo  ist  das  Gebiet 
der  ersten  Grosenreihe  dem  der  letztem  gleich  oder  deckend. 

Beweis:    Unmittelbar   aus  Satz  23,   wenn   man  n   statt  m    fetzt. 

25.  Sats.  Jedes  Gebiet  nter  Stufe  kann  ans  n  beliebigen  gegen- 
seitig freien  Grösen  erster  Klasse,  welche  dem  Gebiete  angehören, 
abgeleitet  werden. 

Beweis:  Es  fei  das  Gebiet  nter  Stufe  ursprünglich  aus  den  n 
gegenfeitig  freien  Grösen  erster  Klasse  at  •  •  aB  abgeleitet  und  feien  bt  •  •  bm 
beliebige  n  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Klasse,  welche  nach  der 
Vorausfetzung  zu  dem  Gebiete  der  Grösen  a^-an  hörig  find,  fo  ist 
nach  Satz  24  das  Gebiet  der  ersten  Grosenreihe  dem  der  letztern 
gleich  oder  deckend. 
2(>.  Sats.    Wenn  n  Grösen  erster  Klasse  a^  -att  einem  Gebiete  von 

kleinerer  als  nter  Stufe  angehören!  fo  herrscht  «wischen  ihnen  eine 
Hörigkeit 

Beweis:  Es  fei  das  Gebiet,  dem  die  Grösen  af*an  angehören, 
mter  Stufe,  wo  m  <  n,  und  fei  dies  Gebiet  zu  m  Grösen  b,  •  -bm  hörig. 
Entweder  herrscht  nun  zwischen  den  m  Grösen  af*-am  eine  Hörig- 
keit und  gilt  alfo  der  Satz«  oder  ße  find  gegenfeitig  frei.  Im  letztem 
Falle  ist  das  Gebiet  der  Größen  at«  «am  nach  Satz  24  dem  der  Grösen 
bi-«bm  gleich,  dann  find  aber  auch  die  Grösen  am^i  -'an  nach  Sati 
25  zu  den  Grösen  a,t  •  «am  hörig  und  herrscht  alfo  auch  in  diefem  Falle 

*  zwischen  den  Grösen  a4  •  •  -an  eine  Hörigkeit. 

*  27.  Sats.     Wenn  ein  Gebiet  nter  Stufe  tu  n  Grösen  erster  Klaus 

hörig  ist,  fo  find  diefe  gegenfeitig  frei  nnd  umgekehrt,  wenn  n  Grösen 
erster  Klasse  gegenfeitig  frei  find,  fo  ist  ihr  Gebiet  nter  Stufe. 
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Beweis:  1.  Herrschte  zwischen  den  n  Grösen  erster  Klasse  eine 
Hörigkeit,  fo  liesen  fich  einzelne  derfelben  als  Vielfachenfummen  der 
andern,  d.  h.  von  weniger  als  n  Grösen  erster  Klasse  darstellen  und 
wäre  alfo  auch  das  Gebiet  von  niederer  als  nter  Stufe  (nach  Satz  21), 

2.  Wenn  die  n  Grösen  erster  Klasse  gegenfeitig  frei  find,  fo  find 
fi  e  nach  Satz  26  nicht  aus  weniger  als  n  Grösen  erster  Klasse  ableit- 
bar, d.  h.  ihr  Gebiet  ist  nach  Satz  21  nter  Stufe. 

Erklärung.     Zurückleitnng  der  Gröse  b  auf  das  Gebiet  28. 
a,-am  unter  Ausschliesung  des  Gebietes  am+i  •  -a»   heist  die  Gröee 

a,  a4  -f  •  •  •  -f  (Tm  am,   wenn   die   Gröse  b  =  ctj  a,  -\ 1-  c»  *»   i*t» 

wo  a!  •  an  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Klasse  und  m  <  n  ist.  Die 
Zurttckleitnngen  heisen  in  demfelben  Bisse  genommen,  wenn  die 
Grösen  auf  dasfelbe  Gebiet  unter  Ausschliesung  desfelben  Gebietes 
xuruckgeleitet  find. 

Sats.    Jede  Gleichung,  deren  Glieder.  Zeuge  oder  Produkte  einer  29. 
Zahl  mit  einer  Gröse  erster  Klasse  find,  bleibt  bestehen,   wenn  man 
statt  aller  Grösen  der  Ausdehnungslehre  ihre  in  demfelben  Sinne  ge- 
nommenen Zurttckleitungen  fetzt. 

Beweis:  Die  gegebene  Gleichung  fei  aa  f- ßb  -  •  •  =  *k  4-  Äl  +  •  • 
in  welcher  a  b-  -k  1-  •  denfelben  Wert,  haben,  wie  in  Satz  17.     Dann 
wird  nach  Satz  17  die  obige  Gleichung  erfetzt  durch  die  n  Gleichungen, 
««i  +  ßßi  -t -  •  •  =  **i  +  Mi  4  ■  •  • 

ctaÄ  +  ßßn  +  •  ■  =  ***  +  M»  +  •  • 
Verwebt   oder   multiplizirt    man    nun    die   ersten   m    diefer   Glei- 
chungen beziehlich    mit  gi'-gm  und    fügt    die  Gleichungen    zu,    fo    er- 
hält man 

aa'  +ßb'  4---=*k'  +#  +  •• 
wo  a'  =  ax  g,  H |-  am  gm  k'  =  xv  g,  -• \-  xm  gm 

V  =  ßl  gl   +  •  •  +  ßm  gm  Y  ==  kx ig!   +  •  '  +  Am  gm 

was  zu  beweifen  war. 

Es  ist  auch  hier  wieder  wünschenswert,  dass  /ich  jeder  eine  Anschauung 
von  diefen  neuen  Grösen  verschaffe.  Die  dehnende  Raumlehre  des  Verfassers 
bietet  hiezu  wieder  eine  treffliche  Gelegenheit  und  erlaube  ich  mir  hier  auf  die- 
felbe  zu  verweifen. 

4.     Die  Gefetze  der  Grööengebiete. 
Erklärung.     Das  verbindende  Gebiet   oder  die   Summe  30. 
zweier  Gebiete  heist  die  Gefammtheit  der  Grösen,  welche  in  dem 
einen  oder  dem  andern  der  beiden  Gebiete  hörig  find. 
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Das  gemeinfame  Gebiet  oder  das  Zeug  (Produkt)  xweieT 
Gebiete  heist  die  Gefammtheit  der  Grösen,  welche  den  beiden  Ge- 
bieten gemeinfam,  d.  h.  fowohl  zu  dem  einen  Gebiete,  ah  anch  zu- 
gleich zu  dem  andern  Gebiete  hörig  find. 

Das  Zeug  (Produkt)  zweier  Gebiete,  welche  keine  Gröse  erster 
Klasse  gemeinfam  haben,  fetzen  wir  gleich  HulL 

Schneiden  ficb  zwei  Ebenen  o,(t»i,  e2)  und  o  (C|,  <?3)  in  der  geraden  Linie 
*C|,  fo  ist  die  Linie  aeA  das  gemeinfame  Gebiet  oder  das  Zeug  (Produkt)  der 
beideu  Gebiete  o  (ei,  ca)  und  c  (ej,  e3),  dagegen  find  alle  Punkte  uud  Linien-) 
weichein  den  beiden  Ebenen  o  (e^  ea)  und  o  (eh  e3)  enthalten  find,  das  verbindende 
Gebiet  oder  die  Summe  der  beiden  Ebenen. 

31.  Satz.    Die  Summe  der  Stufenzahlen  m  und  n  zweier  Gebiete  ist 

gleich  der  Summe  der  Stufenzahl  g  ihres  gemeinfamen  Gebietes  und 
der  Stufenzahl  v  ihres  verbindenden  Gebietes,  oder  es  ist 
m  +  n  =  g  +  v. 
Beweis.  Es  fei  das  Gebiet  mter  Stufe  nacli  Satz  27  das  der 
in  gegenfeitig  freien  Grösen  Ei  •  am,  das  nter  das  der  gegenfeitig  freien 
Grösen  bf-bn,  das  gemeinfame  gter  Stufe  das  der  gegenfeitig  freien 
Grösen  Cj  •  •  eg,  fo  ist  nach  Satz  23  das  Gebiet  der  Grösen  Cj  •  •  •  cg 
ag_j_!-  >am  dem  der  Grösen  a,  •  •  -an  und  das  Gebiet  der  Grösen  et-  -Cg 
bR+i*bn  dem  der  Grösen  b^—bn  gleich  oder  deckend  und  find  die 
Grösen  Cj  •  •  Cg  a^i  •  •  am  gegenfeitig  frei  und  ebenfo  die  Größen  c,  •  •  cf 
bg+i-  -bn. 

Das  verbindende  Gebiet  vter  Stufe  aber  ist  das  Gebiet  der  Grösen 
Ci'-Cg  aff+i'*am  bg+i»-bn.  Angenommen  nun,  es  herrschte  hier  eine 
Hörigkeit  zwischen  den  Grösen,  fo  müsste  diefe  die  Form  haben 
a  +  b  +  c  =  0,  wo  a  zu  ag+j  •  «am,  b  zu  bg-n  •  •  bn,  c  zu  Cj  •  -cg  hörig 
wäre.  In  diefer  Gleichung  kann  nicht  a  =  0  fein,  da  fönst  b  -f-  c  =  0 
wäre,  d.  h.  eine  Hörigkeit  zwischen  den  Grösen  c,»-cg  bg^i  •  •  bn 
herrschte,  ebenfo  kann  nicht  b  =  0  fein.  Es  wäre  alfo  a  =  —  b  —  c, 
wo  a£0,  d.  h.  es  gehörte  a  einerfeits  dem  Gebiete  a^-a™  und  zu- 
gleich andrer  feit  s  dem  Gebiete  ct  •  •  Cg  bg_j_i  •  •  bn  an.  Zu  den  Grösen 
c,  •  »Cg  ist  es  aber  nicht  hörig,  da  c,  •  -cg  ag.fi-  -am  gegenfeitig  frei,  alfo 
hätten  die  beiden  Gebiete  a,--am  und  b,--bn  auser  c,  ««Cg  noch  eine 
von  diefen  freie  Gröse  gemein,  was  wider  die  Vorausfetzung  ist.  Die 
Annahme  ist  mitbin  falsch,  und  find  die  Grösen  c,  •  »cg  a^fi-'-a« 
bg^-i'-'bn  alle  gegenfeitig  frei,  d.  h.  die  Stufenzahl  des  verbindenden 
Gebiete«  v  ist  nach  Satz  27 

v  =  m  +  n  —  g  oder  m  -f-  n  =  g  +  v. 
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Satz.     Zwei  Gebiete  mter  und  nter  Stufe,  welche  in  einem  Ge-  «32. 
biete  hter  Stufe  liegen,  haben,  wenn  m  +  n>l  ist,  mindestens  ein 
Gebiet  (m  -f  n  —  h)ter  Stufe  gemein. 

Beweis:    Sei  das  verbindende  Gebiet  vter,  das  gemeinfame  gier 
Stufe,   fo   ist   nach  Satz  31  jr  =  m  4-  n  —  v,   aber  v  <"  h,   da  es   in, 
dem  Gebiete  h  liegen  rauss,  mithin  ist 
jl  >  ra  +  n  —  h. 

Satz.     Das  Zeng  oder.  Pridukt   zweier  Gebiete,  welche   keine  33. 
Gröse  erster  Klasse  gemeinsam  haben,  ist  Null  oder 
0(eai,  ea2>-  •  -,ean)]  •  [o  (e*,,  e&2,  •  '^bm)]  *-  0  *wennat  •  •  Qn  ^  bi  •  •  «Öm. 

Unmittelbar  aus  Satz  30. 

Satz.     Für  die  Gebiete  der  Ausdehnungslehre  gelten  alle  Sätze  34. 
der  Bestimmungslehre  oder  der  Logik,  fofern  man  in  jedem  Satze  das 
Wort  Begriff  bez.  Gröse  durch  das  Wort  Gebiet  erfetzt. 

Beweis:  Bei  den  Gebieten  der  Grösenlehre  ist  das  Gebiet  von 
e  +  c?  und  ebenfo  das  Gebiet,  von  e-e  gleich  dem  Gebiete  von  e,  oder 
es  ist  o  (e  -f  e)  ==  o  e  und  o,(e-e)  —  o  e:  kurz  es  gelten  für  die  Ge- 
biete der  Ausdehnungslehre  auch  die  beiden  Grundformeln  der  Logik 
e  -f~  e  =  e  und  e  •  e  =  e.  .. 

Ferner  ist  für  die  Gebiete  auch  o  e«  +  o  e&  £  0  n$ch  Säte  30. 
und  ist  (o  e<0  •  [o  e&]  =  0,  wönn  a  £  6  nach  Satz  33,  alfo  gelten  für 
die  Gebiete  der  Ausdehnungslehre  auch  die  beiden  Hauptformeln  der 
Logik  ed  4-  et>  £  0  und  e*  •  e&  =  0,  wenn  a  £  t  ist.  Aus  diefen  vier 
Sätzen  find  aber  alle  Sätze  der  Logik  abgeleitet,  alfo  gelten  auch  alle 
Sätze  der  Logik  für  die  Gebiete  der  Ausdehnungslehre,  wenn  man  in 
jedem  Satze  das  Wort  Begriff  bez.  Gröse  durch  das  Wort  Gebiet 
erfetzt. 

Da  die  Mathematiker  meist  keine  Logik  treiben,  fo  scheint  ein  foldw» 
Bezugnehmen  auf  die  Logik  bedenklich.  Aber  will  mandie  8ache  streng  wissen- 
schaftlich nehmen  und  alle  Sätze  heifammei*  haben,  welche  man  für  die  Gebiete 
ableiten  kann,  fo  ist  es  das  Kürzeste  und  Wissenschaftlichste,  auf  die  Logik  zurück 
zu  gehen;  denn  hier  find  alle  Beweife  in  kürzester  Form  gegeben,  üeberdie* 
bieten  die  in  der  Logfk  zur  Veranschaulichung  aufgeführten  Zeichnungen  gleich- 
zeitig auch  das  -l>oste" Mittel,  zur  VerauBchaulicbnng  der- Satze  über  die  Gebiete  in 
der  Ausdehnungslehre.  Ich  kann  daher  den  geehrten  .Mathematiken],  nur 
empfehlen,  an  diefer  Stelle  die  Logik  zu  studiren  und  die  reichsten  Anwendungen 
auf  die  Gebiete  der  Ausdehnungslehrc  zu  machen. 

*  '  Da  ich  aber  nicht  hoffen  darf,  dass  die  Herron  Mathematiker  nimmt  lieb  hier 
die  Logik  einschieben  werden,  fo  fehe  ich  mich  hier  genötigt,  wenigntens  die 
wichtigsten  Sätze  für  die  Gebiete  abzuleiten. 


35 — 36.  Aiisdehnungalehre.  ifi 

Für  das  Anschauliehmachen  der  Gebiete  durch  Zeichnung  be- 
merke ich  ein  fftr  alle  Mal,  dass  die  Sache  stets  fo  dargestellt  werden  wird,  da** 
zwei  Gebiete  nur  dann  und  nur  foweit  gleiche  Einfache  enthalten,  als  ße  in 
denfelbcn  Raum  fallen  oder  einander  decken,  fo  haben  z.  B.  die  Gebiete  a  und  b 
nur  das  Stück  efgh  genieinfam,  fönst  lauter  verschiedene  Einfache,  fo  haben 
d  und  c  gar  kein  Einfaches  gemeinfam. 


b 


□  □ 


g  h 

In  der  Raumlehre  fagt  man  d  fei  gleich  c  oder  gleich  gros  mit  c.  In  der 
reinen  Denk  und  Gebietslehre  dagegen  find  d  und  c  ganz  ungleich,  haben 
auch  nicht  einen  Punkt,  nicht  ein  Einfaches,  nicht  ein  Element  gleich.  Es  ist 
wichtig,  diefen  Unterschied  zu  beachten,  da  fönst  leicht  Verwirrungen  entstehen 
könnten. 

Es  ist  nun  aus  der  Zeichnung  einleuchtend,  dass  a  -(-  a  =s  a  ist,  denn  wenn 
ich  auf  a  noch  einmal  das  gleiche  a  lege,  fo  Ändert  dies  das  a  nicht  elienfo 
bleibt  a  -a  =  a  • 

35.  8ati.    Für  die  Gebiete   gelten  alle  Oefetie  der  Zuftgnng  und 
der  Verwebung,  welche  wir  in  der  Grtaenlehre  kennen  gelernt  haben. 

Beweis.  Unmittelbar  nach  30.  Denn  die  Summe,  d.  b.  das 
verbindende  Gebiet  bleibt  dasfelbe,  ob  ich  ei  e*  mit  e*,  oder  ob  ich 
et  mit  e3  und  e^  verbinde,  und  ebenfo  bleibt  es  dasfelbe  für  et  und  e% 
wie  für  ej  und  e|.  Es  gelten  alfo  ftlr  die  Fügung  die  Grundformeln 
der  Einigung  und  der  Vertauschung  und  daraus  abgeleitet  das  ganze 
Gefetz  der  Zufügung.  Ebenfo  für  das  Zeug,  d.  h.  für  das  gemeinsame 
Gebiet  ist  das  Gebiet,  welches  dem  a  mit  dem  b  und  auserdem  mit 
dem  c  gemeinfam  ist,  dasfelbe,  als  welches  dem  a  gemeinfam  ist 
mit  dem  dem  b  und  c  gemeinsamen  Gebiete  und  ebenfo  ist  das 
dem  a  und  b  gemeinfame  Gebiet  dasfelbe,  wie  das  dem  b  und  a  ge- 
meinfame  Gebiet,  da  in  beiden  Fällen  stets  diefelben  Einheiten  gemeinfam 
bleiben.  Es  ist  alfo  für  die  Gebiete  abc  =  a  (bc)  und  ab  =  ba,  d.  h.  es 
gelten  die  Grundformeln  und  daraus  abgeleitet  das  Gefetz  der  Ver- 
webung. 

36.  Satt.    •A+#A=«A  |  •A-*A=*A 

Die  Summe  und  das  Zeug  (Produkt)  sweier  gleichen  Gebiete  iit 
wieder  dasfelbe  Gebiet. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  Satz  30. 

Man  lirass  hier  von  vorne  herein  wohl  darauf  achten,  dass  für  die  Gebiete 
und  für  die  Grösen  der  Ausdehnungslehre  ganz  verschiedene  Gefetze  der  Zu- 
fftgnng,  wie  der  VWhunjr  oder  Multiplikation  gelten,   und  das*  man  daher,   wenn 
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Die  Gefetze  der  Grösengebiete. 


37—40. 


man  nicht  in  Verwirrung  geraten  will,  Gebiete  und  Grö9en  genau  unterscheiden 
miias.  So  ist  für  Gebiete  «A  +  °A  =  °A,  dagegen  f  ftr  die  Grösen  A  +  A  =s  ÄA  £  A, 
fofern  A  £  0  ist,  fo  ist  für  Gebiete  »A  © A  =  »A.  dagegen  für  Grösen  A-A  %  A 
fofern  A^O  ist. 

8atz.    n»A(=»A  |  CA)*=* 

Jede  8umme  und  jedes  Zeug  oder  Produkt  gleicher  Gebiete  ist 
wieder  dasfelbe  Gebiet. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  36. 

Satz.    °A=0A+°A0B 

Man  kann  zu  jedem  Gebiete 
ohne  Aenderung  feines  Wertes 
ein  Zeug  (Produkt)  fügen,  in 
welchem  jenes  Gebiet  ein  Fach 
oder  Faktor  ist. 


•A=<»A.fA  +«) 
Man  kann  jedes  Gebiet  ohne 
Aenderung  feines  Wertes  mit 
einer  Summe  weben  (multipli- 
ziren),  in  welcher  jenes  Gebiet 
ein  8tüok  ist. 


Beweis.     Unmittelbar  aus  36  und  30. 

Veranschaulichung.       d=ra-|-b 


c  =  a«b 


-M 


37. 


38. 


Satz.  Annahme :  °A  4-  *B=°B 
Folgerung :  °A  •  °B  =  •  A 

Wenn  die  Summe  zweier  Ge- 
biete dem  einen  Gebiete  gleich 
ist,  fo  ist  das  Zeug  oder  Produkt 
der  (beiden  Gebiete  dem  andern 
Gebiete  gleich. 

Beweis.       Nach     der     An- 
nahme ist 
•A»B=oA.(«A  +«B) 

=  *A  .°A  +  oA  *B  (nach  35) 

=  °A  +«A.°B        (nach  36) 

=  °A  (nach  38) 

8atz.    °A  +  1  =  1 
oA^+0=°A 


Annahme:  öA-»B=<»B 
Folgerung:  »A  -f  «B  =  *A 
Wenn  das  Zeug  oder  Produkt 
zweier  Gebiete  dem  einen  Gebiete 
gleich  ist,  fo  ist  die  8umme  der 
beiden  Gebiete  dem  andern  Ge- 
biete gleich. 

Beweis.  Nach  der  Annahme  ist 
•A  +>B=oA  +  °A*B 

=»A.<A  +  «A.<>B 

(nach  36) 
=  »A .  (•  A  +  «B)  (nach  35) 
=«A  (nach  38) 

•A-0  =  0 
•Axl=°A 


39. 


Eins  giebt  zu  jedem   Gebiete   gefügt   eins,   mit  jedem  Gebiete 
gewebt  oder  multiplizirt  dasfelbe  Gebiet. 

Ä.  Graumann,  Aiudehnnngalehre.  'Z 


40. 


4t— 42. 
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41. 


Null  giebt  mit  jedem  Gebiete  gewebt  Null,  in  jedem  Gebiete 
gefUgt,  dasfelbe  Gebiet. 

Beweis.  Die  Sätze  «A  +  0  a»A,  °A  x  1  =  «A  und  »A  X  0  =0 
gelten  schon  aus  der  Grösenlehre  für  jede»,  was  Gegenstand  des 
Denkens  ist  oder  werden  kann,  alfo  auch  für  Gebiete.  Für  die  Ge- 
biete ist  aber  ferner  1  =  1  (1  +1  x°A)  (nach  38) 

=  1  -f-  «A  da  1  x  °A  =  *A  ist. 

Satz.     Annahme:  °A  -f  °C  =  °B  +  °C  und  auch  °A  »C  =  »B  °C 
Folgerung:  °A  =  °B 

Zwei  'Gebiete,  welche  zu  einem  dritten  Gebiete  gefügt,  gleiche 
Summen,  und  mit  einem  dritten  Qebiete  gewebt,  gleiche  Zeuge  oder 
Produkte  geben,  find  einander  gleich. 


42. 


Beweis.    °A  =  °A  («A  +«C)  ' 
=  oA(*B  +*C) 
=  °A.°B  +"A»C 
=*A-»B+«B»C 
=  «CA  +-C) 
=«(oB  4--C) 
=  *B 

Satx.  Annahme:  °A  +  oB=0  • 
Folgerung :  °A=0,  °B=0  • 
Wenn  die  Summe  zweier  Ge- 
biete  Null  ist,   Jf°  ist  jedes   der 
beiden  Gebiete  VulL 

Beweis.  °A=*A  -f  0      „ 

(nach  40) 
=«A  +  (°A+«>B) 
(nach  Annahme) 
=  e>A.-f0A)+°B 

:':■:.'  (»ach  35) 

=  °A  +«B 

(nach  36) 
=  0 
(naoh  Annahme) 

•  •■.  -Für  die  Gebiete  der  Ansdehnungslehre  giebt  es  demnach  kein  Abziehen 
oder  Subtrahiren  und  kein  Teilen  oder  Dividireii,  und  giebt  es  kein  negatives 
Gebiet  und  keinen  Teiler  oder  Divifor.     Denn   wollte   man  «A  —  *A  =  0  feteen^ 


(nach  38) 
(nach  Annahme) 

(nach  35) 
(nach  Annahme) 

(nach  35) 
(nach  Annahme) 

(nach  38) 

Annahme:  •A«»B=1- 
Folgerung:  *A  =  l,oB  =  l. 
Wenn   das   Zeug    (Produkt) 
zweier  Gebiete   Eim   ist,   fo    ist 
jedes  der  beiden  Gebiete  Eins. 
Beweis.    °A=«A«1 

(naoh  40) 
=r  •A  (•  A«B) 
(nach  Annahme) 
=  («A*A)-«B 

(nach  35) 
=  *A*B 

(nach  36) 
=  1 
-    (nach  Annahme) 
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•A 
fo  wäre  ©A  -(-  (  —  «A)  —  0.  alfo  nach  42  auch  oA  =  0,  und  wollte  man  ^r  =  1  fetzen, 

fo  wäre  °A»0^  =  1,  alfo  nach  42  auch  °A  — -  1. 

Erklärung.     Das  Niehtgebiet  eines  Gebietes  °A  wird   das  Ge-   43. 
biet  °A   (gelefen   Gebiet   Nicht   A)   genannt,   welches   alle   Einheiten 
enthält,  welche  in  °A  nicht  enthalten  find,  dagegen  keine  der  Einheiten 
enthält,  welche  in  °A  enthalten  find.     Das  Gebiet  °A  heist  dem  Nicht- 
gebiete  gegenüber  das  Selbstgebiet.     Das  Nicht 
von  °A  +  °B  wird  durch  pA  4-  °B],  das  Nicht 
von  °A  x  °B  wird  durch    [°A  x  °B]   bezeichnet. 

tTm  das  Nicht  anschaulich  zu  machen,  inuss  man 
die  Betrachtung  auf  ein  gewisses  Gebiet  efgh  ein- 
schränken, dann  ist  dies  die  1  und  a  -[-  a  =  1 


Satz.    °A  -*  °A  =  1 

Di«  Summe  oder  das  ver- 
bindende Gebiet  jedes  Gebietes 
und  feines  Nichtes  ist  Eins. 


b 

°A°A  =  0  44. 


Das  Zeug  (Produkt)  oder  das 
gemeinfame  Gebiet  jedes  Gebietes 
und  Teines  Nichtes  ist  Null.       _ 

Beweis.  1.  Es  ist  °A.°Ä  =  0  unmittelbar  aus  33,  da  °A  und  »A 
gar  keine  Einheit   gemein  (am  haben. 

2.  Es  ist  oA  -f  »A  =  (°A  +  »A)  1  (nach  40).  Das  Zeug  oder 
Produkt  zweier  Gebiete  ist  aber  nach  30  das  beiden  Gebieten  gemein- 
fame Gebiet,  mithin  find  lammt  liehe  Einheiten,  welche  in  »A  +  »A 
enthalten  find,  auch  in  1  enthalten.  Andrerseits  ßnd  alle  Einheiten, 
welche  in  l  enthalten  find,  auch  in  °A  -f-  °A  enthalten,  denn  nach  43 
find  alle  Einheiten,  welche  nicht  in  °A  enthalten  find,  in  »A  enthalten, 
mithin  find  in  °A  +  °A  alle  Einheiten,  welche  es  überhaupt  giebt, 
alfo  auch  jede  Einheit,  welche  in   1  enthalten  ist. 

Satz.     Alle  Nichtgebiete  desfelben  Gebietes  find  einander  gleich,  45. 
oder  für  jedes  Gebiet  giebt  es  nur  ein  Niehtgebiet  desfelben. 

Beweis.  Es  feien  °A  und  °A!  zwei  Nichte  desfelben  Gebietes,  fo  ist 
°A  +  oA  =  1  =  °A  -j-  oAt   und  °A°Ä  =  0  =  °A-°A1  (nach  44) 

mithin  °A  =  oAt  (nach  41) 

Satz.  °A=»A  46. 

Das  Nicht  des  Nichtes  eines  Gebietes  ist  wieder  das  erste  Ge- 
biet felbst. 

Beweis.    Es  ist  °A  +  °A  =  1  =°A  4"  °A  und  °A»°A  =  0  =°A-°A 

(nach  43) 
alfo  ist  uA  =  °A  (nach  41). 

2* 
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47. 


Sftti.     1  =  0 

Das  Nicht  der  Eins  ist   die 


Null. 

Beweis. 

mithin 


0  =  1 

Das  Nicht  der  Null   ist  die 


Eins. 


1+1=1=1+0 
(nach  44,  40) 

1.1  =  0  =  10 
(nach  44,  40) 

T  =  0       (nach  41 


mithin 


Beweis.  0  +  0  =  1=0+1 
(nach  44,  40) 

0.0  =  0  =  0.1 

(nach  44,  40) 

0  =  1        (nach  41) 


48.  Bat*. 

Annahme:  °A-*B  =  0,  °A«B  =  0 
Folgerung:  °A  =  °B 

Wenn  bei  zwei  Gebieten  das 
Zeug  je  des  einen  mit  dem  Nichte 
des  andern  Null  ist,  fo  find  beide 
Gebiete  gleich. 

Beweis.     Nach  40  ist 
•A=»Axl 

=  •A  (<>B  +  «)         (nach  44) 

=  »A«  +  oA»B         (nach  35) 

=  *A'B 

(nach  Annahme) 

=  *A*B  +  •!«** 

(nach  Annahme) 

=  (»A  +  •!)«         (nach  35) 

=  *B  (nach  44) 

49.  Bat«.    «A  +  *B  =  *A*B  +  «>A>B  +  •£* 

Die  Summe  sweier  Gebiete  ist  gleich  der  Summe  aus  dem  Zeug« 
der  beiden  Gebiete  und  den  beiden  Zeugen  des  einen  Gebietes  mit 
dem  Nichte  des  andern. 

Beweis.    »A  +  «B  =*A-1  +  1*B  (nach  40) 

=  «A(«  +  *B)  +  CA  +  ^A)«B  (nach  44) 
=  «A*B  +  •A^B  +  •A'B  +  «Ä«B  (nach  35) 
=  »A'ß  +  »A«B  +  °A»B  (nach  36) 

50.  Satt.    *A  +  «B  +  •Ä«B  =  1. 

Bei  je  zwei  Gebieten  ist  die  Summe  aus  den  beiden  Gebieten 
und  dem  Zeuge  (Produkte)  ihrer  Nichte  gleich  Eins. 


Annahme:  (°A  +  °B)  =  1, 

CA  +  "B)  =  1 
Folgerung :  •  A  =  °B 

Wenn  bei  zwei  Gebieten  die 
Summe  je  des  einen  mit  dem 
Nichte  des  andern  Eins  ist,  fo 
find  beide  Gebiete  gleich, 

Beweis.     Nach  40  ist 
•A  =  «A  X  1 

=  °A  CA  +  *B) 

=  »A»A  +  »A«B 

=  «A«>B 

=  «>A*B  +  *1>B 

=  CA  +  «B)  "B 

=  1  X  °B  =  »B 

(nach  Annahme) 


(Annahme) 
(nach  35) 
(nach  44) 
(nach  44) 
(nach  35) 
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51—52. 


Beweis.     1  =  l-t 

=  («A  +«A)CB  +  «B) 

=  "A«B  +  »A»B  +  °A°B  +  «A*B 

=  »A  +  «B  +  «>A0B 


(nach  40) 
(nach  44) 
(nach  35) 
(nach  49) 


Satz.  pA  -(  "B)  =  «A"B 
Bas  Nicht  einer  8umme  oder 
des  verbindenden  Gebietes  ist 
gleich  dem  Zeuge  oder  dem  ge- 
meinsamen Gebiete  von  den  Nich- 
ten der  Stücke. 

Beweis. 
•A  -f  »B  +  «A  •!  =  1      (nach  50) 
=  «A  +  'B  +  pA  +  «B) 

(nach  44)  und 
(•A  +  «>B).<»A.*B 

=«A  'A«B  +  »B»Aoß  (nach  35) 
=  0  (nach  44) 

=  CA  -f  «)  L«A  -f  »B) 

(nach  44) 
mithin  •  A°B  =  p A  +  »B)  (nach  4 1 ) 


[•A-»B)  =  *A  +  «B 

Bas  Nicht  des  Zeuges  oder 
des  gemeinfamen  Gebietes  ist 
gleich  der  Summe  oder  dem  ver- 
bindenden Gebiete  von  den  Rich- 
ten der  Fache  oder  Faktoren. 

Beweis. 
•A'B  +   A"+  °B"=  1     (nach  50) 

=  *A<»B  +  [*A«) 

(nach  44)  und 
•A°BeA  +  •£) 

=  »A«B°A  +  «A^BHB  (nach  35) 

=  0  (nach  44) 

=  "A"B."[»A0B) 

(nach  44) 
mithin°A +°B="[»AoB)  (nach  41) 


51. 


Erklärung.     Zwei  Gebiete  der  Ausdehnungslehre  heisen  52. 

a.  Beckgebiete    oder    identische    Gebiete,    wenn    beide 
einander  gleich  find  oder  wenn  jede   Gröse  des   einen  Ge-     v 
bietes  auch  eine  Gröse  des  andern  ist, 

b.  Eingebiete  oder  inzidente  Gebiete,  wenn  das  eine  ein 
Stück  des  andern  ist,  oder  wenn  jede  Gröse  des  Stückes 
auch  eine  Gröse  der  Summe  ist.  Bie  Summe  heist  dann 
auch  das  übergeordnete  oder  weitere  Gebiet,  das 
Stück  das  untergeordnete  oder  engere  Gebiet, 

c.  Schneidgebiete  oder  fekante  Gebiete,  wenn  beide  teils 
gemeinsame  Grösen,  teils  jede  eigentümliche  Grösen  hat 
Bie  Gefammtheit  der  gemeinfamen  Grösen  heist  das  ge- 
meinfame Gebiet,  die  Gefammtheit  aller  Grösen,  welche 
zu  den  Grösen  beider  Gebiete  hörig  find,  das  verbindende 
Gebiet, 

d.  Trenngebiete  oder  disjunkte  Gebiete,  wenn  beide  Ge- 
biete keine  Gröse  gemeinfam  haben. 


53—5». 


Aiisdehimngdlehre. 
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••  Die  Anschauung  ergiebt  fich  aus  der  folgenden  Zeichnung: 

Deckgebietü  Kin^'e.bietc  Schneidgebiete  Trenngebietc 


a+b=b=a 


&  -f  b: 


r 


»  +  b 


a  +  b 


i?i  ff1 


»b  =  ar  b  »b-  a 

53.  Satz.  Die  Summe  oder  das 
verbindende  Gebiet  zweier  Deck- 
gebiete (identischer  Gebiete)  ist 
dasfelbe  Gebiet,  die  zweier  Ein- 
gebiete ist  das  höhere  Gebiet,  die 
zweißr  Schneidgebiete  ist  das  ver- 
bindende Gebiet,  die  zweier  Trenn- 
gebiete (disjunkter  Gebiete)  ist 
die  Summe  aller  den  beiden  Ge- 
bieten angehörigen  Grösen. 

Beweis.        Unmittelbar      aus 
36  und  30. 

Veranschaulichung  liehe  hei  Satz  52. 

54.  Satz.    °A  +  °B       °B 
Die    Summe    der    Gebiete    ist 

jedem   Stücke    gleich   oder   über- 
geordnet. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  53. 


ab 


ab=  0 

Das  Zeug  (Produkt)  oder  das 
gemeinfame  Gebiet  zweier  Deck- 
gebiete (identischer  Gebiete)  ist 
dasfelbe  Gebiet,  das  zweier  Ein- 
gebiete ist  das  niedere  Gebiet, 
das  zweier  Sohneidgebiete  ist  das 
gemeinfame  Gebiet,  das  zweier 
Trenngebiete  (disjunkter  Gebiete) 
ist  Null. 

Beweis.  Unmittelbar  au*  33, 
3<>  und  30. 


°A°B  .     °B 

Das  Zeug  (das  Produkt)  der 
Gebiete  ist  jedem  Fache  oder 
Faktor  gleich  oder  untergeordnet. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  53. 


ZurVeraiischaulichuiigdosSat7.es  kann  die  Zeichnung  zu  52  für  Peckgehiete 
und  Untergebiete  dienen. 


55.         Satz.    1    *  QA 

Die  Eins  ist  das  höchste  Ge- 
biet, welchem  alle  Gebiete  unter- 
geordnet find. 

Beweis.  Nach  40  ist  °A  -f  "* 
=  1  und  °A  •  1  =  °A,  alfo  ist  nach 
53  die  1  höher  als  °A,  was  immer 
aueh  °A  lein  möge. 


o  i:»A 

Die  Null  ist  das  niedrigste 
Gebiet,  welches  allen  Gebieten 
untergeordnet  ist. 

Beweis.  Nach  40  ist  °A  -f  0 
=  ° A  und  ° A  X  0  =  0 ,  alfo  ist 
nach  53  die  0  niedriger  als  °A, 
was  immer  aueh  °A  fein  möge, 
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50—58., 


8at«.CA+#B=*=ÄB)=(*A^B)  I 

.  Ein  Gebiet,  welches  in  einem 

andern  zugefügt,   den  Wert  des- 

felben   nicht   ändert,    ist    diefem 

deckend  oder   untergeordnet  und 

Man  kann  zu  jedem  Gebiete 
ohne  Aenderung  feines  Wertes 
das  Deckgebiet  oder  das  unter- 
geordnete Gebiet  zufügen  (ad- 
diren). 

Beweis.     Unmittelbar  aus  54. 

Satz.  (°A"B  =  0)  =  (°B  <£<*)" 

und  CA'B  =  0)  =  («A  -^  »B) 
Jedes  Gebiet  ist   dem  Nichte 
feines  Trenngebietes  gleich  oder 
untergeordnet  und 

Wenn  ein  Gebiet  dem  Nichte 
eines  andern  gleich  oder  unter- 
geordnet ist,  fo  ist  es  von  dem- 
felben  getrennt  oder  disjunkt. 
Beweis.  1.  Wenn  °A°B  =  0 
(Annahme),  fo  ist 
»B=oB.l  (nach  40) 

=  »B(«A  -f-  °A)  (nach  44) 

_.B«A  +  «B°A  (nach  :*5) 

=  °B°A  (nach  Annalime) 

cl.  h.  °B  f  °A  (nach  50) 

2.  Wenn  ° A  :;!  °B,   fo  ist  nach 
54  °B  =  °A  4    »B.  allo 
0=«>B»B  (nach  44) 

=  («A  +  «B)«B 

—  «A<>B  +  °B«B  (nach  35) 

=  °A°B  (nach  44) 


CA-*B  =«A)  =  (*A   f  B) 

Ein  Gebiet,  welches  mit  einem 
andern  gewebt  (multiplisirt)  den. 
Wert  desfelben  nicht  ändert,  int  die-; 
fem  deckend  oder  übergeordnet  und 

Man  kann  jedes  Gebiet  ohne 
Aenderung  feines  Wertes  mit 
einem  deckenden  oder  ihm  über- 
geordneten Gebiete  verwebe^ 
(multipliziren). 

Bew  eis.     Unmittelbar  aus-  54# 

<*5»b  =  0)===cbT<*A) 

0»A°B  =  0)  =  (°A  < ;  °B) 
Jedes  Gebiet  ist  dem  Nichte 
feines  gleich  oder  übergeordneten 
Gebietes  getrennt  oder  disjunkt  und 
Wenn  ein  Gebiet  einem  an- 
dern gleich  oder  untergeordnet  ist, 
fo  ist  es  dem  Nichte  desfelben  ge- 
trennt oder  disjunkt. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  57 
erste  Seite. 

Zur  Verans  eh  au  Hebung  des 
Satzes  dient  folgende  Zeichnung:  . 


50, 


57. 


8atz.     (°A  <  *B)  =  (°B  <C  °A) 

Bas  Nicht  des  höhern  Begriffes  ist  dem  Nichte 
des  niedern  Begriffes  untergeordnet. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  57,  denn  [°A  <  *B] 
=  0>A«B  =  0)  =  (°B  •<  °Äj 


58. 
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59.  Batx.    >A  +  4  ==  *B)  H°B  =  °B)  =  (*A  =  •B) 

Ein  Gebiet,  welches  iu  einem  andern^Gebiete  zugefügt  and  auch 
mit  ihm  verwebt  (multiplizirt)  die«  Gebietjnioht  Ändert,  ist  diefem 
Gebiete  deckend  oder  identisch. 

Beweis.  Da  *A  +  *B  =  »B  ist,  fo  ist  »A  saoAoß  nach  39,  alfo  ist 
•A  =  dA°B  =  °B  nach  der  Annahme. 

60.  Satt.     (*A  <  «B)  (°B  <  *A)  =  (»A  =  «B) 

Wenn  von  zwei  Gebieten  das  erste  dem  zweiten  und  zugleich 
das  zweite  dem  ersten  untergeordnet  ist,  fo  find  beide  Gebiete 
deckend  oder  identisch. 

Beweis.  Wenn  °A  <:  °B,  fo  ist  nach  56  auch  °A  +  •!*  =  °B 
und  wenn  #B  <.  °A,  fo  ist  nach  56  auch  9A  -j-  °B  =  °A,  mithin  ist 
•A  =  *A  +  »B  =  "B 

61 .  8atz.     (»A  <  «B)  -  CA  <  *B)  =  (°A  =  «B) 

Wenn  das  Nicht  des  niedern  Gebietes  dem  des  höhern  Gebietes 
untergeordnet  ist,  fo  find  beide  Gebiete  deckend  oder  identisch. 

Beweis.  Nach  58  ist  da  °A  <C  °B  auch  °B  <C  PA,  und  da  auch 
•A  <  »B,  fo  ist  nach  60  auch  «A  =  »B 

62.  8a tz.  Für  deckende  Gebiete  und  für  Eingebiete  finden  die 
folgenden  acht  Gleichungen  statt,  und  wenn  eine  diefer  Gleichungen 
stattfindet,  find  die  Gebiete  deckende  oder  Eingebiete. 

1.  »A  11  *B       3.    «A  -f  «B  =  «B       ö.  »A°B  =  »A       7.  •**  =  0 

2.  •I^;."«!       4.   ^+<>B  =  'A       6.  «>A«B=«B       8.'A+-B  =  1 
Beweis.     Unmittelbar  1  nach  53;  2  nach  58;  3,  4.  5  und  6  nach 

56;  7  nach  57.    Es  bleibt  alfo  nur  für  8  der  Beweis  zu  fiihien;  es  ist  aber 

1  =  1  +  *B  (nach  40} 

s=s  *A  +  °A  +  *B  (nach  44) 

=  »A  +  °B  (nach  56) 

63.  8  atz.  Für  Trenngebiete  (disjunkte  Gebiete)  finden  die  folgenden 
acht  Gleichungen  statt  und  wenn  eine  diefer  Gleichungen  stattfindet 
fo  find  die  Gebiete  getrennt  oder  disjunkt. 

1.  »A  r.  *       3.  «A  +  *  =  *       5.  °A«B  =  <A     7.  °A»B  =  0 

2,  «*:£•!      4.  «A+oB=oA       6.  °A.»B=°B     8.  «A -f  B==l 
Beweis.     Unmittelbar  aus   62,   indem    man   "B   in  °B    und  °B  in 

•B  umwandelt,  da  wenn  °A  und  «B  disjunkt,  d.  h.  nach  53  «A^B  =  U 
auch  nach  57  *A  dem  °B  untergeordnet  ist. 
04.  Erklärung.    Das  Haupt  gebiet  °H  heist  das  Gebiet,  zu  welchen 

alle  der  Betrachturg  unteiworfcnen  Gl  Ösen  hörig  find.    Alle   Gifte? 
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welche  außerhalb  des  Gebietes  [liegen,  werden  für  die  Betrachtung 
gleich  Hüll  gefetit  Alle  Gebiete,  welche  das  Hauptgebiet  schneiden, 
werden  nur  foweit  betrachtet,  ab  fie  in  das  Hauptgebiet  fallen. 

Erklärung,    Die  Ergänzung  eines  Gebietes  heist  das  Nicht-  65. 
gebiet  jenes    Gebietes,    foweit  die    Einheiten  des    Nichtgebietes   im 
Hauptgebiete  enthalten  find,  oder  fie  ist  das  Zeug  des  Nichtgebietes 
mit  dem  Hauptgebiete. 

Satz.    Die  Betrachtung  wird  auf  das  Hauptgebiet  H  beschränkt,  66. 
indem  jedes  Glied   der  Formel   mit    dem  Hauptgebiete  H  verwebt 
oder  multiplizirt  wird. 

Beweis.  Da  für  die  Gebiete  nur  Zufilgung  und  Verwebung 
vorkommt,  und  filr  diefe  Rechnungen  alle  Klammern  gelöst  werdeu 
können,  fo  erhält,  wenn  man  alle  Klammern  löst,  jedes  Glied  die 
Form  a  °A  und  die  ganze  Formel  die  Form 

ö  aa9Aa  =  Spb°B6.      Wenn  man  hier   beide  Seiten    mit  H   Ver- 
lan lim 

webt,  fo  erhält  die  Formel  die  Gestalt 

(S  aftpAa  \°H  =  |  S  0&°Bb  \°H,  oder  nach  35  und  Grösenlehre  90 
1«  /  U»  ) 

S  aa«»Aa»H  =  S  /fc«Bs-H 

Sei  nun  °Bc  ein  Gebiet  auserhalb  des  Hauptgebiete*,  fo  ist 
•Bc°H  =  0  nach  33.  Sei  «Bd  ein  Gebiet,  welches  °H  schneidet,  fo  ist 
°Bd°H  nach  30  das  beiden  Gebieten  gemeiufame  Gebiet,  d.  h.  es  wird 
nur  foweit  betrachtet,  als  es  in  das  Hauptgebiet  fällt.  Sei  endlich 
°Bc  ein  Gebiet  innerhalb  des  Haupt  gebiet  es,  fo  ist  nach  62  auch 
•Be*H  =  «Be.     Aus  1  wird  1  °H  =  41. 

8ati.     Alle  8ätze  34  bis  63  über  die  Gebiete  bleiben  besteben,  07. 
fofern  man  für  jedes  Gebiet  das  Zeug  des  Gebietes  mit  dem  Haupt- 
gebiet,  fftr  1   das  Hauptgebiet  und  filr  jedes    Nichtgebiet   die   Er- 
gänzung zum  Hauptgebiete  fetzt. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  66. 

5.  Die  Zeuge  oder  Produkte  von  Ausdehnungsgrosen. 

Erklärung.    Das  Zeug   oder   Produkt  von   n  Einheiten   erster  68. 
Klasse   heist  eine  Einheit  nter  Klasse,   fofern   es  ungleich  Null  ist. 
Jede  Einheit   nter  Klasse,   welche  wenigstens   eine   andere  Einheit 
erster  Klasse  enthält,   als  jede  andere  Einheit  nter  Klasse,   ist  eine 
von  diefen  freie  Gröse. 
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Ich  habe  das  Gebiet  von  n  gegenfeitig  freien  Grösen.  er&ter  Klasse  oder 
von  n  ursprünglichen  Einheiten  ein  Gebiet  nter  Stufe  genannt.  Dagegeu  nenne 
ich  das  Zeug  oder  Produkt  von  u  ursprünglichen  Einheiteu  eine  Einheit  nter 
Klasse,  ebenfo  das  Zeug  oder  Produkt  von  n  gegenfeitig  freien  Grösen  erster 
Klasse  eine  Gröse  nter  Klasse.  Ich  unterscheide  alfo  Stufe  und  Klasse  und  ge- 
brauche die  Stufe  nur  für  die  Gebiete,  die  Klasse  nur  für  die  Zeuge  oder  Pro- 
dukte. Es  ist  diefc  Benennung  der  Zeuge  oder  Produkte  aber  auch  geschichtlich 
berechtigt.  In  der  Bindelehre  oder  Kombinationslehre  heist  ein  Gebinde  von  n 
Einfachen  oder  Elementen  abc---n  längst  ein  Gebinde  nter  Klasse.  Es  liegt  kein 
Grund  vor,  von  diefem  geschichtlichen  Gebrauche  abzugehen.  Die  Sätze  aber 
werden  dadurch  klarer  Betrachtet  man  z.  B.  die  Zeuge  oder  Produkte  von  m 
einfachen  gegenfeitig  freien  Grösen  in  einem  Gebiete  nter  Stufe,  fo  ist  es  klarer 
von  den  Grösen  rater  Klasse  in  einem  Gebiete  nter  Stufe  zu  reden,  als  von  den 
Grösen  mter  Stufe  in  einem  Gebiete  nter  Stufe. 

Die  gegebene  Erklärung  l>efagt,  dass  zwischen  den  verschiedenen  Einheiten 
höherer  Klasse  nicht  noch  Bedinguugsgleichungen  herrscheu  dürfen,  wodurch  die 
eine  als  Vielfachenfumme  der  andern  gefetzt  wird.     Denn  fei 

aE-j-jJF  +  j'G-) —  0,    wo  E,  F,  G •  •  •   verschiedene  Einheiten 

höherer  Klasse  find,  und  fei  wenigstens  eine  der  Vorzählen  z.  B.  a  ungleich 
Null,  fo  ist  die  diefer  Vorzahl  zugehörige  Einheit  E  nach  14  zu  den  Einheiten 
¥\  G  •  -  hörig,  alfo  nicht  frei  von  den  Einheiten  F,  G  •  •  •  • 

69.  Satz.     Wenn  oE-|/SF-fyG+--  =  0 

wo  E,  F,  G  •  >  •  verschiedene  Einheiten  höherer  Klasse  find,  fo  ist  a  =  0, 
ß  sss  0,  y  =  0,  •  •  oder  eine  Gröse,  welche  zu  den  verschiedenen  Ein- 
heiten höherer  Klasse  hörig  oder  welche  eine  Vielfachenfumme  diefer 
höheren  Einheiten  ist,  ist  dann  und  nur  dann  Null,  wenn  ihre  fämmt- 
lichen  Vorzahlen  Null  find. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Satz  15. 

70.  Satz.  In  jedem  Zeuge  oder  Produkte  zweier  Grösen  der  Aus- 
dehnungslehre  kann  man,  statt  die  einzelnen  Grösen  mit  Zahlen  su 
vielfachen,  auch  das  Zeug  der  erstem  mit  dem  Zeuge  der  letztern 
vielfachen  oder  es  ist 

(aa)  (ßh)  =  (aß)  (ab) 

Beweis:  Es  ist  (aa)  QSb)  =  a  (*ß)  b  (nach  3,j). 

=  o  (jJa)  b  (nach  4). 

=  (a£)(ab)  (nach  3„). 

71  Satz.  In  jedem  Zeuge  oder  Produkte  mehrer  Grösen  der  Aus- 
dehnungslehre kann  man,  statt  die  einzelnen  Grösen  mit  Zahlen  zu 

vielfachen,  auch  das  Zeug  der  erstem  mit  dem  Zeuge  der  letztem 
vielfachen  oder  es  ist 

P(aa,  ;*)..)  =  («0-')P(a,b..) 


2?  I>ie  Zeuge  oder  Produkte  von  AuridehiiuiifrHgrttseii.  72 — 75. 

Satz.     In  jedem  Zeuge   oder  Produkte  mehrer  Orösen  der  Aus-   72. 
dehnungslehre  kann  man  die  Fache  oder  Faktoren,  welche  Vielfache 
derfelben  Gröse  find,   ohne  Aenderung  des  Wertes  vertauschen,   oder 
es  ist 

P(aa,  ^a  •  •)  =s  F(,^»,  «tt  •  • ) 

Beweis:    P(„»,  ,*a. .)  ==  (aß  ■  •)  P(a,  a  -.)  (nach  71) 

=  (/Sa--)  P(a,a..)    (nach  Zahlenlehre  160) 

=  P^a,^..)  (nach  71) 

Satz.    Ein  Zeug,   dessen  einer  Fach  (Faktor)  eine  Vielfachen-  73. 
fumme    ist,    ist    gleich    einer   Vielfachenfumme   von   entsprechenden 
Zeugen,  welche  man  erhält,  wenn  man  statt  der  gegebenen  Vielfachen- 
fumme die  Stücke  fetzt  oder 

1^+^»,  +  ..)  C  =  a  Pac  +  ß  Pl»c  +  •  • 
Beweis.       Unmittelbar  aus    Grösenlehre    71     und    AundelinungH- 
lehre  71. 

Satz.  Das  Zeug  oder  Produkt  zweier  Vielfaohenfummen  aus  be-  74. 
liebigen  Orösen  erhält  man,  indem  man  jede  Gröse  der  ersten  mit 
jeder  der  zweiten  zu  einem  Teilzeuge  einwebt  (multiplizirt),  jedes 
diefer  Teilzeuge  mit  dem  Zeuge  der  zu  den  betreffenden  Orösen  ge- 
hörigen Vorzahlen  vervielfacht,  und  dann  fämmtliche  Zenge,  welche 
(ich  auf  diefe  Weife  bilden  lassen,  zufugt  oder  addirt,  oder 

(S  cta  aa)  •  (S  ßb  be)  =  8  aa  ßb  (au  bt) 
wo  aa  bb  beliebige  Orösen,  aa  ßb  beliebige  Zahlen. 

Beweis:  (8  aa  a«).(S  ßb  bb)  =  8  a<x  [a«.(S/?b  bb)]  (nach  73) 

=  S  aa  [ßb  (a*  bb)]  (nach  73) 

=  S  aa  ßb  (aa  bb)  (nach  12) 

Satz.    Der  Satz   74   gilt  auch   für  beliebig   viele  Fache    oder  75. 
Faktoren,  d.  h. 

(  Sda  aa)-(Sj?b  bb)(8  Yc  Cc)  •     •  =  S  («a  /fc  ft  '  a  ')  <*a  bt  *c  •  •  -) 

wo  aa,  bb,  cc  •  •  •  beliebige  Orösen  und  aa,  ßb,  yc  •  •  •  beliebige  Zahlen. 
Beweis:    Wenn  der  Satz  für  irgend  eine  Anzahl  m   von  Fachen 

oder  Faktoren  gilt  (Annahme),  fo  gilt  er  auch  für  m  +  1  Fache. 

Es  fei  nach  der  Annahme 

(8  aa  aa)-(8  ßb  bb)-  •  -(8  //m  mm)  =  8  (<Xa  ßb'  •  -flm)  (aa  bb-  •  -mm)    fo  ist 

(8  aa  aa)-(S  ßb  bb)-  •  -(SjUm  mm)-(S  vn  n«) 

=  [8  (aa  ßb^  •  -|Mm)  (aa-bb-  •  -mm)]  (S  vn  nn)  (nach  Annahme) 

=*  8  (aaßb-  •  -fem  Vn)  (aa-bb-  •  -mm-nn)  (nach  74) 
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Nun  gilt  der  Satz  75  nach  Satz  74  für  zwei  Fache  oder  Faktoren 
mithin  gilt  er  fortschreitend  auch  für  beliebig  viele. 
76  Satz.     Das   Zeug   oder  Produkt  von  n  Yielfachenfummen  von 

Einheiten  erster  Klasse  ist  eine  Vielfachenfumme  von  Einheiten  nter 
Klasse,  foweit  die  Zeuge  der  n  Einheiten  erster  Klasse  ungleich  Null 
bleiben. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  75. 

Die  in  Satz  68  bis  75  entwickelten  Gefetze  find  die  allgemeinen  Gefetze, 
welche  in  der  Ausdehnungslehre  für  alle  Arten  von  Zeugen  oder  Produkten 
gelten.  Die  eigentümlichen  Gefetze  für  die  einzelnen  Arten  der  Zeuge  oder  Pro- 
dukte von  Grttscn  gehen  aus  den  Bediiiguugsgleichungcii  hervor,  welche  für  die 
Zeuge  (Produkte)  der  Gröscn  aufgestellt  werden.  Die  Zahlgrösen  der  Ausdehnungs- 
lehre  unterliegen  den  gewöhnlichen  Gefetzen  der  Zahlcnlehre*,  es  kommt  demnach 
nur  noch  darauf  an,  die  Bediugungsgleiehungen  für  die  Zeuge  der  Einheiten  auf- 
zustellen. 

Wir  haben  bereits  in  der  Einleitung  zur  Ausdehnungslehre  bei  der  Idee  der 
Ausdehnungslehre  die  Arten  der  Webung  oder  Multiplikation  besprochen,  welche 
bei  der  Ausdehuungslehre  in  Betracht  kommen.  Wir  fahen  dort,  dass  für  die 
.  Ausdehnungslehre,  als  niederer  Zweig  der  Ausenlehre  oder  Svnthcfis,  nur  die 
Flach  ung,  für  welche  ea  ed  r-r  0  und  ea  e&  —  —  e&  ea  ist,  und  die  innere 
Web  ung,  für  welche  ea  e$  =0  und  ed  ea  £  0  ist,  in  Betracht  kommen,  dass 
aber  die  letztere  lieh  leicht  auf  die  Flach  ung  zurückführen  lüsst.  Dass  demnach 
für  die  Ausdehnungslehre  nur  die  Flach  ung  als  eigentümliche  Art  der  NVebung 
verbleibt. 

Für  die  Erweiterungslehre  oder  für  den  höhern  Zweig  der  Ausenlehre  oder 
der  Synthefis,  lernten  wir  dort  noch  die  Flechtung  kennen,  für  welche  fowohl 
ea  ea  X  0,  als  auch  ea  eb  £  Ü  ist.  Wir  könnten  hienach  fofort  zur  Flach  ung  über- 
gehen-, indessen  ziehe  ich  es  doch  vor,  im  Texte  noch  einen  befondirn  Weg 
einzuschlagen  und  die  Zeuge  oder  Produkte  der  Ausdehnungslehre  deu  Zeugen 
oder  Produkten  der  Bindelehre,  wie  der  Logik  gegenüber  zu  stellen,  und  hone 
ich  dadurch  noch  mehr  Klarheit  in  die  Sache  zu  briugeu. 

In  der  Ausdehnungslehre  kann  man,  wie  in  dem  iuuern  Denken  zwei  Ord- 
nungen der  Webung  oder  Multiplikation  unterscheiden,  nämlich 

1  Die  innere  Web  ung,  den  Begriffen  der  Bestimmungslehre  oder  Logik 
entsprechend,  für  welche  das  Zeug  oder  Produkt  zweier  verschiedener 
Einheiten  gleich  Null  gefetzt  wird.  ea«c&  =  0. 

%  Die  unsere  Webung,  den  Gebinden  der  Bindelehrc  oder  Kombinations- 
lehre entsprechend,  für  welche  das  Zeug  oder  Produkt  zweier  ver- 
schiedener Einheiten  ungleich  Null  gefetzt  wird.     ea  c&  £  0. 

77.  Erklärung.     Die    innere  Webung   oder   die    innere   Mul- 

tiplikation heist  in  der  Ausdehnungslehre  diejenige  Art  der  Webung, 
für  welche  das  Zeug  oder  Produkt  zweier  verschiedener  Einheiten  Null, 
das 'Zeug  oder  Produkt  zweier  gleicher  Einheiten  eins  ist. 
ea  •  et  =  0  e*  •  ea  ==  L 
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Von  der  innen»  Webung  giebt  es  nur  eine  Art.  Da  ed*efc  =  0,  fo  rauss 
ea'Ga  Z  0  k"u  denn  fetzen  wir  hier  auch  ea  •  ed  =s  0,  fo  werden  fammtliche 
Größen  Null,  d.  h.  es  verschwindet  die  ganze  Webung.  Das  Zeug  ea«ea  muss 
alfo  ungleich  Null  fein.  Soll  nun  aber  diefe  Bedingung  eine  allgemeine  fein,  fo 
dass  ed-ea---ed  £0  ist  und  will  man  nicht  für  jedes  diefer  Zeuge  einen  andern 
Wert  einführen,  fo  ist  es  das  Einfachste,  wir  fetzen  ea«cd-  •  -ea  =  ed-ed.     Soll  nun 

auch  gleichzeitig  ea-~  -  =  1  gelten,  fo  folgt  allgemein  für  jedes  beliebige  a 
ea.ea  =  ea.ea.l  =  ea.ed  (ed- — J  =:ed.ed.ed.l.—  (nach  4) 


*-e*'(e*'S.) 

1      1 

a  "  e.'  -   ed 


ea 

1  11 

e     =  ea-ea-ea.ed  .      -  .  (nach  4) 

da  ed-ea-ea.ea  =  ea-ed 


d.  h.  es  werden  dann  alle  Zeuge  ed«ed  =  1  für  beliebiges  a.  Man  kann  alfo  alle 
Zeuge  oder  Produkte  zweier  gleicher  Einheiten  gleich  eins  fet/.en  und  ist  für 
innere  Webung  allgemein: 

ed-ed  =  eb.eb  —  1  ea-ea  =  0. 

Wir  könnten  nun  zunächst  die  Gefetze  für  die  innere  Webung  entwickeln- 
aber,  wie  fich  im  Folgenden  zeigen  wird,  gewinnen  wir  diefe  Gefetze  bequemer 
durch  Anwendung  der  üusern  Webung  und  können  demnach  folbrt  zur  äusern 
Webung  übergehen. 

Erklärung.  Die  änsere  Webnng  oder  Multiplikation 
heist  in  der  Ansdehnungslehre  jede  Art  der  Webnng,  für  welche  das 
Zeug  oder  Produkt  zweier  oder  mehrer  verschiedener  Einheiten  un- 
gleich Null  ist  oder  ea-e&  £  0  ea*e**ec*  •  •  £  0. 

In  der  Bindelehre  oder  Kombinationslehre  werden  wir  vier  Arten  von  Zeugen 
oder  Produkten  kennen  lernen,  für  welche  fammtlich  die  Bedingungsgleichung 
ea'e&  £  0  gilt,  nämlich 

1.  die  Geschiede  (Komplexionen)  oder  die  Zeuge,  für  welche  Vertauschung 
zweier  Einheiten  gilt, 

2.  die    Geander   (Variationen)    oder    die   Zeuge,    für    welche    diefe    Ver 
tauschung  nicht  gilt 

und  in  jeder  diefer  Gattungen  zwei  Arten,  nämlich 

a)  die  Vollgebinde  (Kombinationen  mit  Wiederholung)  oder  die  Zeuge,  in 
denen  das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  ungleich  Null  ist  und 

b)  die  Ausgebinde  (Kombinationen  ohne  Wiederholung)  oder  die  Zeuge, 
in  denen  das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  Null  ist. 

Wir  erhalten  alfo  in  der  Bindelehre  folgende  vier  Arten  von  Zeugen  oder  Pro- 
dukten: 

Die  Vollgeschiede  (Komplexiouen  mit  Wiederholung):  ea-ea£0;  ea-e6=re6.ea 
Die  Ausgeschiede  (Komplexionen  ohne  Wiederholung):  ea*efl  =  ü-5  ea«e&  =  e&'ea 
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Die  Vollgeander  (Variationen  mit  Wiederholung):  ea*ea  Z*M  ea'eb  Z  efc*ca 
Die  Ausgeänder  (Variationen  ohne  Wiederholung):        ca*car--:0-,    ea-e$  £  e**eÄ 

Verfuchen  wir  nun  diefe  vier  Arten  der  Zeuge  oder  Produkte  in  die  Aus- 
dehnungslehrc  einzuführen,  fo  ergeben  lieh  die  folgenden  Betrachtungen: 

Für  die  ernte  Art  der  Webung,  welche  den  Vollgeschieden  (Komplcxio- 
nen  mit  Wiederholung)  entspricht,  für  welche  alfo  Vertauschung  zweier  Einheiten 
gilt,  und  für  welche  zugleich  das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  ungleich  Null  ist 
gilt  die  Grmidforitiel  der  Verwebung  er  05  —  cß  er  (Grösenlehre  61)  und  geht  daraus 
das  ganze  Gcfetz  der  Verwebung  (Grösenlehre  62)  hervor,  d.  h.  man  kann  in  jeder 
GrÖsenknüpfung  ohne  Aenderung  des  Wertes  die  Plusklammern  und  Malklamraern 
beliebig  fetzen  oder  weplassen,  die  Ordnung  der  Fache  oder  Faktoren  beliebig  find ern 
und  die  Beziehuugsklammern  auflöfen,  indem  man  jedes  »Stück  des  einen  Faches  mit 
jedem  des  andern  verwebt  und  die  Zeuge  zufügt  (die  Produkte  addirt).  Es  ist  di^s 
das  Gefetz,  welches  in  der  Zahlenlehre  feine  Geltung  hat,  der  Begründer  der  Aus- 
dehnungslehre H.  Grassmanu  hat  diefe  Art  der  Multiplikation  daher  die  alge- 
braische genannt.  Es  versteht  lieh  von  felbst,  dass  ihr  auch  eine  algebraische 
Teilung  oder  Divifiou,  eine  Höhung  oder  Potcnzirung  u.  f.  w.  zur  Seite  geht,  und 
dass  man  für  alle  diefe  Verknüpfungen  ausgedehnter  Grösen  unmittelbar  die  Gefctze 
der  Zahlcnlehre  als  geltend  annehmen  darf.  Ich  nenne  diefe  Art  der  Webung  in  der 
Ausdehnungslehre  eine  Fleehtung,  das  Zeug  oder  Produkt  ein  Flccht*.  Der 
Name  algebraische  Multiplikation  kann  leicht  zu  Irrungen  und  Missvcrständuissen 
führen.  Es  ist  ja  unzweifelhaft,  dass  jedes  Vielfache  «a  ein  algebraisches  Produkt 
ist,  dasfelbe  wird  in  allen  Arten  der  Multiplikation,  bei  innerer  Webung.  wie  bei 
Flachung  und  Flechtung  angewandt.  Das  Flecht  der  Ausdehnungslehre  muss  von 
diefem  algebraischen  Produkte  unterschieden  werden,  ich  wende  daher  lieber  den 
Namen  Flechtung  und  Flecht  au.  Der  Bruder  hat  den  Namen  algebraische  Multipli- 
kation nur  gewählt,  um  den  Mathematikern  die  Sache  mehr  mundgerecht  zu  machen 
und  dadurch  die  Einführung  zu  erleichtern.  Der  Begriff  der  Flechtung  ist  überdies 
ein  neuer  und  ist  daher  für  den  neuen  Begriff  auch  eiu  neuer  Name  erforderlich 
oder  doch  wünschenswert. 

Für  die  zweite  Art  der  Webung,  welche  den  Ausgeschieden  (Kom- 
plexionen ohne  Wiederholung)  entspricht,  für  welche  die  Vertauschung  zweier  Ein- 
heiten gilt  und  für  welche  zugleich  das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  Null  ist,  gilt 
die  Bedingung  ea  ea  —  0,  und,  da  in  der  Ausdehnungslehre  jede  Gröse  als  Einheit  ge- 
fetzt werden  kann,  auch  0  =  (ea  +  eb)  (  ea  -f-  *b)  =  ed  ea  -[-  ea  e&  +  c&  ea  -f-  eh  eb 
alfo  da    0  =:  ea  ea  =  e6  e&,  auch  0  =  ea  eb  +  e6  efl. 

Da  nun  ferner  Vertauschung  gilt,  fo  ist  ea  e&  3=  e$  ea  mithin  auch  ea  e&  ~  0, 
d.  h.  es  werden  für  diefe  Art  der  Verwebung  fämmtlichc  Zeuge  oder  Produkte 
Null  und  fällt  diefe  Art  der  Rechnung  mithin  aus. 

Für  die  dritte  Art  der  Webung,  welche  den  Vollgeändern  (Variationen 
mit  Wiederholung)  entspricht,  für  u  eiche  alfo  nicht  Vertauschung  gilt  und  für  welche 
zugleich  das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  ungleich  Null  ist,  gilt  nur  die  Grund- 

*  Das  Flechten  bezeichnet  ein  Verknüpfen  von  jedem  mit  jedem,  ist  alfo 
^ir    «liefe    Art    der  Zeuge    ein    ganz    passender  Name,    da  Cj    und  ea    geflochten 

ei  ci    ea  ei    gehen    in)(|    ü]\e    Mo*?    Produkte    ihre  Werte   behalten,    ohne    zu 
de,    ej-e.,    * 

verschwinden. 
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forme)  der  Einwebung  (Grösenlehre  57)  und  daraus  abgeleitet  das  Gefetz  der  Ein- 
webung (Grösenlehre  60),  d.  h.  man  kann  in  jeder  Grösenknüpfung  die  Plus- 
klammern und  die  Malklammern  beliebig  fetzen  oder  weglassen  und  die  Beziehungs- 
klammern auflöfen,  indem  man  jedes  Stück  des  einen  Faches  (Faktors)  mit  jedem  des 
andern  webt  und  die  Zeuge  zufügt  (die  Produkte  addirt).  Es  scheint  hienach 
als  könnte  auch  diefc  Art  der  Webung  oder  Multiplikation  ui  der  Ausdehnungs- 
lehre  verwandt  werden*,  allein  es  ergiebt  lieh,  dass  diefe  Art  der  Webung  nicht 
Zeuge  liefert,  welche  gleichmäsig  oder  fymmetrisch  und  zugleich  unabhängig  von 
den  ursprünglich  gefetzten  Einheiten  And,  und  dass  diefe  Art  der  Webuug  daher 
für  die  Ausdehnungslehre  keine  allgemeinen  Gefetzc  liefert. 

Für  die  vierte  Art  der  Webung,  welche  den  Ausgeünderu  (Variationen 
ohne  Wiederholung)  entspricht,  für  welche  alfo  nicht  Vertausch ung  gilt,  für  welche 
aber  dos  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  Null  ist,  gilt  die  Grundforinel  ea  ed  =  0 
und,  da  in  der  Ausdchnungslehre  jede  Grttse  als  Einheit  gefetzt  werden  kann,  auch 
0  =  (ea  +  <*)  Oa  +  cb)  =  ea  ed  +  ea  eh  +  eb  ea  +  c6  eb  mithin  da  0  -  ea  eft  =:  e6  eb 
auch  0  =  ea  e$  -|-  e&  ea.  mithin  eb  ea  =  --  ea  et»  . 

Es  bildet  diefe  Art  der  Webung  oder  Multiplikation  die  der  Ausdehnungs- 
lehre eigentümliche  Verknüpfung.  Der  Begründer  der  Ausdehnungslehrc  hat  diefe 
Art  der  Multiplikation  die  kombinatorische  genannt,  ich  nenne  Re  eine 
Flachung,  das  Zeug  oder  Produkt  ein  Flach*.  Der  Name  kombinatorisches 
Produkt  kann  leicht  zu  Irrungen  und  Missverständnissen  führen.  Tn  der  Kombi- 
nationslehre wird  jede  Kombination  ein  Zeug  oder  Produkt  und  zwar,  wenn 
aa  £  a,  a  -f-  a  =  a  ist,  ein  kombinatorisches  Produkt  genannt.  Das  Flach  der 
Ausdehnungslehre  mnss  von  diefem  kombinatorischen  Produkte  unterschieden 
werden.  Ich  wende  daher  lieber  die  Namen  Flach  und  Flachung  an.  Die  Satze 
werden  dadurch  auch  deutlicher  und  kürzer.  Der  Bruder  hat  den  Namen  kombi- 
natorisches Produkt  wieder  aus  Rück  Acht  auf  die  Mathematiker  gewühlt,  um 
diefen  die  Sache  leichter  und  bequemer  zu  machen. 

Wir  haben  alfo  von  der  Üuscrn  Webung  oder  Multiplikation  der  Aus- 
dehnungslehre zwei  Arten  kennen  gelernt  die  Flechtung  und  die  Flachung  oder 
die  algebraische  und  die  kombinatorische  Multiplikation.  Von  diefen  ist  die 
Flachung  bei  weitem  die  einfachere.  In  der  Tat,  betrachten  wir  bei  zwei  Ein- 
heiten ei  und  e2  das  Zeug  zweier  Fache  oder  Faktoren  [(a%  et  -(-«-j  ea)  (ßt  et  +  ß%  ea)] 
—  «i  ßi  Iei  Ci]  +  a2  h  [ea  eaJ  +  ai  ßi  fci  e2l  +  "a  ßi  \Q2  ciJi  f<>  führt  Ach  dies  bei 
der  zweiten  Gattung,  wo  [C|  e^  =  [e^  ea]  =  0,  fo  e|]  =  —  fo  eaJ  ist  auf 
(at  ß2  "*-  a2  ßi)  fci  e2Ji  fidfo  auf  nur  cme  Einheit,  nämlich  fo  e2]  zurück*,  ja,  wenn  in 
einer  Entwicklungsreihe  nie  mehr  als  jene  beiden  ursprünglichen  Einheiten  e|  und  e2 
vorkommen,  fo  wird  man,  ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  tun,  [ei  e2]  —  1 
fetzen  können,  und  erhält  dann  als  das  Zeug  eine  Zahl.  Ganz  anders  bei  der  ersten 
Gattung,  wo  Äch  jenes  Zeug  auf  at  ßt  fo  er]  +  «a  ß.t  fo  e2J  -|-  (ax  ß2  +  «a  ßi)  fo  *h] 
zurückführt,  alfo  auf  nicht  weniger  als  drei  Einheiten.  Wenn  hier  nur  die 
beiden   ursprünglichen  Einheiten   e,  und  ea    vorkommen,    fo  kann  man    ab   ein. 


*  Flach  stammt  vom  alten  Verb  spal,  sskr.  phal  spalten,  bersten.  Davon 
ist  abgeleitet  palaka,  sskr.  phalaka,  gr.  plak-s,  lat  planca,  Brett,  Planke,  ahd.  flah, 
nhd.  Flach,  die  Fläche:  das  auseinander  Tretende,  Äch  Ausdehnende. 
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fachsten  Fall  et  =2  1  und  e2  =  i  =  ( —  1)  'a  fetzen  und  hat  dann  ej  e|=»  —  e2-ej=  1 
und  ei»e,  =  e2»e,  =i,  das  heist,  man  erhält  dann  als  Größen  die  Richtgrösen  oder 
komplexen  Gröscn  a  -f-  ib,  welche  alfo  nur  einen  einfachen  Fall  diefer  Art  der 
Knüpfung  darstellen.  Da  es  in  der  Entwickhing  der  Wissenschaft  vor  allen  Dingen 
darauf  ankommt,  die  nach  und  nach  hervortretenden  Grösen  in  ihrem  einfachsten 
Begriffe  zu  erfassen,  fo  werden  wir  mit  der  Flach ung  beginnen  und  fie  in  der 
Ausdehnungslehre  behandeln,  während  wir  die  Flechtung  erst  im  höhern  Zweige 
der  Ausenlehre  oder  »SyntheAs  erörtern  werden. 

79.  Erklärung.  Bas  äusere  Zeug  oder  Produkt  heist  in  der  Aus- 
dehnungslehre ein  Flach  (ein  kombinatorisches  Produkt),  wenn 
das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  Null  ist,  und  auch  je  zwei  Zeuge 
oder  Produkte  von  Einheiten,  welche  durch  Vertauschung  der  beiden 
letzten  Fache  oder  Faktoren  aus  einander  hervorgehen,  zur  Summe 
Hüll  geben,  das  Zeichen  derfelben  ist  die  Flachkammer  [  ],  oder  in 
Formeln 

[ea  •  ea]  =  0  [ea  e&]  4-  [e*  eft]  =  0. 

80.  Erklärung.  Das  äusere  Zeug  oder  Produkt  heist  in  der  Ausen- 
lehre oder  Synthesis  ein  Flecht  oder  ein  algebraisches  Produkt, 
wenn  das  Zeug  je  zweier  gleichen  Einheiten,  die  ungleich  Null  find, 
auch  ungleich  Null  ist,  und  in  dem  Zeuge  ungleicher  Fache  oder 
Faktoren  Vertauschung  der  Fache  gilt,  das  Zeichen  derfelben  ist  das 
der  gewöhnlichen  Webung,  oder  in  Formeln    ea  ea  £  0     ea  66  =  e»  ea 

Um  vollständig  klar  zu  sein,  entwickeln  wir  beispielsweise  die  verschiedenen 
Einheiten  3.  Klasse  aus  den  6  ursprünglichen  Einheiten  et  e2  ea  e4  es  e^  wobei 
wir  die  Zeuge,  in  denen  gleiche  ursprüngliche  Einheiten  vorkommen,  in  dem 
einen  Beispiele,  wie  bei  den  Flechten,  ungleich  Null,  im  andern,  wie  bei  den 
Flachen,  gleich  Null  setzen. 

Die  Flechte   dritter  Klasse  aus         Die  Flache  dritter  Klasse  aus 

6  ursprünglichen  Einheiten.  6  ursprünglichen   Einheiten, 

ejejej,  e^ea,  e^e,,  e,e|e4,  eteie5,  e^e« 

Cie2^  eieae3,  e,e2e4,  e,e2e5,  exe2ef  e,^,  c^e*,  e^e»,  e^e, 

eie3e3,  exe3e4,  e^ej,  e^e«  e^e*,  exe8es,  e,e3e« 

ete4e4,  ete4e5,  e^e«;    •  eie4e4,  e^ef 

e^ej,  ete5e6  *&** 

eie6e6 

eaeaea,  e2e2c3,  e2e2e4,  e2e2e5,  e2e2e6 

e^e*  e2ese4,  eae»e*  eje3e6  *&*%■>  e2e,e5,  e^e« 

e,e4e4,  e^ej,  ^ekc6  *&*&,  e^e« 

eae5e5,  e2e5e6  e2ese« 
e^eseg 
c3e3e3,  e3e3e4,  e3e3e5,  e3eaeG 

e3e*e4,  e3e4e5,  e3e4eg  c3e4eä,  e3e4c6 
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«3e5e5,  e3e&ed  e^e« 

e4e4e4,  e4c4e5,  e4e4e6 

«^sCs,  e4e5cö  e4e5ctf 

^eßeG 
e5^äC5,  ese5c6 

ese6e6 

Jeder,  welcher  die  Kombi  nationalehre  kennt,  lieht  auf  den  ernten  Blick,  da&> 
dies  die  Geschiedc  oder  Komplexionen  sind,  aber  als  Zeuge  oder  Produkte  im 
Sinne  der  auaern  Webung  oder  Multiplikation  aufgefasst. 


R.  Grutmann.  Ausdehnung«] ehre. 
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Zweiter  Abschnitt  der  Ausdehnungslehre: 


Die  Flachungslehre. 


6.   Die  Gefetzo  der  Flachungslehre. 

$j  Erklärung.     Das  Flach  oder  kombinatorische  Produkt  heiat  ein 

Zeug  oder  Produkt  von  Einheiten,   die  Webung  heist  Flachung  oder 
kombinatorische  Multiplikation,  wenn 

1)  jedes  Zeug,  welches  nur  verschiedene  Einheiten  enthält,  un- 
gleich Null  ist  und 

2)  die  Summe  zweier  Zeuge  von  Einheiten,  welche  durch  Ver- 
tauschung der  beiden  letzten  Einheiten  aus  einander  her- 
vorgehen, Null  ist. 

Das  Zeichen  des  Flaches  ist  eine  um  das  Zeug  gefetzte  Flach- 
klammer, gelefen  „Flach"  z.  B.  [et  e2]  gelefen  Flach  et  e3. 

Zwei  Grösen  heisen  gleichgeordnet,  wenn  in  zwei  Reihen  der 
Ghrösen  diefelbe  Gröse  die  frühere,  fie  heisen  entgegengefetzt  ge- 
ordnet, [wenn  in  der  einen  Eeihe  die  Gröse  die  frühere  ist,  welche 
in  der  andern  die  spätere  ist. 

Die  Flachung  oder  die  kombinatorische  Multiplikation  haben  wir  die  äusere 
Webnng  oder  Multiplikation  genannt,  für  welche  [ea-ea]  =  0  und  [<ve&]  +  [e^-efl] 
=  0  ist.  In  der  obigen  Erklärung  ist  die  letzte  Bedingungsgleichung  etwas 
allgemeiner  gefasst,  wie  fie  für  die  weitere  Ableitung  erforderlich  ist,  die  erste 
Bedingungsgleichung  aber  fortgelassen,  da  fie  fich  aus  der  andern  von  reibst 
ergiebt  und  in  Satz  829  abgeleitet  wird. 

Für  die  Flachklammer  wird  meist  aus  Bequemlichkeit  der  Drucker  die  scharf- 
kantige Klammer  [  J  genommen,  welche  allgemein  für  gewöhnliche  Klammern 
•verwandt  wird,  fobald  zwei  Anen  von  Klammern    zu  unterscheiden  find  z.  B. 

la  -f-  b  (c  —  \-)\  '2.     E*  kann   nun  leicht  zu  Verwirrungen   führen,    wenn  diefe 
.felbe    Klammer    zur    Bezeichnung    der    Flache    und    zugleich    für    gewöhnliche 
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Zeägfe  oder  Produkte  verwandt  wird.    Ich  fhabe  daher  eine  abweichende  Form 
für  die  Flachklammer  eingeführt«  welche  jede  Verwechfelung  ausschlieft. 

Bat«.  [eieae8-  •]  £  0.  82. 

Jedes  Flach,  in  welchem  nur  ungleiche  Einheiten  geflacht  find, 
ist  ungleich  NulL 

Satz.  [Ee;ea]  +  [Ee.eJ  ==  0.  83. 

Die  Summe  zweier  Flache  von  Einheiten,  welche  auseinander 
durch  Vertauschung  der  letzten  beiden  Einheiten  hervorgehen,  ist  Null. 

Satz.     Für  die  Flache  gilt  das  Einigungs-  und  das  Beziehungs-  84. 
gefetz  für   alle   Qrösen,   dagegen   gilt    das  rVertauschungsgefetz   der 
Fache  oder  Faktoren  nur  für  Zahlen. 

Beweis.     Unmittelhar  aus  3  und  4. 

Für  die  Flachung  oder  kombinatorische  Multiplikation  gut  nicht  die  Ver- 
tauschung der  Fache  oder  Faktoren,  fofern  dies  Einheiten  oder  Größen  der  Aus- 
dehnungslehrc  find.  »So  ist  nach  818  eree^eger,  wenn  r^s  ist;  aber  da 
[ere8]  -f-  [eaer]  =0  ist,  fo  besteht  der  Unterschied  diefer  Flache  nur  im  Vorzeichen- 
es  ist  [erefl]= — [e«er].  Es  ändert  fich  alfo  bei  der  Vertauschung  der  Fache  oder 
Faktoren  nur  das  Vorzeichen  oder  tue  Vorzahl.  Die  nächste  Aufgabe  wird  es 
demnach  fein,  festzustellen,  welches  Vorzeichen  das  Flach  erhalt,  wenn  die 
Ordnung  der  Fache  beliebig  geändert  wird. 

Satz.     Für   die   Flachung    gelten   namentlich   auch   die    Sätze  85. 
7»  bis  76. 

Beweis.  Da  diele  Sätze  ftlr  alle  Arten  der  Webung  oder  Mul- 
tiplikation gelten,  Co  gelten  fie  auch  für  die  Flachung. 

Satz/  [&bc]  +  [Acb]  =  0,   wo   b    und  c   Orösen   erster  86. 

Klasse  find. 

Man  kann  in  jedem  Flache  von  Orösen  erster  Klasse  die  beiden 
letzten  vertauschen,  wenn  man  zugleich  das  Vorzeichen  entgegen- 
gefetzt nimmt. 

Beweis,  a.  Es  feien  b  und  e  Einheiten.  Die  Gröse  A  lässt 
lieh  als  Zeug  von  Gröseu  erster  Klasse  auf  die  Form  bringen 
A  =SarEr7  wo  E,  ein  Zeug  von  Einheiten  ist.  Führt  man  diefen  Aus- 
druck ein,  fo  ist 

TAbcl  4-[  AcbT=rSaaEftbc^  4-  rSaaEflCb"l=SaaCEabcJ+  Saa[Eacb] 

(nach  73) 

=  S<Xa([Eabc]  +  [EaCb]) 

(nach  4) 
_Sa«-0  =  0  (nach  83) 

3* 
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b.  Es  feien  b  und  c  Grösen  ereter  Klasse  und  fei  b  =  Sß^  und 
c  =s  Sy^  fo  ist 

'[Ab.]  +  [Acb]  -  [a(^)(]J«)]  +  [a(J«)(JMi)]. 
=  SftytfAe««*]  +  S/?«y*[Ae*ea]  (nach  71) 

=»  80ay*(£Ae«e*]  +  [Ae*e«])  (nach  3) 

=  SftyiO  =  0  (nach  86.a) 

Viel  einfacher  ist  der  Beweis  für  ein  Gebiet  dritter  Stufe,  wie  es  der  ausere 
Raum  ist.  Ich  lasse  daher  diefen  Beweis  noch  in  der  Anmerkung  folgen,  da  er 
die  Sache  klarer  macht. 

Beweis    für   ein    Gebiet    dritter    Stufe.     Es   fei    a  ==s  Soaet, 

M 
b  =  S/!fae*,  y  =  Sycec,  fo  ist  nach  75 

[abc]  +  [acb]  =  S(aa/fcyc)[eae*ec]  +  S(a«yc0*)£eaece*] 

=  8(aa/fryc)([eae*ec]  +  [e«ece*])  (nach  3*) 

=  S(  «^yc)0  =  0  (nach  83) 

87.  8a ti.  [AbcD]  -f  [AobD]  =  0,   wo    b   und   c    Grösen 
erster  Klasse. 

Man  kann  in  jedem  Flache  von  Grösen  erster  Klasse  beliebige 
swei  auf  einander  folgende  Grösen  vertauschen,  wenn  man  sogleich 
das  Vorseichen  entgegengefetst  nimmt. 

Beweis.     Bs  ist  [AbcD]  +  [AcbD]  =  ([Abc]  +  [Acb])D 

(nach  3*) 
=  0.D  =  0  (nach  86) 

88.  Sats.  [P»,b]  -f-  [Pb,J  =  0  oder  [P*,b]  =  —  [Pb»»] 

In  jedem  Flache  von  Grösen  erster  Klasse  kann  man  beliebige 
swei  Grösen  vertauschen,  wenn  man  xugleich  das  Torseiehen  ent- 
gegengesetst  nimmt. 

Beweis.  Wenn  zwischen  a  und  b  noch  n Grösen  erster  Klasse 
stehen:  fo  vertausche  man  a  mit  der  nächstfolgenden  und  fo  fort  mit 
den  n  4-  1  nächstfolgenden,  fo  hat  es  die  Stelle  des  b;  demnächst 
vertausche  man  b  mit  der  nächstvorhergehenden  und  demnächst  mit 
den  n  vorhergehenden,  fo  hat  es  die  Stelle,  welche  zuerst  a  hatte. 
Im  Ganzen  find  hierbei  zwei  auf  einander  folgende  Grösen  2n  +  1 
mal  vertauscht  und  ist  dadurch  das  Vorzeichen  2  +  1  mal  entgegen- 
gefetzt  geworden   und   zuletzt    entgegengefetzt   geblieben,  d.  h,   es  ist 
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Wir  kommen  nun  zu  der  Betrachtung  der  Flache  von  Größen  höherer 
Klasse  oder  zu  den  Flachen  der  Flache. 

ßati.  [ABrCJ  =  (— 1)"[AQA]>  89. 

wo  B,  ein  Zeug  (Produkt)  von  r,  Ca  ein  Zeug  von  s  Fachen  oder 
Faktoren  erster  Klasse  ist  oder 

Wenn  man  in  einem  Flache  von  Griten  erster  Klasse  eine  Beine 
von  rOrösen  mit  einer  unmittelbar  darauf  folgenden  Reihe  von 
sOrisen  vertauscht,  ohne  im  Uebrigen  die  Folge  der  Grösen  in 
ändern,  fo  ist  das  hervorgehende  Flach  gleich  dem  ursprünglichen 
mal  (— l)w. 

Beweis.  Es  fei  Gf  =  qcj-  cs;  rückt  man  nun  Cj  vor  Br,  d.  h. 
vertauscht  man  es  mit  der  nftchstvorhergehenden  und  fo  fort  mit  den 
r  vorhergehenden  Grösen,  fo  ändert  ßch  das  Zeichen  r  mal  und 
es  wird 

[AB,CJ  =  [AB^c,  •  •  cj  s  (— lHAcAc, .  •  c J 

=  ( — l^AcjCjByCj  •  •cj  u.  s.  w. 

=  (— D-IAchc*.  cA]=(— Dr,[ACA] 

Sats.  {A^Ca]  =  (— 1)^  +  »+»[0AAJ  90. 

Wenn  man  in  einem  Flache  von  Grösen  erster  Klasse  eine  Reihe 
von  q  Grösen,  welche  durch  eine  Reihe  von  r  Grösen  von  einer  Reihe 
von  s  Grösen  getrennt  find,  mit  letzteren  vertauscht,  fo  ist  das  hervor- 
gehende Flach  gleich  dem  ursprünglichen  mal  ( — l)v  +  v  +  » 

Beweis.  Es  ist  [AqBrG]  =  (— 1)<*  +  r>'[C.AqBr]  (nach  89) 

—  (—l)(q +»)•(— l)v[(iBrAq]   (nach  89) 

—  (_  l)qr  +  q«  +  «[C.BrAq]. 

Sati.  PI  — (-»TO  91. 

wo  [P]  und  [ft]  diefelben  Fache  oder  Faktoren  erster  Klasse  enthalten 
und  r  die  Aniahl  der  Grösenpare  bezeichnet,  welche  in  P  und  Q 
entgegengefetit  geordnet  find  oder 

Zwei  Flache  von  Grösen  erster  Klasse,  welche  diefelben  Grösen 
enthalten,  find  einander  gleich,  wenn  eine  gerade,  einander  entgegen- 
gefetit, wenn  eine  ungerade  Aniahl  von  Grösenparen  in  beiden1 
Flachen  entgegengefetit  geordnet  find. 

Beweis.  Seien  in  [QJ  r Grösenpare  erster  Klasse  entgegengefetzt 
wie  in  [P],  fo  vertausche  man  jedes  diefer  r  Pare,  fo  wird  aus  [Q]  [P], 
zugleich  aber  ist  bei  jedem  diefer  Tausche  das  Zeichen  nach  Satz  88 
entgegengefetzt  geworden,  d.  h.  es  ist  [PJ  =  ( — 1)*[Q]. 

Bati.  [Pa,J  *  0.  92. 

Wenn  in  einem  Flache  zwei  Fache  oder  Faktoren  gleich  findy 
fo  ist  das  Flach  *ull. 
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Beweis.  Nach  Satz  88  ist  [P.,b]  +-  [Pb,a]  =  0,  alfo  wenn 
a  und  b  gleich  find,  1b  ist 

0  =  [Pa,a]   +   [Pa,a]  =  2[Pa,a],    d.    h.    [Pa,a]  =  0. 

93.  Satz.  Ein  Flach  von  Größen  erster  Klasse  [a^-- an]  ist  Null 
wenn  zwischen  den  Grösen  eine  Hörigkeit  herrscht. 

Beweis.     Es  fei  at  =  a2o^  +  a3ag  -| 1-  anan,  fo  ist 

[a^-  -an]  =  [(a2a2    +   «3a3    +  "  '  4-«nan)a2a3'  ,ftn] 

=  «^[a^a-a •   an]  -f-  a^[d^?^^  •  -an]  -| \-  ctn[aiia2a3 •  -an] 

fnach  4  und   73) 

=  a2 -0  -o-  a3 -0    !   •  •  +  «n -0  =  0  (nach  92) 

Wir  kommen  nun  zu  den  Sätzen  über  die  Flacliung  von  Vielfachenfummen. 

Die  Flache    der  Vielfachenfummen    von  Einheiten  erster  Klasser  entwickeln    fich 

nach  dem  Satze  75. 

94.  Satz.  [(Sctaaa)  •  (SmjSbbb)  •  (Syccc)  •  •  (Sjwmm)]=S(aajSbyc  •  •  jum)[aab<>cc  •  •  m«] 
wo  aa,  bt.,  Cc-  mm  beliebige  Grösen  erster  Klasse,  aaßb-  •  beliebige 
Zahlen  oder 

Das  Flach  mehrer  Vielfachenfummen  aus  beliebigen  Grösen  erhalt 
man,  indem  man  jede  Gröse  der  ersten  Vielfachenfumme  '  mit  jeder 
der  zweiten,  das  Zeng  derfelben  mit  jeder  der  dritten  n.  s.  w,  zu 
einem  Teilzeuge  flacht  (multiplizirt),  jedes  diefer  Teilzenge  mit  dem 
Zeuge  der  zu  den  betreffenden  Grösen  gehörigen  Vorzahlen  verviel- 
facht, und  dann  fämmtliche  Zeuge,  welche  fich  auf  diefe  Weife  bilden 
lassen,  zufügt  oder  addirt. 

Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  75. 

95.  Satz.  (Saaaa)  •  (S/J&a*)  -k  •  •  (Sjumam)  =  S(aa/?byc  •  •  •  jum)[aaa*a<  •  •  aB] 
wo  aaabac--am  beliebige  Grösen  erster  Klasse  im  Gebiete  nter  Stufe 
und  aa,j3b,yc, •  • -^m  beliebige  Zahlen  find.  ' '  * 

Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  94. 

Da  fich  nach  Satz  91  für  die  Flache  beim  Vertauschen  der  Fache  odei 
Faktoren  nur  das  Vorzeichen  ändert,  fo  kann  man  bei  allen  den  Zeugen.,  welche 
dlefelben  m  Grösen  aaa&"«am  enthalten,  die  Fache  unter  Berückfiehtigung  des 
Vorzeichens  fo  umordnen,  dass  die  Zeiger  der  Grösen  steigend  geordnet  find  und 
kann  dann  alle  diefe  Zeuge  in  ein  Glied  zufammenfassen,  indem  man  die  Summe 
der  Vorzahlen  (liefer  fämratlichen  Zeuge,  jede  mit  ihrem  Vorzeichen  in  eine  Vor- 
zahl vereinigt  und  diefe  mit  dem  Flache  vervielfacht. 

Die  Vorzahl  ist  dann  die  Summe  der  Tausche  oder  Permutationen  aus  den 
m  Fachen  «a/f^v  •/%,  fofern  man  jeder  Tausche  das  entsprechende  Vorzeichen  giebt. 

Man  erhält  diefe  Tausche, "  wenn  man  .  jede  der  m  Zahlen  ccft  z.  B.  ac  mit 
jeder  der  andern  Zahlen  ,*,  3'«««/i  webt,  fofeni  alle  diefe  Zahlen  andere  Zeiger 
als  «fl,  hier  alfo  als  ac  haben,  Es  wird  alfo  «c  mit  den  fämmtlichen  Tauschen 
aus  den  in     1  Fachen  ,*&;'<;•  ",um->  Wu  M*  *  'Hl  ungleich  c  ist,  gewebt..     Die  Anzahl 
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der  Glieder  in  diefer  Summe  ist  alfo  gleich  der  Anzahl  der  Tausche  aus  mGrösen 
d.  h.  1-2 «3»  ««m  =  m!  Gleiche  Zeiger  können  unter  den  m  Zahlen  «a/V  Vm 
nicht  vorkommen,  da  dann  das  Flach  [aab& •••»,„]  nach  92  Null  wäre. 

Das  Vorzeichen  jedes  Gliedes  ist  (-— l)r  wo  r  die  Zahl  der  niederen  Zeiger 
augiebt,  vor  welche  ein  höherer  Zeiger  getreten  ist.  So  ist  in  fl4/?,/arf3  das  r  =  3, 
in  Gtß%y\ä*\  uas  r  —  ^i  i11  ^ift/'i^a  d**  r  =  5  n.  s.  w. 

Wir  nennen  die  Summe  aus  diefcn  Tauschen  mit  ihren  Vorzeichen  die 
Flachtausche. 

Es  ist  alfo  SOafo)[a,a2]  —  («1&— <*2ßiK*&ij 

Es  ist  Stacßtf'Jl&i&fa]—  O1/V/3—  ^ira— «i/*3?'a  +  «afe'i  +  r^i;'a~-']f3A;'i)[aiaaa8] 
Es  ist  SCaaftVcilbJCBjaaaaai]  = 

+  «lft'/Y*»  —  «aftrA  —  «Aw'a  +  «A?'a*i  +f*3/V/i(>2  —  «aAVa^i 

—  akßlYadd  +  cc4^2n4  +  «*Ara*a  —  «iftVa^i  —  ^ftrtV'a  +  «tftf'AKt&toPd 

Man  entwickelt  die  P  lach  tausche  am  bequemsten  schrittwcife  erst  für  2, 
dann  für  3,  für  4  u.  s.  w.  Fache  und  zwar  fo,  dass  man  jedesmal  das  neu  hinzu- 
tretende Fach  zuerst  die  letzte  Stelle,  dann  die  vorletzte,  drittletzte  bis  zur  ersten 
Stelle  hin  einnehmen  lässt.  Bei  2  Fachen  erhält  man  dann  1*2,  bei  3  Fachen 
1-2-3,  bei  4Fuchen  1 -2-3.4  Glieder,  kurz  bei  n  Fachen  n!  =  1-2-3-  •  -n Glieder, 
kurz  man  erhält  die  fämmtlichen  Tausche,  wie  diefe  in  der  Kombinationslehre 
entwickelt  find.  Die  Zeichen  folgen  dann  leicht.  Bei  5  Fachen  würde  Beispiels- 
weise die  5  jede  der  5  Stellen  einnehmen  können  und  würden  auf  jeder  Stelle 
die  4  anderen  Fache  die  24  Glieder  entwickeln,  welche  wir  bei  n  =  4  kennen 
gelernt  haben. 

Erklärung.  Die  Flachtausche  oder  Determinante  ans 
m  Reihen  von  je  m  Zahlen  aaßtyc  •  •  •  /im  heist  der  Gliederausdruck, 
welchen  man  aus  dem  Zeuge  aaßb  •  •  •  /im,  in  welchem  die  Zeiger 
steigend  geordnet  find,  dadurch  erhält,  dass  man  in  ihm  die  Zeiger 
nach  und  nach  auf  alle  möglichen  Weifen  verfetzt,  während  man  die 
Reihenfolge  aßy-  •  -/i  unverändert  lässt  und  dann  jedes  diefer  Flache 
mit  (— l)r  vervielfacht,  wo  r  die  Zahl  der  niederen  Zeiger  angiebtt 
vor  welche  ein  höherer  Zeiger  getreten  ist. 

Das  Zeichen  der  Flachtausche  oder  Determinante  aus  m  Reihen 
zu  n  Zahlen  ist  dm(aaßt>yc-  •  -/im)  kurz  Jm. 

Als  Beispiel  gebe  ich  noch 

3 
^Mtfö*»)  =  #&&*   —  ^4^8*6  —  ^4*8  +  ^6-8*4  +  ^8?i^6  —  ^6*4- 

Der  Name,  die  Determinante,  d.  h.  wörtlich  die  Bestimmende,  die  Be- 
grenzende bezeichnet  eigentlich  gar  nicht  die  Sache;  denn  ebenfo  gut  wie  diefer 
Aasdruck  ist  jede  Vorzahl  eine  determinans.  Das  Eigentümliche  diefer  Zahl 
dagegen  ist,  das?  iie  die  Summe  ist  aus  den  Tauschen,  fofern  man  jedem  Gliede 
das  bei  der  Flachung  entstehende  Vorzeichen  giebt,  der  Name  die  Flach- 
tausche bezeichnet  (liefen  Begriff  genau.  Ich  habe  daher  diefe  Zahl  zum 
Unterschiede  von  den  andern  Vorzahlen  die  Flachtaupcbe  genannt,  fetze  aber 
stete  den  lateinischen  Namen  daneben. 
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98. 


97.  Satz.     Jm-  =  S( — lyaaßtyc-  •  -jUni,   wo  r  die  Zahl   der  nieder* 

1,n 

Zeiger  angiebt,  vor  welche  ein  höherer  Zeiger  getreten  ist. 

Die  wohlgeordneten  Flache  mter  Klasse  [^a^ac- -am]  aus  dem*  Gebiet« 
nter  Stufe  a^^-an  bilden  die  Ausgeschiede  oder  Koinplexionen  ohne  Wieder- 
holung aus  n  Einfachen  oder  Elementen  zur  mten  Klasse,  jedes  Ausgeschiede  aL- 
ein Flach  betrachtet.     Ich  nenne  diefe  Flache  die  Geschiedsflachc. 

Erklärung.  Die  Geschiedsflache  ans  nOrösen  zur  mten 
Klasse  heisen  die  Flache  mit  m  Fachen  ans  diefen  Grösen,  welche 
man  erhält,  wenn  man  diefe  Orösen  nach  steigendem  Zeiger  in  eine 
Reihe  ordnet,  und  dann  jede  diefer  Orösen  mit  jeder  folgenden  flacht, 
dann  weiter  jedes  Flach  ans  a  Orösen  mit  jeder  anf  die  letzte  Gröse 
diefes  Flaches  folgenden  Oröse  flacht  und  fo  fortfährt,  bis  in  jedem 
Flache  m  der  Orösen  als  Fache  oder  Faktoren  enthalten  find. 

Bas  Zeichen  der  Oeschieds'flache  ans  n  Orösen  zur  mten 

Klasse  ist  [a,,^, anjm. 

Einige  Beispiele  werden  eine  Anschauung  der  Geschiedstlache  geben.     Es  Ls 


99. 


•«•]■ 


aj 

&3 

a4 

a5 

a,aa 

ai&3# 

aja4 

»ia* 

aa«3 

a-2»4 

a^a* 

%»« 

ai8*»3 

ajaja4 

aja^as 

a^a, 

a^as 
aia4as 

a^a* 

ajaaa, 

a^a. 

ajajas 
a^as 

•a6]a  =  ataj  a^"  aja4  a^  a^ 

aA 
aaa« 
^a« 
%«« 
[ai5aa,---««]3^=  ai»*^  ajaja4  a^as  a^a« 

aiaga« 

a^a« 

aaajas 

a-jata5  aga^ 

asasa« 

a*asa« 
Jeder,  der  die  Kombinationslehre  kennt,   fleht  auf  den  ersten  Blick,    das> 
diefe  Geschiedsflache  nichts  anderes  find,    als   die  Ausgeschiede   (Komplexionen 
ohne  Wiederholung),  fofern  man  jedes  Geschiede  als  ein  Flach  auffasst. 
Die  Anzahl  diefer  Geschiedsflache  ist  demnach 
in  _  n(n  — l)...(n  — m  -f  1)         n! 

l'2"-m  m!(n — m)! 

Satz.    Die  Geschiedsflache  ans  n  Orösen  znr 
die    Ausgeschiede    (Komplexionen    ohne    Wiederholung) 


•  in. 


mten  Klasse    find 
ans    diefen 

n Orösen  znr  mten  Klasse,  wenn  man  jedes  Geschiede  als  ein  Flach 
betrachtet. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  Satz   98    und   deü  Vorbemerkungen. 
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Satz.  fSaaaa) •  (Sj&ab)  •  -  - (S/imam)  =  SJm  •  [aaa& •  •  -am]  wo  100. 

a  <z  t  <.  c  •  •  •  <m,     Jedes   Flach  Ton  m  Grösen   erster  Klasse,  welche 

zu  n  gegenfeitig   freien   Grösen   at aQ  hörig   find,   ist   die  Viel- 

fachenfumme  der  Geschiedsflache  diefer  freien  Grösen  zur  mten 
Klasse,  in  welcher  die  Vorzahl  jedes  Geschiedsflaches  die  Flach- 
tausche oder  Determinante  ans  denjenigen  m  Vorzahlen  ist,  welche 
zn  den  m  hörigen  Grösen  des  Geschiedsflaches  gehören. 

Beweis.     Unmittelbar  nach  95  in   Verbindung  mit  97  und  99. 

Satz.     Das  Flach  von  n  Grösen  erster  Klasse,  welche  zn  n  gegen-  101. 
feitig   freien  Grösen   a,    •  an   hörig  find,   erhält  man,  indem  man  ans 
den  n  Reihen  der  je  n  Vorzahlen  die  Flachtausche  oder  Determinante 
bildet  und  diefe  mit  dem  Flache  [a^-  -aQ]  vielfacht,  oder 

Alle  Flache  nter  Klasse,  welche  demfelben  Gebiete  nter  Stufe 
angehören,  lassen  fich  als  Zeuge  einer  Zahl  mit  dem  Flache  der 
n  ursprünglichen  Einheiten  darstellen. 

Beweis.     Unmittelbar  nach  100. 

Satz.     Wenn   ein  Flach   von. Grösen   erster  Klasse  Null  ist,    fo  102. 
herrscht  zwischen  den  Grösen  eine  Hörigkeit. 

Beweis.  Es  fei  [a1a2'-am]  =  0  das  gegebene  Flach,  dessen 
Grösen  aL  •  •  am  zu  den  n  Einheiten  o*  •  •  en  hörig  feien.  Angenommen 
nun,  zwischen  den  Grösen  al  •  •  am  herrschte  keine  Hörigkeit,  fo  könnte 
man  nach  Satz  23  zu  den  m  Grösen  af*am  noch  n — m  Grösen 
am  + 1  • -an  hinzufügen  der  Art,  dass  die  Einheiten  ej--en  Vielfachen- 
fummen  der  Grösen  at  •  -an  wären.  Führt  man  diese  Vielfachenfummen 
in  das  Flach  [e^'-en]  ein  und  führt  die  Rechnung  nach  Satz  97 
aus,  fo  erhält  man  eine  Gleichung  der  Form 

[e^'  -en]  =  a[ajaj  •  -aj,  wo  a  eine  Zahl  ist, 

=  affa^,  •  •am)(am  .r  1  •  -an)]  (nach  4j 

=  fl[0(an»  -r  1  •  -an)]  =  0  (nach  Voraussetzung) 

Dies  aber  widerstreitet  dem  Satze  84;  alfo  ist  die  Annahme 
unmöglich,  d.  h.  zwischen  den  Grösen  herrscht  eine  Hörigkeit. 

Satz,     Sämmtliche  Sätze   der  Flachung  bleiben  bestehen,   wenn  103. 
man    statt    der   ursprünglichen   n  Einheiten    erster   Klasse   beliebige 
n  gegenfeitig   freie   zu   den  Einheiten   hörige   Grösen   erster  Klasse 
einführt. 

Beweis  Statt  der  ursprünglichen  n Einheiten  kann  man  nach 
Satz  24  beliebige  n  gegenfeitig  freie  zu  den  Einheiten  hörige  Grösen 
als  Einheiten  einführen  und  find  alle  Grösen,  welche  zu  den  ersten 
hörig   find,    auch    zu    den    letzten    hörig.      Für    die    neu    eingeführten 
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Grösen  gilt  ferner  wie  für  die  ursprünglichen  Einheiten  das  Gefetz 
81,  dase  1)  jeden  Zeug,  welches  nur  verschiedene  Einheiten  enthält, 
ungleich  Null  ist,  (denn  wäre  es  gleich  Null,  fo  müsste  nach  Satz  102 
zwischen  den  Grösen  eine  Hörigkeit  herrschen)  und  dass  2)  [Abc]  -{-  [Acb] 
=  0  ist,  nach  Satz  86.  Es  gilt  alfo  die  Erklärung  der  Flachung. 
mithin  gelten  auch  alle  Gefetze  der  Flachung. 

104.  Bat*.    Wenn  Zb  =  S*aaxa  und  xa  =  S*0cyc  auch  Zb  =  S*ycyc  i»t, 

l,u  l,n  l.n 

fo  ist  <yc  =  *a,  *ßc  +  Wßc  H +  *On«ßc 

Beweis.     Es  ist  Zb  =  ^Xi  +  *a2x2  +  •••}-  banx« 

xa  =  *ftyi  +  «fty,  H +  fl/»ny» 

letzt  man  dies  in  erste  Gleichung  für  Zb  ein,  fo  ergiebt  fich 
Zb  =  Wßi  +  *a*>ft  -f  •  •  •  +*a»»ft)yl 
+  i*axxßt  +  Wßt    '-  •  •  •  +Htfft)ya 
4 

+  (b«i  V«  +  b<3ta20»  t hHWYWy« 

es  ist  aber  auch 

Zb  =  tyiyi  +  by2ya  H i-b/nyn 

mithin  ist  fyc  =  ^i^c  +  h(h2ßc  -I fbann0c 

Der  Satz  lehrt  das  flach  umzuformen,  wenn  statt  der  ursprünglichen 
n  Einheiten  beliebige  n  gegenseitig  freie  zu  den  Einheiten  hörige  Grösen  als  neue 
Einheiten  eingeführt  And. 

105. 


Sats.    Wenn  [Z,Z2  • 

•Z»]  =  <ia-[x,X2...Xn], 

[XiXi  - 

••xJ  =  ^jDrifi---f-3  hb* 

[ZiZf 

■■»J  —  ^IJiTi"--!»]  tot, 

1*0   iBtJnaJnß=Jny- 

Beweis.     Es  ist 

[ZA  •  •  -Zn]  =  ^-[XlX2  ■  •  -Xn]  =  ^l^Jiyt  •  '  -y.J 

=  ^J[yiy2 ■  •  -yj  aifo  ä\fß  =  ^J 

Man  nennt  den   Satz    das  Multiplikatiou9theorem   für   Determinanten.     Man 

n  n  & 

nennt   d    die  Original-Determinante,   d     die  transformirte  Determinante,  ^Ä   die 
a  y  p 

Substitutions-Determinante  oder  den  Modulus  der  Transformation. 
106.  Satz.    Die  Geschiedsflache  (multiplikativen  Kombinationen)  gegen- 

feitig  freier  Grösen  find  auch  gegenteilig  frei  oder 

Die   Gleichung   ah  -\    ßB  -f -  -  •  s=  0,  wo   a,  ß-  •  Zahlen,  A,   B  • 
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Gesohiedsflache  gegenfeitig  freier  Grösen  ai;-^    find»   wird    erfetst 
durch  die  Gleichungsgruppe 

Beweis.  Die  Gleichung:  aA  -f  /JB  +  •  •  ==  f)  •  Hache  man  mit 
denjenigen  der  Grusen  a,  •  •  ^an,  welche  in  A  fehlen,  und  fei  Aj  das 
Flach  dieier  Grusen,  1b  dass  das  Flach  [AAJ  =  [a^- <an],  dann 
erhält  man  a[AA,]  +  /J[BA,J  -f  •  -  =  0. 

Hier  find  A,  B,  C  verschiedene  Geschietisflache:  es  müssen  alfo 
B,  C«  •  jede  mindesten*  eine  der  Grösen  enthalten,  welche  in  A  fehlt 
und  welche  alfo  in  A,  vorkommen.  Jedes  der  Flache  [BAJ,  [CAJ 
enthält  alfo  diefelbe  Gröse  zweimal  als  Faktor  und  ist  alfo  nach 
Satz  92  Null. 

Die  obige  Gleichung  wird  alfo  0  =  a[AAJ  =  a[ataj  •  •  -an].  Hier 
ist  [a£a2-  -a»]  £  0  nach  Satz  102,  alfo  ist  a=  0  nach  Zahlenlehre  175. 
*Aus  demfelben  Grunde  lind  /?,/••  Null,  d.  h.  zwischen  den  Geschieds- 
flachen  herrscht  keine  Hörigkeit. 

Satz.     Zwei  Flache  von  Grösen  erster  Stufe,  welche   ungleich  107. 
Null  find,   find  dann  und  nur   dann  deckend,   wenn   die   ans  ihren 
Grösen  erster  Stufe  ableitbaren  Oebiete  deckend  find,  oder 

[a^-  -am]  =  [b,b.  •  -bm]  dann  und  nur  dann,  wenn  stets 

gefetzt   werden    kann,    welche  Werte    auch   entweder   x,"Xm    oder 
Yi'-Ym  haben  mögen. 

Beweis,  a.  Angenommen,  es  fei  das  Gebiet  a,  -am  deckend 
mit  dem  Gebiet«  b,  •  •  bm.  Dann  können  nach  Satz  24  die  Grösen 
aj--am  als  Vielfachenfummen  der  Grösen  bi-'bm  dargestellt  werden 
und  ist  dann  nach  Satz  101 

[a^  •  »am]  =  ofbjba-  -bm],  wo  a  eine  Zahl  ist. 

Die  beiden  Flache  lind  dann  alfo  nach  Satz  9  .deckend,  d.  h. 
[ar  .am]  eh  [br.  -bm]. 

b.  Angenommen,  es  feien  die  beiden  Flache  deckend,  d.  h. 
[at  •  •  -am]  =:  [bt  *•«  -bm],  dann  ist  [a,  •  •  -am]  =  a[bi  •  •  bm].  Flacht 
man  nun  beide  Seiten  mit  der  Gröse  bt,  fo  erhält  man 

[a^  •  -amb,J  =  afbib^  •  -brnbi]  ==  0  (nach  Satz  92) 

Alfo  herrscht  zwischen  den  Grösen  a^-amb,  nach  Satz  102 
eine  Hörigkeit  und  da  die  Grösen  ^  •  •  ara  nach  Satz  93  gegenfeitig 
irej  find,  da  fa  •  •  -amJ  £  0,  fo  ist  bj  zu  den  Grösen  a,  ■  •  -am  hörig 
o.4er  eine.  Vielfaehen/umme  der  letztern.  Aus  gleichem  Grunde  find 
aber  auch  bs  •  -bm  zu  a,  •  •  -a,,,  hörig.     Da  aber  [Uk  •  -bm]  £  0,   fo   find 
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nach  Satz  830  die  Grösen  V-bm  gegenfeitig  frei.  Wir  haben  alfo 
m  gegenfeitig  freie  Grösen,  welche  zu  m  andern  Grösen  aj-am  hörig 
ßnd  und  ist  alfo  das  Gebiet  der  erstem  Grösen  nach  Satz  23  dem 
der  letztern  deckend. 

Da  zwei  gleiche  Grösen  immer  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen. 
fo  folgt  aus  dem  Satze,  unmittelbar,  dass  zwei  gleiche  Flache  immer  ein  und 
dasfelbe  Gebiet  haben,  dem  feine  einfachen  Fache  oder  Faktoren  angehören, 
und  das«  daher  auser  diefem  Gebiete  nur  noch  der  durch  eine  Zahl  darstellbare 
messbare  Wert  gegeben  zu  fein  braucht,  damit  der  ganze  Wert  des  Flaches  genau 
bestimmt  fei.  Ist  nämlich  dann  in  dem  Gebiete  irgend  ein  Flach  gegeben,  aas 
dessen  einlachen  Fachen  dasfelbe  ableitbar  ist,  fo  wird  jedes  andere  Flach,  ans 
dessen  einfachen  Fachen  dasfelbe  Gebiet  ableitbar  ist,  durch  eine  einfache  Zahl 
bestimmt  fein,  welche  das  Verhaltniss  diefes  Flaches  zu  jenem  bestimmt. 

108.  Erklärung.  Einfach  heist  eine  Gröse  mter  Klasse,  wenn 
fie  fieh  als  ein  Flach  von  m  Grösen  erster  Klasse  darstellen  liast 

Das  Gebiet  diefer  Gröse  heist  das  ans  ihren  m Einheiten 
erster  Klasse  ableitbare  Gebiet. 

Uebergeordnet,  untergeordnet,  sehneidend,  getrennt 
heist  eine  einfache  Gröse  einer  andern  gegenüber,  wenn  ihre  Gebiete 
fo  heisen. 

Zufammengefetst  heist  eine  Gröse  mter  Klasse,  wenn  fie 
fieh  nicht  als  ein  Flach  von  m  Grösen  erster  Klasse  darstellen  l&ast 

Als  Beispiel  einer  zufamraengefetzten  Gröse  kann  man  die  Summe  [ab]  -}-  £ed] 
anfuhren,  wenn  a,  b,  c,  d  vier  gegenfeitig  freie  Grösen  And.  Sollte  nämlich 
[ab]  +  [cd]  eine  einfache  Gröse,  etwa  =  [fg]  fein,  fo  mUsste  [(ab  -|-  cd)  (ab  -f-  cd)] 
^[fgfg]  =  0  fein  (nach  92);  aber  [(ab  +  cd)  (ab  -f  cd)]  =  [abcd]  +  [cdab], 
da  [ab  ab]  und  [cd  cd]  Null  And.  Aber  (nach  91)  ist  [abcd]  =  [cdab.]  Alfo 
[(ab  -f  cd)  (ab  +  cd)]  =s  2[abcd].  Somit  müsste,  wenn  [ab]  +  [cd]  eine  einfache 
Gröse  wäre,  [abcd]  =  0  fein,  alfo  (nach  102)  zwischen  a,  b,  c,  d  eine  Hörigkeit 
herrschen,  was  wider  die  Voransfetzung  ist. 

109.  Satz.  Bin  Flach  ans  m  gegenfeitig  freien  Grösen  erster  Klasse 
ist  eine  einfache  Gröse  mter  Klasse  und  ist  als  Vielfachenfumme 
von  Einheiten  mter  Klasse  darstellbar. 

7.    Die  linige  Aenderung  der  Grösen  erster  Klasse. 

Wir  kommen  nun  zu  den  Aenderungen  der  Grösen  erster  Klasse,  welche 
erfolgen  können,  ohne  den  Wert  der  Flache  aus  diefen  Grösen  zu  andern. 

110.  Erklärung.  Eine  einfaehe  linige  Aendernng  heist  die 
Aenderung  einer  Gröse  erster  Klasse,  wenn  in  einer  Grösenreihe  statt 
einer  Gröse  die  Summe  diefer  Gröse  und  eines  Vielfachen  ihre1 
Haehbargröse  gefetzt  wird,  während  die  andern  Grösen  unverändert 
bleiben  oder 
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wenn  in  der  Reibe  •  •  p,q  •  -  statt  p,q  nun  p,q  -f  ap  oder  p  +  aq,q 
gefetzt  wird,  wo  a  eine  beliebige  Zahl  igt. 

Eine  mehrfache  linige  Aenderung  heist  eine  Aenderung, 
wenn  in  der  Grftsenreihe  wiederholt  eine  einfache  linige  Aenderung 
vorgenommen  wird. 

Satz.  [Pa,(b  +  aa)]  =  [Pa,bJ  Hl. 

Sin  Flach  von  Grösen  enter  Klasse  ändert  feinen  Wert  nicht, 
wenn  man  xu  einer  Grftse  desfelben  ein  beliebiges  Vielfaches  einer 
andern  "Grftse  desfelben  zufugt  oder  addirt  oder 

Das  Flach  einer  Grftsenreihe  wird  durch  linige  Aenderung  in 
feinem  Werte  nicht  geändert. 

Beweis.     Es  ist  [Pa,(b  +  aa)]  =  [P»,b]  +  a[Pa,a]     (nach  76) 

==  [Pa,b]  (nach  92) 

Satz,  Kan  kann  in  einer  Grftsenreihe  statt  einer  Grftse  die  Summe  H2. 
diefer  Grftse  und   eines  Vielfachen   einer   beliebigen  andern   Grftse 
jener  Reihe  fetten  und  zwar  wird  diefe  Umwandlung  duroh  linige 
Aenderung  bewirkt. 

Beweis.  Eis  fei  die  Reihe  pi,Ps,-  -  *pa,q,  ich  will  beweifen,  das» 
man  durch  mehrfache  linige  Aenderung  statt  pt  die  Summe  pt  -f  aq 
fetzen  kann.     Man  nehme  die  folgenden  Umwandlungen  vor 

pi*2r  -Pa-iiPa  +  «q>q 

PuPa,  -  •  -Pn-i  +  p*  +  aq,pa  +  «q  —  «q,q 

Pi>P*>-  •  -Pn-i  +Jfm+  aq,p*,q 

PuPs,  •  •  •  Pn-i  +  p*  +  aq  —  pn,p«,q 

PnPi>-"P*-i  +  aq,p*,q 
fo  folgt  zuletzt      pt  +  aq,p2,-  •  -Pn-irfSq 

Satz.    Man  kann  in  einer  Grftsenreihe  zwei  beliebige  Grftsen  113. 
im  umgekehrten  Verhältnisse  durch  linige  Aenderung  ändern  oder 

q 
die  Reihe    ••p  —  q  lässt  fich   duroh    linige  Aenderung  in  ap--- 

umwandeln. 

Beweis.     Wenn   p    und   q   unmittelbar   auf  einander  folgen,   fo 

lässt   fich   durch   linige   Aenderung   p,q    in   p,q  +  (a  —  l)p,    dies    in 

P  +  q  +  (a  — l)p,q  +  (a  — l)p,    d.   h.   in   ap  +  q,  q  +  (a  —  l)p, 

a  —  1  q 

dies  in  ap  +  q,  q  +  (a  —  l)p (ap  +  q),   d.   h.  in  ap  +  q»- 

a  a 

und  dies  in  ap  +  q  —  a-,-,  d.  h.  inap,—    umwandeln.       Zweitens: 
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Wenn  p  und  q  durch  die  örösen   p,;p2  -  •   pn   getrennt    find,  -  fo  kann' 

man  für  p,plrp^,-  •  -q   letzen   ap,--,p2,-  ■  -q.,dannap,p,,  V  •  -q  und  end- 
et OL 

«eh  ap,p!,p,,..-'?. 

114.  Satz.  Umkehr  von  Hl.  Wenn  zwei  von  Null  verschiedene 
Flache  einander  gleich  find,  fo  lassen  fich  die  einfachen  Fache  des 
einen  ans  denen  des  ändern  durch  linige  Aenderung  ableiten,  oder  wenn 

[abc..m]  =  [ABC..M]  £0 
fo  lässt  fich  die  Gtrösenreihe  at  b,  c,-  m  in  A,  B,  C,-   M  durch   linige 
Aenderung  umwandeln. 

Beweis.  Nach  101  müssen  die  Gebiete  von  a.  b,  c,  •  -in  und  von 
A,  B,  C, --M  deckend  oder  identisch  fein.  Es  müssen  alio  die  Grusen 
A,  B,  C,  •  «M  Vielfachenfummen  sein'  von  a,  b,  c,-  »nw  In  diefen  Viel- 
fachenfummen darf  die  Vorzahl  von  einer  diefer  Grösen,  z.  ß.  von  a 
nicht  in  allen  Ausdrücken  gleichzeitig  Null  fein,  denn  Tonst  wären  die 
m  Grösen  A,  B,  C,  •  •  M  aus  m  —  1  Grösen  b,  e,  •  •  m  ableitbar,  allb  würde  . 
nach  26  eine  Hörigkeit  zwischen  ihnen  herrschen,  allb  ihr  Flach 
nach  93  Null  fein,  was  gegen  die  Annahme  ist.  Sei  nun-  A  die? 
Gröee,  in  welcher  die  Vorzahl  von  A  ungleich  Null  ist  und  fei         - 

A  =  aa  -f  ßb  4-  yc  -j-  •  •  u  j^m  wo  allb  a  £  O 

ist,  fo  kann  ich  nach  850  durch  wiederholte  linige  Aenderung  die  Reihe 

a,  b,  c,«  «m  in  die  Reihe  a  4-  -  b  +    -c  -j -  •  •  4-     in,  b,  c, •  -m  umwan- 

dein,  d.  h.  in  die  Reihe    ,  b,  e,  •  •  -m.     Diele  kann  man  aber  nach   113 
in  die  Reihe  A,  b,  e, ---am  umwandeln. 

8.   Die  Flache  der  Grusen  höherer  Klassen. 

115.  Satz.  Zwei  einfaphe  Grösen  höherer  Klassen  flacht  man,  indem 
man  die  Fache  erster  Klasse  der  ersten  fortschreitend  mit  denen  der 
zweiten  flacht,  oder 

[(a1a2..j(b1b2.0]  =  [a^- -b.V  .  •] 
Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  84. 

Da  für  die  Flachung  »ach  84  Einigung  der  Fache  gilt,   fo  bedarf  es  nicht 
einer  befonderen  Erklärung  für  das  Flach  der  Grösen  höherer  Klassen. 

116.  Satz.    In   einem  Flache   kann  man   die  Malklammern  beliebig* 
fetzen  oder  weglassen  oder 

es  ist  [A(BC)]  =  [ABC] 

Beweis.     Unmittelbar  nach  84. 


47  t>ie  Flache  der  Griten  höherer  Klatwcn.  117 — 121. 

Satz.    Wenn  eine   einfache  Gröse   einer  «weiten,   welche   nicht  117. 
Null  ist,  übergeordnet  ist,  fo  lässt  fich  die  entere  als  Flach  der 
zweiten  Grftse  mit  einer  dritten  einfachen  Grftse  darstellen  oder 
wenn  A  >  B  und  B  £  0  ist,  fo  ist  A  =  [BC] 

Beweis.  Da  A  dem  B  übergeordnet,  fo  ist  nach  108  auch  das 
Gebiet  von  A  dem  von  B  übergeordnet  d.  h.  jede  Gröse  des  zweiten 
auch  eine  Gröse  des  ersten  (nach  34  und  32).  Es  fei  B  =  [b,ba  •  •  -bmj, 
wo  bib.-«bm  Grösen  erster  Klasse  feien  und  B  £  0,  dann  darf 
zwischen  diefen  Grösen  nach  93  keine  Hörigkeit  herrschen.  Sei  nun 
A  =  [ata2  •  •  *an],  fo  müssen  die  Grösen  btb2  •  •  -bm,  da  fie  dem  Gebiete 
von  a,a2**an  angehören,  zu  diefen  hörig  fein,  mithin  kann  man  nach 
Satz  22  zu  den  Grösen  bilv  •  -hm  noch  (n  —  m)  Grösen  bm  +  i  •  •  -bn 
hinzufügen  der  Art,  dass  die  Gebiete  a,aj  -an  und  bibj  •  •  -bn  deckend 
find.  Dann  aber  find  auch  die  Flache  derfelben  nach  107  deckend. 
Es  fei  [aia2.  •  -aj  ssPPhb,.  •  bn]  =  ft(bib|-  •  bm)(bm  +  i-  -  -b«)] 
Setzen  wir  demnach  C  =  ß[bm  t  t«  •  -bn],  fo  wird  A  =  [BC] 

Zu  bemerken  ist  hier  noch,  dass  für  die  Flache  nach  821  auch  das  Be- 
ziehnngsgefetz  gilt 

[A(B  +  C)]  =  [AB]  +  [AC]  und  [(A  ±  B)C]  =  [AC]  +  [BC] 

und  dass  nach  828  auch  das  Gefetz  der  Vertauschung  gilt,  fofern  man  das 
Zeichen  richtig  feUt,  d.  h.  es  ist  [AB]  .—  ( —  l^^BA],  wenn  die  beiden  Flache 
m  ter  und  n  ter  Klasse  find. 

Bat«.  (Sj)C>. . .  [aowac  •  ■  .]\$Jn>  ^  .  .fc**.  • . .])  118. 

Beweis.     Unmittelbar  nach  75  und  115. 

Wir  wollen  nun  die  Fälle  unterfuchen,  in  denen  das  Flach  von  Grösen 
höherer  Klasse  Null  wird. 

Satz.    Jedes  Flach   von  Grösen  höherer  Klasse,  welches   zwei  119. 
oder  mehre  gleiche  Fache  erster  Klasse  enthält,  ist  HulL 

Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  92. 

Satz.    Jedes  Flach  von  Grösen  höherer  Klasse,  in  welchem  ein  120. 
Fach  zu  den  andern  Fachen  erster  Klasse  hörig  ist,  ist  Hnll. 

Beweis.     Unmittelbar  nach  Satz  93. 

Satz.    Wenn  at*  •  -am   und  bj  •  •  bn  Grösen   erster  Klasse   And,  121. 
welche    gegenfeitig   frei   find,   und   A    eine    Vielfachenfnmme   rter 
Klasse  der  ersten  m,  B  eine  ster  Klasse  der  zweiten  n  Grösen,  aneh 
das  Flach  beider  [AB]  =  0  ist,   fo  ist  eine  der  beiden  Vielfachen- 
fummen  Null,  d.  h.  entweder  A  =  0  oder  B  =*=  0. 


122. 
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Beweis.  Da  A  von  rter  und  B.  von  ster  Klasse  ist,  ib  kann 
man  A  =  SaaAa  und  B  =  SjfrB*  fetzen,  wo  Aft  die  Geschiedsflache 
zur  r  ten  Klasse  aus  a£  •  •  -am  und  B&  die  zur  s  ien  Klasse  aus  b1  •  •  -bn 
darstellen,  alfo  ist 

0  =  [AB]  =  8aaßb[AaBf>]  (nach  74  und  115) 

wo  [AoBb]  als  Geschiedsflache  von  a,  •  •  •  am  b,  •  •  •  bn  zu  betrachten 
find,  welche  nach  103  gegenfeitig  frei  find.  Alfo  ist  nach  15  ao/?&  =  0 
fUr  jedes  a  und  6.  Wenn  nun  die  eine  Gröse  A  £  0,  d.  h.  wenn 
irgend  eine  der  Zahlen  aa  £  0  ist,  fo  folgt  ßt  =  0  für  jedes  6,  d.  h. 
B  =  0,  und  ebenfo  folgt  wenn  B  £  0,  dass  A  =  0  fei. 

Satz.  Wenn  eine  Summe  S  einfacher  Grösen  mit  einer  von 
ffull  verschiedenen  Gröse  erster  Klasse  a  geflacht  Hall  giebt,  fo  ist 
die  erste  gleich  einem  Flache,  in  welchem  a  ein  Fach  oder  Faktor 
ist,  oder  wenn  [aS  =  0],  fo  ist  8  —  [aP]. 

Beweis.  Es  fei  S  eine  Summe  von  Grösen  m  ter  Klasse,  und 
fei  das  Gebiet  ei  •  •  en,  dem  fie  angehören,  n  ter  Stufe,  fo  kann  man 
nach  793  zu  a  noch  m  —  1  freie  Grösen  erster  Klasse  aa-  •  -an  hinzu- 
fügen der  Art,  dass  beide  Gebiete  gleich  oder  deckend  find,  dann 
lassen  (ich  b!  •  •  •  bn,  alfo  auch  S  als  Vielfachenfummen  diefer  u  freien 
Grösen  aia^^-an  darstellen.  Seien  nun  die  Flache,  welche  a  ent- 
halten, [aAf],  [aA2]«  •  •  feien  die,  welche  a  nicht  enthalten  Bl9Bj  •  •  • 
und  fei 

S  =  a^aAJ  +  aa[aAJ  +  - .  +  ßß,  +  jS2B2  +  .  ■ 

mithin  0=  [aS]  =  aI[aaA1]  -f  cc2  [aaA2]  -\ +ßx[^Bl]  -f  ftfaBJ  i 

=  ^i[aBJ  -r-.ft[aB,]  +  -  •  •  (nach  92) 

Hier  find  da  a  nicht  in  B1?  B^  •  •  •  enthalten  ist,  die  Grösen  Ge- 
schiedsflache, welche  nach  103  gegenfeitig  frei  lind,  alfo  find  nach  15 
auch  ßx  =/?2  =..=  0 

mithin  ist  S  =  a^aA,]  -f  «2[aA2]    | 

=  [aC^A,  +  a^A*  -\ )]  =  [aP] 

wenn  P  =  c^A,  -{-  a2A2  +  •  •  • 
123  Sats.     Wenn   eine   Summe   S  einfacher  Grösen  mit  jeder    von 

m  freien  Grösen  erster  Klasse  a„*  •  am  geflacht  Hall  giebt,  fo  lässt  fich 
jene  Summe  8  als  ein  Flach  darstellen,  in  welchem  a,,---am  Fache 
oder  Faktoren  find,  oder  wenn  0  =  [axS]  =  feS]  =  •  •  =  M], 
fo  ist  S  =  [aja2  •  •  -amSm]. 

Beweis.  Die  ursprünglichen  Einheiten  feien  et  •  •  -en,  fo  kann  man 
nach  23  zu  den  m  Grösen  &{  •  •  •  am  noch  n  —  m  freie  Grösen 
am  +  i«  •  «an  hinzufügen  der  Art,  dass  die  Gebiete  von  e^  •  -e»  und 
von  aj**  «an  deckend  lind,   dann  wird  nach   122,  da  0  =  [atS]  auch 
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S  =  [atP]].  Hier  werden  alle  die  Flache  von  [axP,],  wo  &i  noch 
in  Pt  enthalten  ist,  nach  92  Null;  man  kann  diefe  alfo  weglassen 
und  verwandle  lieh  dadurch  Pt  in  8,,  fo  ist  S  =  [ajSj],  wo  Sj  nur 
aus  den  Grösen  a2--«an  hervorgegangen  ist  und  kein  aj  enthält. 
Da  nun  0  =  ajS  =  [^(atS,)]  =  [a^S,]  =  [a^S,] 

(nach  117  und  88) 
fo  muss  nach  121  entweder  aj  oder  [a2Si]  Null  fein;  das  erste  ist 
gegen  die  Annahme,  alfo  ist  0  =  ^8,],  mithin  Sj  =  [ajPg]  nach  122. 
Hier  kann  man  wieder  in  Pa  alle  Flache  weglassen,  welche  a2  ent- 
halten und  verwandle  fleh  dadurch  P2  in  Sj,  fo  ist  S{  =  [a^], 
mithin  8  =  [a^S*]  und  fo  fort  zuletzt  8  [a^  •  •  -amSm]. 

Satz.    Wenn  eine  Summe  S  von  Orösen  mter  Klasse  mit  jeder  124. 
von  m  freien  Orösen  erster  Klasse   geflacht  Hall  giebt,   fo   ist  S  mit 
dem  Flache  diefer  m  Orösen  deckend  oder  wenn 
0  =  [a,S]  =  [a.»S]  =•  •=  [amS],  fo  ist  S  =  a[a,a.  •  -  -am]. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  123. 

Satz.     Wenn   eine   Summe    S    von    Orösen    mter    Klasse    mit  125. 
m  +  1   Orösen   erster  Klasse  ai---am  +  i  geflacht  Null  giebt,   fo   ist 
entweder  S  oder  [a,  •  •  -am  r  ,]  gleich  Null  oder  wenn  0  =  [atS]  = 
[aaS]  =...==  [am  +_  fl],  fo  ist  entweder  S  =  0  oder  [aj  •  •  -am  +  1]  =  0. 

Beweis.  Angenommen,  es  fei  [aja^-a,,,  t  1]  £  0,  fo  ist  auch 
[a!  •  •  -am]  £  0,  alfo  find  a,  •  •  -am  gegenfeit  ig  frei,  alfo  da  0  =  [a18]  =  *  •  • 
=  [amS],  fo  ist  nach  124  auch  S  =  <z[a|aj-  •  -am],  da  ferner  0  = 
[am  +  iS]  =  a[a,a^  •  -  am  +-  t]  mithin,  da  [a,a.2  -  •  -am  t  ,]  £  0,  fo  ist 
a  —  0,  alfo  auch  S  =  a[*i  •  •  -am]  =  0,  d.  h.  e»  ist  entweder  8  =  0 
oder  [a^  ■  -am  +  x]  =  0. 


ft.  Gmimun,  Aajdehnuagslehre. 
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Dritter  Abschnitt  der  Ausdehnungslehre: 


Die  Modlungslehre. 


9.    Die  grundlegenden  Gefetze  der  Modlungslehre. 

Wir  haben  bereits  in  der  Gebietslehre  gefehen,  welche  Überaus  grose 
Uebereinstimmung  die  Ge  fetze  über  die  Gebiete  in  der  Gebietslehre  mit  den 
Ge fetzen  der  Begriffe  in  der  Logik  zeigen.  Auch  in  der  Modlungslehre  wird 
uns  eine  überraschende  Aehnlichkeit  in  den  Ideen  der  Lehre  vom  Hauptgebietc 
und  von  der  Ergänzung  eines  Flachs  zum  Hauptgebiete  entgegentreten,  und 
werden  uns  diefe  Begriffe  ebenfo  in  der  Ausdehnungslehre,  wie  in  der  Logik  zu 
den  reichsten  Sätzen  führen. 

Von  der  Flachungslehre  muss  diefe  Modlungslehre  streng  geschieden  werden. 
wenn  man  nicht  iu  die  größten  Verwirrungen  geraten  will.  Ich  werde  bei  den 
einzelnen  Sätzen  in  den  Anmerkungen  auf  die  überaus  grosen  Unterschiede  der 
beiden  Rehnung* -arten  aufmerkfam  machen  und  diefelben  strenge  scheiden. 

126.  Erklärung.     Das  Hauptgebiet  heist  in   der  Modlungslehre 

das  Gebiet  der  Einheiten  erster  Klasse,  zu  welchem  alle  der  Be- 
trachtung unteiworfenen  Giösen  törig  find.  Das  Zeug  oder  Produkt 
aller  der  Einheiten  erster  Klassen  diefes  Gebietes  wird  in  der 
Modlungslehre  gleich  eins  gefetzt,  d.  h.  es  ist  [ei**-en]  — 1.  Das 
n  oben  am  Flachzeichen  bezeichnet  die  Stufe  des  Haupt  gebiet  es,  Bas 
Flach  heist  in  der  Modlungslehre  ein  Modelflach  oder  ein  Enflach. 

In  der  Flachungslehre  ist  [eiC^- • «en]  eine  Gröse  nter  Klasse,  dagegen 
1  eine  Gröse  nullter  Klasse,  beide  mitbin  ganz  verschieden;  dagegen  wird  in  der 

Modlunglehre  [e^*  •  -e^^r  1  gefetzt,  d.  h.  gleich  einem  Flache  nullter  Stufe.  Wir 
werden  bei  N  133  fehen,  aus  welchen  Gründen  wir  zu  diefer  Setzung  kommen 
mussten. 


51  Die  grundlegenden  Gefctze  der  Modi ungslehre.  127 — 129. 

Erklärung.    Die  Ergänzung  einer  Einheit  mter  Klasse  E  127. 
heist  das  Flach  aller  in  jener  Einheit  m  ter  Klasse  nicht  vorkommenden 
Einheiten   erster   Klasse    des    Hauptgebietes,    fofern    das    Flach   der 
Einheit   mter   Klasse   und   ihrer   Ergänzung   gleich    eins    ist.      Die 
Ergänzung  einer  Zahl  fetzen  wir  der  Zahl  gleich. 

Das  Zeichen  der  Ergänzung  einer  Gröse  ist  ein  über  die 
Gröse  gefetzter  wagerechter  Strich,  alfo  E  gelefen  „Hicht  E"  oder 
„Ergänzt  E",  bei  einer  Klammer  ein  mit  der  Klammer  verbundener 
wagerechter  Strich  [  gelefen  „Hichtklammer". 

Es  ist  zweckmässig,  lieh  an  einigen  Beispielen  den  Begriff  der  Ergänzung 
einer  Gröse  klar  zu  machen. 

Im  Gebiete  zweiter  Stufe  ataa  =  1  ist  at  —  aa,  aj  =  —  a4  •,  denn  es  ist 
ai*i  =  1,  »*ai  =  —  1. 

Im  Gebiete  dritter  Stufe  ata^  =  1  ist  a?  =  —  a1a3  =  a3ai,  al  =  aaa3> 
«£  =  Ai**  ferner  L*i*il  =  ~<h,  foai]  =s  aa,  "[a^]  =  %,  [aja,]  =  —  aj,  [äjaa]  =  a„ 
[aaaa]  =  —  a,. 

In  H.  Grassmann  Ausdehnungslehre  von  1862  ist  der  Ergänzung  von  E 
das  Zeichen  IE  gegeben.  Ich  habe  dies  Zeichen  aufgegeben  und  dafür  das 
Zeichen  E  eingeführt  und  zwar  aus  folgenden  Gründen.  Der  Begriff  des  Nicht-E 
oder  der  Ergänzung  von  £  ist  uralt  und  zuerst  von  Aristoteles  in  die  Begriffs- 
lehre eingeführt,  er  unterscheidet  bereits  perl  herm€neias  clO  den  Menschen  den 
anthröpos  und  den  Nichtmcnschen,  den  ouk  anthropos.  Er  versteht  darunter 
bereits  ganz  wie  in  unferer  Erklärung  alle  die  Gröseu,  welche  in  dem  Selbst- 
begriffe nicht  enthalten  find.  In  der  Logik  hat  man  nun  bereits  längst  für  diefen 
Begriff  das  Zeichen  E  gelefen  „Nicht  Ett  eingeführt,  wo  der  Strich  über  dem 
Buchstaben  an  das  Minuszeichen  erinnert,  aber  fo  mit  dem  Zeichen  der  Gröse  E 
verwachfen  ist,  dass  er  mit  dem  Buchstaben  eine  Einheit  bildet,  und  alfo  un- 
zweifelhaft nur  das  Zeichen  einer  Gröse  ist. 

Das  Zeichen  IE,  welches  in  H.  Grassmann  Ausdehnungslehre  1862  ein- 
geführt ist,  ist  meiner  Anficht  nach  weniger  zu  empfehlen.  Nicht  nur  ist  das 
Zeichen  E  geschichtlich  viel  früher  eingeführt,  fondern  es  ist  auch  ganz  un- 
zweideutig-, das  Zeichen  IE  dagegen  giebt  notwendig  zu  Verwirrungen  Anlass. 
Wenn  z  B.  das  Flach  [E  IE]  geschrieben  wird,  fo  nimmt  hier  das  Zeichen  I  zwischen 
den  beiden  Buchstaben  unzweifelhaft  die  Stelle  eines  Knüpfungszeichens  ein. 
Noch  schlimmer  ist  das  Zeichen  IA  oder  [AIA],  wo  das  X  als  das  Zeichen 
einer  eigenen  zu  flachenden  Gröse  erscheint.  Ich  halte  mich  daher  berechtigt, 
das  Zeichen  E  einzuführen,  welches  alle  diefe  Zweifel  befeitigt. 

Satz.  [EE]  =  1  128. 

Das  Modelflach  einer  Einheit  mit  ihrer  Ergänzung  ist  Eins. 

Satz.  E  =  E;  dagegen  E  = —  E,  wenn  E  ungerader  129. 

Klasse  im  Hauptgebiet  gerader  Stufe  ist.    Die  Ergänzung  der  Ergänzung 
einer  Einheit  E   (d.  h.  E  gelefen  Hichtnicht  E)   ist   im  Allgemeinen 
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diefer  Einheit  gleich,  dagegen  ist  fie  diefer  Einheit  entgegengefetzt, 
wenn  gleichzeitig  die  Stnfe  des  Hauptgebietes  gerade  und  die  Klasse 
der  Einheit  E  ungerade  ist. 

Beweis.  Es  (ei  E  die  Einheit  und  die  Stufe  des  Hauptgebietes  n. 
Nach  126  ist  [EE]  =  1  und  ebenfo  [EE]  =  1.  Alfo  ist  [EE]  =  [EE] 
=  (_  !)■*■- mfpgEj  nach  g9.     Mithin  ist  E  =  (—  l)«»(n-m)E. 

Hier  ist,  wenn  n  gerade  ist,  eine  von  den  Zahlen  m  und  n  —  m 
gerade,  mithin  ( —  i)m(n-m)_  _^_  \  Wenn  n  gerade  und  zugleich 
m  gerade  ist,  fo  ist  gleichfalls  ( — i)m(o-m)_  _|__  ^  jjur  in  c|em 
Falle,  wenn  n  gerade  und  zugleich  m  ungerade  ist,  find  beide  Zahlen 
m  und  n  —  m  ungerade,  nur  in  diefem  Falle  ist  ( —  l)m(n  —  m)  _  —  j 
Es  folgt  mithin  der  Satz. 

130.  Erklärung.  Die  Ergänzung  einer  beliebigen  Gröse  A 
heist  die  Gröse  A  (gelefen  Nicht  A),  welche  man  erhält,  wenn  man 
A  als  Vielfachenfumme  aus  den  Einheiten  darstellt,  und  statt  jeder 
diefer  Einheiten  ihre  Ergänzung  fetzt,  oder 

A  =  (äiEi  +  a2E2  H )  =  djE,  -f  a2E2  -[ 

wo  Ej,  E2  •  •  Einheiten  beliebiger  Klassen  find. 

Es  ist  hier  darauf  aufmerkfam  zu  machen,  dass  bei  der  Modlung  nicht 
mehr  [AA]  ==  1  gilt. 

131.  Satz.  Die  Klasse  der  Ergänzung  einer  Gröse  mter  Klasse  im 
Hauptgebiete  n  ter  Stufe  ist  n  —  m. 

132.  Satz.  A  =  A;  dagegen  A  =  —  A,  wenn  A  ungerader  Klasse 
im  Hauptgebiet  gerader  Stufe  ist. 

Die  Ergänzung  der  Ergänzung  einer  Gröse  A  (d.  h.  A  gelefen 
Hichtnicht  A)  ist  diefer  Gröse  A  im  Allgemeinen  gleich;  doch  ist  fie 
diefer  Gröse  A  entgegengefetzt,  wenn  zugleich  das  Hauptgebiet  von 
gerader  Stufe  und  die  Gröse  A  von  ungerader  Klasse  ist. 

Beweis.      Es    fei    A  =  c^Ei  +  a2E2  -\ ,    fo    ist    nach   130 

A  =  a,E,  +  a*Ej  -\ mithin  A  =  a^  -f  a^E^  -] =  atEt  -f- 

OjEj  -| —  •  =  A  nach  129,  fofern  nicht  zugleich  das  Hauptgebiet  von 
gerader  Stufe  und  die  Gröse  A  von  ungrader  Klasse  ist,  dagegen  ist 
in  letzterm  Falle 

A  =  ajtL  +  a  J2  -1  • . .  =  at  (—  E.)  +  a,  (—  E2)  +  . . . 

=  —  (a^  +  a^  H )  =  —  A. 

Wir  kommen  nun  zu  der  Erklärung  des  Modelilaches  und  der  Modelfumme, 
welche  die  Bafo  für  die.  «ranze  llodlungslehre  bildet. 


53  Die  grundlegenden  Gefetze  der  Modluugslehre.  133. 

Erklärung.     Das  Modelflach  oder  Enflach  heist  ein  fort-  133. 
schreitendes,   wenn   die   Summe   aus   den    Klassen   der  Einheiten 
kleiner  ist  als  die  Stufe  ihres  Hauptgebietes  n. 

Das  Modelflach  heist  ein  stehendes,  wenn  die  Summe  aus 
den  Klassen  der  Einheiten  gleich  der  Stufe  des  Hauptgebietes  n  ist. 

Das  Modelflach  heist  ein  rückschreitendes  oder  ein- 
gewandtes, wenn  die  Summe  aus  den  Klassen  der  Einheiten  gröser 
ist  als  die  Stufe  des  Hauptgebietes  n. 

Das  fortschreitende  Modelflach  oder  Enflaeh  der  Einheiten 
ist  gleich  dem  gewöhnlichen  Flache  der  Einheiten. 

Das  stehende  Modelflach  der  Einheiten  ist  gleich  +  1. 

Das  rückschreitende  Modelflach  der  Einheiten  ist  gleich 
der  Gröse,  deren  Ergänzung  das  gewöhnliche  Flach  der  Ergänzungen 

jener   Einheiten  ist  oder  für   welches   [EF]  =  [EF]   ist,    d.    h.   Ar 
welches  das  Nichtenflach  das  Flach  der  Nichte  ist. 

Das  Zeichen  des  Modelflaches  oder  Enflaches  im  Hauptgebiete 

nter  Stufe  ist  [EF]  gelefen  „Enflaeh  EF." 

Es  ist  wichtig,  dass  man  flch'diefe  Erklärung  wieder  an  Beispielen  klar 
mache  und  auf  den  grosen  Unterschied  des  Modelflaches  vom  gewöhnlichen 
Flache  achte. 

Nur  das  fortschreitende  Modelflach  ist  gleich  dem  gewöhnlichen  Flache. 

Das  stehende  Modelflach  ist  +  1,  alfo  eine  Zahl  nullter  Klasse*  dagegen 
ist  das  gewöhnliche  Flach  in  diefem  Falle  +  [eie2-  •  «en],  d.  h.  eine  Gröse  nter 
Klasse. 

Das  rückschreitende  Modelflach  von  zwei  Einheiten  E  und  F  ist  die  Gröse, 

für  welche  [EF]  =  [EF]  ist,  dagegen  ist  das  gewöhnliche  Flach  diefer  Grösen  Null. 
Seien    z.    B.    im    Gebiete    dritter    Stufe    E  --  e^    und    F  =  C|C3,    fo    ist 
C(e1e2)(e1e3)]  =  0    (nach    9'i.)     Dagegen    ist     für    das    Modelflach    [eie2]  =  e3, 
[e^a]  =  —  e2,  mithin 

_3  3 

[EF]  =  [EF]  =  [e3— ej  — [eae3l   alfo    [EF]  =r  d  alfo  eine  Gröse 
erster  Klasse. 

So  ist  das  Flach  [(ejeae4)  (e1e3e4)]  =  0,  dagegen  ist  für  das  Modelflach  im 
Gebiete  4ter  Stufe  [eiC^]  — -  —  e3  und  [e^ej  =s  e2,  mithin 

""[EF]  =r  [EF]  =  [(-  e3).ca]  ==  [e2e3}  alfo  [E*]  -  C]e4. 
Es  wird  zweckmäßig  fein,    fich  durch    einige  Uebungen    diefen  Unterschied 
klar  zu  machen. 

Auch  die  Geletze  der  Webung  oder  Multiplikation  find  für  die  Modlung 
ganz  andere  als  für  die  Flachung.  Denn  nach  84  gilt  für  die  Flachung  Einigung 
der  Fache  oder  Faktoren,  dagegen  gilt  diefe   für  die  Modlung  nicht;    denn  gölte 

3  3  3 

fie,    fo   wäre  [(e1e2)(eje3)]  =  [oje-jC^]  =r=  0,    während    doch    [(e^)  (e^)]  =  e4 
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fein  muss.  Für  die  M  od  hing  gilt  alfo  zunächst  nur  das  Beziehungsgefetz  Satz  74 
und  75,  nicht  mehr  das  Gefetz  der  Einigung. 

In  der  Ausarbeitung  von  1847  hatten  H.  und  R.  Grassmann  diefe  Mul- 
tiplikation die  bezügliche  Multiplikation  genannt 

In  H.  Grassmann  Ausdehnungslehre  1862  ist  das  Modelflach  ein  auf  das 
Hauptgebiet  bezügliches  Flach  genannt.  Diefer  Ausdruck  erscheint  mir  zweideutig. 
Man  könnte  dadurch  verleitet  werden,  die  Gefetze  der  Flachung  auch  fftr  die 
Modlung  oder  bezügliche  Flachung  anzuwenden  und  käme  dadurch  in  die 
schlimmste  Verwirrung.  Ich  halte  es  daher  für  notwendig,  diefe  neue  Art  der 
Multiplikation  auch  mit  einem  neuen  Namen  und  mit  einem  neuen  Zeichen  zu 
bezeichnen  und  nenne  He  daher  Modhing,  das  Zeug  oder  Produkt  ein  Modelflach 
oder  für  das  Hauptgebiet  nter  Stufe  ein  Enflach. 

Wir  können  nun  zu  der  Betrachtung  übergehen,  was  uns  veranlasst  hat, 
diefe  ganz  neuen,  von  der  Flachung  wefentlich  abweichenden  und  auf  den  ersten 
Blick  verwirrenden  Erklärungen  einzuführen.  Es  wird  ups  dies  Gelegenheit 
geben,  die  Idee  des  Modeltlaches  klar  zu  legen  und  in  das  begriffliche  Ver- 
ständniss  diefes  Zweiges  einzuführen. 

Der  eigentliche  Grundbegriff  diefes  Abschnittes  ist  der  der  Ergänzung  zn 
einem  Hauptgehicte  n  ter  Stufe,  ein  Begriff,  welcher  der  Logik  und  der  Aut- 
dehnnngslehre  gemeinfam  ist  und  in  beiden  Zweigen  der  Denklehrc  die  reichsten 
Anwendungen  zulässt. 

Wollen  wir  aber  diefen  Begriff  in  der  Ausdehnungslehre  anwenden  können, 
fo    müssen    wir  notwendig  auch   das  Zeug    oder    Produkt  zweier    Ergänzungen 

bilden  können  Legen  wir  z.  B.  ein  Gebiet  fünfter  Stufe  [eieaeaeaej  =  1  als 
Hauptgebiet    zu   Grunde   und    fetzen   wir    E  =  [e,e2],    F  =  [e^e«],    fo    ist  T?  = 

Le3e*es]    und    ist   F  =  (eiBaCs],    mithin    wird    das    Zeug    oder    Produkt  [EF]  = 

[63^4 es]  Leie2e6]«  Dies  Produkt  wäre  nun  nach  den  Gefetzen  der  Flachung  Null 
da  e5»e5  =■  Null  ist,  es  wäre  mithin  unmöglich,  ein  Produkt  der  Nichte  zu 
bilden,  wenn  man  die  Gefetze  der  Flachung  ganz  allgemein  weiter  gelten   lassen 

wollte.    Beachtet  man  aber,  dass  [e3e4e5]Le1e2e5]  =  teie2e3e4e5]e5  ist  und  fetzt  man 

hier  teie2e3e4e5]  =  1,   fo  ergiebt   fich  ?EF]  —  e3,  d.  h.  da  fEF]  =  feiere«]  ist, 

fo  ist  die  Ergänzung    zu  [e,e2e3e4]  gleich  e5,    d.  h.  es    ist   das  Flach    der  Nichte 

gleich  dem  Nicht-Enflach  [EF]  =  [EF]. 

Wir  haben  in  diefem  Einlache  nun  ein  Produkt  von  Grösen  kennen  gelernt, 
welche  in  einem  Gebiete  n  ter  Stufe,  mehr  als  n  Grösen  als  Fache  oder  Faktoren 
enthalten,  nämlich  auser  den  n  Grösen  des  Gebietes  noch  eine  oder  mehre  Grösen 
des  Gebietes  und  wir  haben  dies  Produkt,  indem  wir  das  Produkt  der  n  Grösen 

des  Gebietes  Leiea*,,en]  gleich  1  fetzten,  dem  Produkte  der  einen  oder  den 
mehren  Grösen  des  Gebietes  gleich  gefetzt,  welche  dann  noch  übrig  blieben. 
Hieraus  ergeben  fich  dann  alle  Festfetzungen  der  obigen  Erklärung  und  daraus 
die  folgenden  Gefetze  der  Modiungslehre. 

n   —  n   ■— 

Für  die  Ergänzung  gilt  hier  [EE]  =  1  und  [AA]  =  1,  während  in  der 
Logik  E+.E  =  1  und  A  +  A  =  l  ist.  Es  folgert  diefer  Unterschied  einfach 
aus  den  verschiedenen  Erklärungen  der  beiden  Wissenschaften. 
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Erklärung.    Die  Modelfumme  der  Klassen  a,ß,y  der  Fache  134. 
oder  Faktoren  heist  die  Zahl  q,  welche  kleiner  ist  als  die  Stufe  des 
Hauptgebietes  n,  wenn  a  f  ß  -f  y  =  an  +  q  oder  es  ist  a  +  ß  +  y 

=  an  +  («  +  ß  -f  ■  y). 

Wenn  die  Modelfumme  der  Klassen  gleich  Hüll  ist,  fo  kann 
man  das  Flach  fowohl  als  fortschreitend,  wie  als  rückschreitend 
betrachten . 

Das   Zeichen    der    Modelfumme    Ar    ein   Hauptgebiet   nter 

n 

Stufe  ist  (<x  -f  ß  H — )  gelefen  „die  Enfumme  von  a  -f  ß  -\ " 

3  4  4 

Beispiele  (2  +  l  +  1)  =  2,  (3  +  2  +  3)  =  0,  (2  +  3  -f  2)  =  3. 

Wir  wenden  uns  nun  zunächst  zu  der  Betrachtung  der  fortschreitenden,  der 
stehenden  und  der  rückschreiteuden  Modelflache  und  demnächst  zu  den  allgemeinen 
Oefetzen  über  die  Modlung. 

Satz.     Zwei   einfache  Grösen  A   und  B,   bei  denen   die   Summe  135. 
ihrer  Klassen  a   ^  ß  die  Stufe   des  Hauptgebietes  n  um  y  übertrifft, 
lassen  lieh  in  der  Form   darstellen   A  =  [CA,]   und   B  =  [CBA],   wo 
C  eine  einfache  Gröse  der  Klasse  y  darstellt. 

Beweis.  Nach  der  Bedingung  ist  a  +  ß  =  n  +  )S  a^o  ist 
nach  30  den  Gebieten  von  A  und  B  ein  Gebiet  der  Stufe  y  gemein. 
Sei  nun  C  eine  Gröse  der  Klasse  y,  fo  ist  C  fowohl  dem  A  als  dem 
B  untergeordnet,  alfo  ist  nach  117  auch  A  in  der  Form  [CAJ  und 
B   in  der  Form  [CBi]  darstellbar. 

Satz.     Die  Summe   von  einfachen  Größen  (n  —  1)  ter  Klasse   in  136. 
einem    Hauptgebiete    nter    Stufe    ist    wieder    eine    einfache    Gröse 
(n  —  l)ter  Klasse. 

Beweis.  Es  feien  zwei  einfache  Grösen  (n — 1)  ter  Klasse 
A  und  B  gegeben,  fo  ist  die  Summe  ihrer  Klassen  2  n  —  2,  mithin 
haben  Cie  nach  135  eine  einfache  Gröse  C  von  2n  —  2  —  n  = 
n  —  2  ter  Klasse  gemeinsam  und  find  alfo  nach  135  in  der  Form 
A  =  [Ca]  und  B  =  [Cb]  darstellbar,  wo  a  und  b  einfache  Grösen 
erster  Klasse,  mithin  a  -f-  b  wieder  eine  einfache  Gröse  erster  Klasse 
ist;  folglich  ist.  A  -f  B  =  [Ca  +  Cb]  =-=  [C(a  -f  b)]  (nach  84)  ein 
Flach  von  n  —  1  Grösen  erster  Klasse,  d.  h.  eine  einfache  Gröse 
(n  —  1)  ter  Klasse.  Mithin  gilt  der  Satz  fortschreitend  für  die  Summe 
von  beliebig  vielen  einfachen  Grösen  (n  —  l)ter  Klasse. 

Es  ist  hier  wohl  zu  heachten,  dass  nur  die  Grösen  erster  und  die  (n  —  1)  ter 
Klasse  eine  einfache  Gröse  und  zwar  gleicher  Klasse  zur  Summe  haben.  Schon 
2  Grösen  zweiter  Klasse  haben  nur  datin  eine  einfache  Gröse  zweiter  Klasse  zur 
Summe,  wenn  ihre  4  Grösen  erster  Klasse  nicht  gegeufeitig  frei,  fondern  ciue  zu 
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den  andern  hörig  ist.  Soll  nämlich  S  —  ab  +  cd  ein  flach  fein,  fo  muss  nach 
92  [SS]  =  0  fein,  alfu  0  —  [SS]  =  [(ab  +  cd)  (ab  +  cd)]  =  [abcd  +  cdab] 
da  [abab]  =  [cdcd]  =  0  nach  92.  Aber  nach  91  auch  [cdab]  =  [abcd],  mithin 
0  —  2  [abcd],  oder  [abcd]  =  0,  mithin  nach  98  eine  der  Grösen  zu  den  andern 
hörig*,  dagegen  kann  dann  S  nicht  eine  einlache  Gruse  fein,  wenn  die  4  Grösen 
gegenfeitig  frei  find. 

Dasfelbe  folgt  auch,  wenn  man  das  gemeinfame  Gebiet  aufflicht,  dasfelbe 
ist  y  =  4  —  n.  Ist  hier  n  —  3,  fo  ist  y  -=  1  und  folgt  der  Satz  aus  129,  ist 
dagegen  n  ">  3,  fo  ist  die  Summe  eine  zu fammenge fetzte  Gröse. 

137.  Satz.  Das  stehende  Modelflach  ist  gleich  +  1,  d.  h.  eine  Gröse 
Oter  Klasse. 

Beweis.     1.  Unmittelbar  nach  Erklärung  133. 

2.  Sei  [AB]  ein  stehendes  Modelflach,  und  a  und  ß  die  Klassen 
von  A  und  B,  fo  ist  nach  133  a  -J-  ß  —  n,  die  Klassen  der  Er- 
gänzungen find  n  —  a  und  n  —  /?,  alfo  die  Summe  2n  —  (a  +  £)  =  n, 

d.  h.  [AB]  nach  133  ein  stehendes  Modelflach. 

138.  Satz.  E  =  [EFF],  wo  F  das  Flach  der  Einheiten  von  £ 
Wenn  eine  Gröse  F  das  Flach  ist  aller  in  einer  Einheit  beliebiger 
Klasse   E   nicht  vorkommender  Einheiten  erster  Klasse    des   Haupt 

gebietes,  fo  ist  E  =  [EFF]. 

Beweis.      Nach    137    ist    [EF]  =  +1,    alfo    ist  ?E(EFF)]  = 

[E(+  1)F]  =  (+  1)?EF]  =  (±  1)(+  1)  =  1  (nach  67) 

Ebenfo  ist  [EE]  =  1,  mithin  ist  [EE]  =  [E(EFFj],  alfo   ist  auch 

E  =  [EFF]. 

Es  bietet  uns   diefer   Satz    wieder    ein    fehr   schlagendes  Beispiel,    das©    die 

Gefetze  der  Einigung  nicht  gelten  \  denn  es  ist,  wie  im  Satze  bewiefen  [EFF)  =  E: 

dagegen  ist  &£(FF)]  =  0,   indem  hier  FF  —  0  nach  Satz  92,    mithin   pE(FF)]  = 

Fe.o]  =  o. 

139.  Satz.  Für  die  rückschreitenden  Modelflache  ist""[EF]  =  [EF] 
oder  die  Ergänzung  des  rückschreitenden  Modelflaches  zweier  Ein- 
heiten ist  das  Flach  der  Ergänzungen  der  Einheiten. 

Beweis.     Unmittelbar  nach  Erklärung   133. 

140.  Satz.  Die  Modelfumme  eines  Modelflaches  ist  gleich  dem  Best» 
der  bleibt,  wenn  man  die  Summe  der  Klassen  der  Fache  oder 
Faktoren  durch  die  Stufe  n  des  Hauptgebietes  teilt  oder 

a  +  ß>-.  =an-|-(a  +  /*  +-..). 
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Satz.    Für  die  Modelflache   gilt   das  Beziehnngsgefetz   Satz  74  141. 
und  75. 

Satz.    Bas  Enilaoh  zweier  Gröien,  welche  Flache  von  Ein-  142. 
helten  erster  Or9ee  Und,  ist  dann  und  nur  dann  ungleioh  Voll, 
wenn  In  dem  Enflaehe  keine  Einheit  erster  Klasse  des  Hanpt- 
gebiete»  2  mal  öfter  als  Fach  oder  Faktor  vorkommt,  als  irgend 
eine  andere  Einheit  erster  Klasse  des  Hauptgebietes. 

n 

Beweis.  1.  Wenn  in  dem  Enflaehe  [AB]  irgend  eine  Einheit  erster 
Klasse  des  Hauptgebietes  als  Fach  oder  Faktor  in  dem  Enflaehe  fehlt,  fo  können 

nicht  die  n  Fache  fe1e2  •  •  -e,,]  =  1  in  dem  Enflaehe  enthalten  fein.    Diefe  n  Flache 

können  dann  alfo   aus  dem  Produkte  [AB]  nicht  ausscheiden,    es  bleiben  mithin 

in  diefem  Falle  in  dem  Produkte  [AB]  zwei  gleiche  Fache  oder  Faktoren,  und 
das  Produkt  ist  alfo  nach  Satz  9*2  Null. 

%  Wenn  dagegen  in  dem  Enflaehe  [AB]  jede  Einheit  erster  Klasse  des 
Hauptgebictes  als  Faktor  nur  einmal  enthalten  ist,  fo  ist  das  Flach  nach  Satz  82 

£  0.  Ebenfo  wenn  in  dem  Enflaehe  [AB]  fammtliche  Einheiten  erster  Klasse 
des  Hauptgebietes   wenigstens  einmal  enthalten  find,    fo  ist    zunächst  das  Enflach 

XX 

[e4ea»  •  «en]  =  1  und  bleibt  nur  noch  das  Enflach  der  Einheiten  erster  Klasse, 
welche  in  dem  Enflaehe  beider  Grösen  zweimal  vorkommen,  d.  h.  welche  den 
beiden  Grösen  A  und  B  gemeinfam  find.  Die  Ergänzuug  diefcs  Einlaches  ist 
dann  das  Flach  aus  den  Einheiten  erster  Klasse  des  Hauptgebietes,  welche  den 
beiden  Grösen  A  und  B  nicht  gemeinfam  And. 

Satz.    Für  die  fortschreitenden  Modelflache  gelten  alle  Gefetze  143. 
der  Flachung,  namentlich  auch   der  Satz  84   und   das  Enflach    ist 
gleich  dem  Flache. 

Beweis.     Unmittelbar  nach  Erklärung  133. 

Satz.     Wenn   das  Modelflach  zweier   Grösen  fortschreitend  ist,  144. 

fo  ist  das  ihrer  Ergänzungen  ruckschreitend  und  umgekehrt. 

n 
Beweis.     Wenn   [AB]   ein    fortschreitendes   Modelflach   ist,    und 

a  und  ß  die  Klassen  lind,   fo   ist  a  +  ß  <.  n   (nach  133);    dann   ist 

filr    die    Ergänzungen     (n  —  a)  -j-  (n  —  ß)  =  2n  —  (a  +  ß)  >  n, 

mithin  nach   133  [AB]  ein  rückschreitendes  Flach.     Ebenfo  umgekehrt. 
10.  Die  allgemeinen  Sätze  für  Enflaehe. 

Die  Sätze  find  im  Folgenden  zunächst  für  die  drei  Fälle  zu  beweifen,  dass 
das  Modelflach  ein  fortschreitendes*,  ein  stehendes,  oder  ein  rückschreitendes  ist, 
oder  mit  andern  Worten,  dass  a  -\-  ß  <-."  n,  dass  a  -{-  ß  =  n  und  dass  a-\-  ß  >>  n 
fei.     Wir  fetzen  dabei  in  allen  Sätzen  diefer  Nummer  tlie  Stufe  des  Hanptgebietes 


\ 
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gleich  n,  die  Klasse  von  A  gleich  a,  die  von  B  gleich  0,  die  von  C  gleich  y--, 
die  von  R  gleich  q.  Nach  diefen  Vorbemerkungen  gehen  wir  nun  zur  Ent- 
wicklung der  Sätze. 

145.  Satz.    Die  Klasse   des  Enflach*  zweier  Grösen,   welches  £  Hull 
ist,  ist  gleich   der  Eofumme    ihrer  Klassen,    oder  wenn  y,  o,  ß   die 

Klassen  und  C  =  [AB],  fo  ist  y  =  (a  +  0). 

Beweis.     1.  Wenn  a  -f-  ß  <Z  n,  fo  fat  [AB]  ein  fortschreitende* 

Modelflach,  alfo  die  Klasse  von  C  =  [AB]  gleich  der  Klasse  von  [AB]. 
d.  h.  y  =  a  +  ß. 

2.  Wenn  et  -f  ß  =  n,    fo  ist  [AB]  =  ±  1    nach    137,    und    alfo 

n 

nullter  Klasse,  d.  h.  y  =  (et  +  ß)- 

3.  Wenn  a  +  ß  >  n,  fo  ist  C  =  [AB]  =  [AB]  nach  139.  Hier 
ist  die  Klasse  von  A  nach  131  gleich  n  —  a,  die  von  B  =  n  — ß. 
die  von  C  =  n  —  y,  alfo 

n  —  y  =  n  —  *.  +  n  —  0=n  —  (a  +  ß— n)d.h.y=a  +  ^  —  n  =  (a-f  ß). 

Somit  gilt  der  Satz  ftlr  den  Fall,  dass  A5  B  und  [AB]  Einheiten 
beliebiger  Klassen  find.  Da  aber  jede  Vielfachen fumme  diefer  Ein- 
heiten mit  ihren  Einheiten  gleicher  Klasse  ist,  fo  gilt  er  auch  für 
beliebige  Grösen. 

146.  Satz.    Die  Klasse  des  Enflaohs  mehrer  Grösen,  welches  ungleich 
Hall  ist,  ist  gleich  der  Enfumme  ihrer  Klassen,  oder 

Wenn  R  =  [ABC-  •  ■],  fo  ist  q  =  (o  +  ß  +  y  H ) 

Beweis.  In  Satz  145  ist  diefer  Satz  ftlr  das  Enflach  zweier 
Grösen  bewiefen,  tritt  nun  zu  dem  Flache  nosh  ein  Fach  oder  Faktor 
hinzu,  fo  bleibt  der  Satz  naeh  145  in  Gültigkeit,  alfo  gilt  er  auch 
für  beliebig  viele  Fache  oder  Faktoren,  da  auch  die  Klasse  dabei 
stets  kleiner  als  n  bleibt  und  nie  eine  Strichzahl  wird. 

Beispiele.  Seien  5  Fache  4ter  Klasse  in  Bezug  auf  ein  Hauptgehie: 
6  ter  Stufe  geflacht,  fo  ist  die  Klasse  des  Flaches  q  =  20  —  18  =  %  Seien 
3  Fache  3  ter  Klasse  in  Bezug  auf  ein  Hauptgebiet  5  ter  Stufe  geflacht,  fo  im 
die  Klasse  des  Flachs  q  —  9  —  5  =  4. 

147.  Satz.    Das   Enflach    der   Ergänzungen    sweier  Grösen    ist    die 
Ergänzung  des  Enflaches  der  Grösen,  oder 

[AB]  =T[AB]  und~[AB]  =  [AB] 
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Beweis.  1.  Wenn  a  -f  ß  >  n-  Es  f ei  A  =  Sa«Ea  und  B  = 
SjfrF*,  wo  Ea  und  F*  Einheiten  find,  fo  ist  nach  130  A  =  SaaE*  und 
5  =  S/ftF*,  und  ist 

[AB]  =»  [(SaaEaXSftFb)]  =  8aaMEaF6]  (nach  74) 

=  Saa/fcTfEaFa]  (nach  139) 

=  rSa«^fEaFb])  (nach  130) 

=T[(8aaEa)(8/?bFb)]  (nach  74) 

=  {AB] 

2.  Wenn  a  +  ß  <  n.     Wir  fetzen  A  =  A'  und  B  s  B'.     Dann 

n 

ist  allgemein  für  [A'B']   die  Summe  et'  +  ß'  >  n   nach  144,   alfo   ist 

dann  nach  H^rfA'B']  =  [A'B']  =  [AB].     Alfo  isf  [A'B']  =^"[AB]. 

Ist  nun  n  ungerade,  oder  ist  n,  fowie  a  und  ß  gerade,  fo  ist 
nach  132  A  =  A'  =  A'  und  ebenfo  B  =  B'  =  B',  mithin  ist  dann 
auch  nach  132  [AB]  =  [A'B']  =f  [A'B'].  Alfo  da^fA'B']  =  [AB]  ist, 
und  auch^f A'B']  =Tf AB],  fo  ist"fAB]  =  [AB]. 

Ist  dagegen  n  gerade,  und  ist  eine  z.  B.  a  gerade,   die  andere  ß 
aber  ungerade,  fo  ist  nach  132  B  =  B'  =  —  B'  und  alfo 
[AB]  =  [A'.(—  B7)]  ==  —  [A'B']  =T[A'B']  nach  132,  da  a  +  ß  un- 
gerade,   mithin  "[A'B']  =  —  [A'B']  =  [AB]     und    da    allgemein    für 

a  +  ß  <  iTfA'B']  =T[AB]  ist,  fo  ist  auch  JÄB]  =T[AB]. 

Sind  endlich  n  gerade,  aber  a  und  ß  beide  ungerade,  fo  ist 
A  =  A'  =  —  A'  und  B  =  B'  =  —  B'  nach  132,  alfo  ist 

?AB]  =  [(-  A')(—  B')]  =  JA'B']  =f[A'B']    nach    132,    da    a  +  ß 
gerade. 

Es  ist  aber  auch  allgemein   für   a  -f  ß  <  n"[A'B']  =Tf AB],    alfo 

ist  auch  [AB]  =T[ABJ. 

3.  Wenn  a  +  ß  =  n.  Wir  beweifen  hier  den  Satz  zuerst  für 
Einheiten. 

Wenn  E  und  F  Einheiten  find,  welche  keine  Einheit  erster  Klasse 
gemein  haben,  fo  ist  [EF]  =  ±  1  und  ebenfo  [FE]  =  +  1  nach  137. 
Dann  ist  aber  nach  138  auch  E  =  [EFF]  und  F  ==  [FEE],  mithin  ist 
[EF]  =  [EFF(FEE)]  «  [+  1F(±  IE)]  =  [FE]  =  +  1,    d.    h.    [EF] 
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eine   Zahl    und    da    nach    127    ftir    Zahlen    a  =  a   ist,    fo    ist    auch 

[EF]  =  [EF],  alfo  ist  auch  [EF]  =T[EF]. 

Wenn  E  und  F  Einheiten  find,  welche  eine  oder  mehre  Einheiten 

erster  Klasse  gemein  haben,  fo  ist  nach  92  [EF]  =  0.  Da  aber 
a  -f  ß  =  n,  fo  können  die  Einheiten  E  und  F  zufammen  nur  n  Fache 
enthalten,  es  mu*s  alfo  mindestens  eine  der  ursprünglichen  Einheiten 
in  E  und  F  fehlen,    es  fei  dies  er,    dann  muss  fowohl  E   als   auch   F 

diefe  Einheit  enthalten,    alfo    nach   92  [EF]  =  0    fein.     Alfo    ist  dann 

auch  [EF]  =  [EF]. 

Da  ferner  hier   [EF]  =  0    eine   Zahl    ist,    fo  ist    nach    127    auch 

[EF]  =^[EF],  mithin  fläP]  =  [EF]. 

Da  nun  das  Gefetz  für  Einheiten  gilt,  fo  folgt  ganz  wie  in  Be- 
weis 1,  dass  es  auch  für  beliebige  Grösen  gilt,  deren  Summe  der 
Klassen  a  +  ß  =  n  ist. 

148.  Satz.  Das  Enflach  der  Ergänzungen  mehrer  Größen  ist  die 
Ergänzung  des  Enflaches  diefer  Grösen  oder 

[ÄBC.-.]=~[ABC...] 
Beweis.     Wenn  der  Satz  für  m  Fache  oder  Faktoren  gilt,  fo  da** 

[AB .  -  •  M]  =  [ AB  •  -  -  M]  (Annahme), 

fo  gilt  er  auch  für  m  +  1  Fache  oder  Faktoren,  denn  es  fei  diefer 
(m  +  l)te  Fach  N,  fo  ist 

[AB-  •   MN]  =  [[AB-  .  -M]N]  (nach  Annahme) 

=~[AB...MN]  (nach    147) 

Nun  gilt  der  Satz  ftlr  2  Fache  nach  147,  alfo  gilt  er  auch  fort- 
schreitend für  beliebig  viele. 

149.  Satz.    Wenn  a, b, c--  Grösen  erster  Klasse  find,  fo  ist 

[a.bc...]=""[abc...] 
Das  rückschreitende  Enflach  der  Ergänzungen  von  Grösen  enter 
bez.    (n  —  1)  ter   Klasse    kann   als    ein   Enflach  betrachtet    werden 
dessen  Fache  oder  Faktoren  (n  —  1)  ter  bez.  erster  Klasse  find. 

150.  Satz.  Die  Ergänzung  eines  vielgliedrigen  Ausdrucks  (eines 
Polynoms)  erhält  man,  wenn  man  von  jedem  Gliede,  ohne  das  Vor- 
zeichen des  Gliedes  zu  ändern,  die  Ergänzung  nimmt  oder 

Ta±b  +  c'+...)  =  a  +  b±c+... 

Beweis.  Es  fei  A  =  So«E«,  B  =  S^E^  C  =  Syjäa.  •  •,  fo  ist 
TA  ±  B  +  C  +  •••)  = 
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=  (Sa«B,i  +  S0aE«  +  SyaEa  ± •  •)  =?S(cra  ±  ßa  ±  y*  ±  •  •  -)Ea) 
==  S(aa  ±  fia±Y*  +  •  OEa  (nach  130) 

=  S«oE«  ±  S/9aE«  ±  Sy«Ea  +  -  • 
=TSaaEa)  ±  T^ßaEa)  ±  TSyaEa)  +  •  •=  A  +  B  +  C±  •  •     (nach  130) 

Satz.    Eine  Gleichung,  in  welcher  keine  andern  Verknüpfungen  151. 
als    die    Bildung    von    Vielfachenfummen    beliebigen    Gebietes    und 
Modelung    vorkommen,    bleibt    auch    bestehen,    wenn    man    in    der 
Gleichung  statt  der  Grösen  ihre  Ergänzungen  fetzt  oder 

Wenn  £>(A,B-  •  •)  =  <p0(A',  B'-  •  •)>  wo  £>  und  g>0  Verknüpfungen 
der  genannten  Art  find,  fo  ist  auoh 

i  •  •• 

Beweis.     In  den  Verknüpfungen  der  Formeln  f0  und  q>9  können 

nur  Zufügen  und  Abziehen,  fowie  Modlung  vorkommen,  wenn  wir 
zur  letzteren  auch  die  Vervielfachung  mit  Zahlen  rechnen.  Nun  bleibt 
beim  Zufügen  und  Abziehen  die  Gleichung  nach  Salz  150  auch  für 
die  Ergänzungen  und  bei  der  Modlung  nach  Satz  148  auch  für  die 
Ergänzungen  bestehen,  mithin  gilt  allgemein  für  diefe  Arten  der  Ver- 
knüpfungen, wenn  f0(A,B- .  •)  =  g>0(A',B'. .  •)  auch  f0(A,B. .  •)  = 
yo(A',B', ...). 

Satz.     Zwischen    den    Grösen    m  ter    und    denen    (n  —  m)  ter  152. 
Klasse  in  einem  Hauptgebiete   nter  Stufe:  besteht   volle  G*genfeitig- 
keit,   fo    dass  jeder   Satz,    der   von   den   einen   gilt,    auch   für   die 
andern  gilt. 

Satz.    Für    drei   Einheiten   EFG,    bei   denen   die    Summe    der  153. 
Klassen  der  Stufe  des  Hauptgebietes  n  gleich  ist,  ist 

[EF(EG)]  =  [EFGE]. 

n 

Beweis.  1.  Wenn  [EFG]  keine  gleichen  Fache  enthält,  fo  muss 
es  alle  n  ursprünglichen  Einheiten  enthalten  und  ist  nach  137  alfo 
=  +  1.     Dann  ist  nach  138 

G  =  [G(EF)(EF)]  F  =  [F(EG)(EG)] 

Diefe  können  wir,  da  £G(EF)}  und  [F(EG)]  gleich  +  1  ist,  mit 
|*G(EF)]  bez.  [F(EG)]  vervielfachen  und  erhalten  dann  [G(EF)J .  [G(?F)] 
=  1,  und  [F(EG)]-[F(EG)]  fe=  1,  mithin  , 

[G(EF)G]  =  [EF],        .      [F(EG)F]  =  [EG]  v     ,.   : 
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Hier  erhält  man,  da  man  die  Zahlfache  beliebig  ordnen  kann, 
[EF(EG)]  ==  [6(EF)G].[F(EG)F]  =  [G(EF)]£F(EG)][GF] 

=  [G(EF)]fF(EG)ffGF]  (nach  147) 

=  [G(EF)]tF(EG)]fGFEE]  (nach  138) 

In  diefem  Ausdrucke  ist  [FE]  =  +  [EF]  (nach  91),  mithin  bleibt 
das  Zeichen  unverändert,  wenn  man  zweimal  diefe  Aenderung  macht, 
d.  h.  es  wird 

[EF(EG)J  =  [G(EF)](E(FG)][GEFE] 

=  l  EFGE] 

Da  [GEF]  =  ±  1,  mithin  [GEF]. [GEF]  =  1  ist. 

2.  Wenn  [EFG]  gleiche  Fache  enthält,  fo  ist  [EFG]  =  0  nach 
92.     Ferner  muss,  da  die  Zahl  feiner  Fache  n  ist,  mindestens  eine  der 

n 

n  Einheiten  des   Hauptgebietes,   etwa  e,   in   dem   Flache   [EFG},    alfo 

auch  in  [EF]  und  in  [EG]  fehlen.     Sei  nun  [EF]  =  Q  und  [EG]  =  R, 
fo  müssen  nach  127  fowohl  Q  als  R  diefe  Einheit  als  Fach  enthalten. 

D 

mithin  muss  nach  92  [QR]  gleich  Null  fein,   alfo  nach    127  aucli    die 

Ergänzung  derfelben~[QR]  =  [QR]  gleich  Null  fein.     Mithin  ist 

[EF(EG)]  =  [QR]  =  0  =  [EFGE] 

154.  Satz.    Für  drei  einfache  Grösen  A,  B,  C,   bei  denen  die  Summe 

der  Stufenxahlen   a  +  ß  -f  Y  der   Stufenzahl   des   Hauptgebietes    n 
gleich  ist,  ist 

JAB(AC)]  =  [ABC.A] 

Beweis.  1.  Angenommen,  der  Satz  gelte  für  den  Fall,  dass  die 
drei  einfachen  Grösen  keine  anderen  Fache  enthalten  als  folche,  welche 
einer  gegebenen  Reihe  von  n Grösen  erster  Stufe  a^aj«  •  »an  angehören« 
fo  foll  zunächst  bewiefen  werden,  dass  fie  auch  noch  gilt,  wenn  man 
statt  einer  diefer  Grösen  z.  B.  statt  aj  eine  Vielfachenfumme  der 
n  Grösen,  etwa 

a'  =  ata,  +  (h<h  H h  «*&*  =  Sctaaa  fetzt. 

Es  kann  S4  in  jeder  der  drei  Grösen  A,B,C  enthalten  fein. 

Ist  at  in  B  enthalten,  fo  fei  B  =  [atD]  und  verwandle  fich,  wenn 

man  a'  statt  at  einfahrt,  B  in  B'  =  [a'D],  dann  wird 
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n 

lAVtAO)}  =  [A(a'D)(AC)]  =  [^^X*0)] 

=  Soof A(aaD)(AC)]  (nach  75) 

M 

=  Soa[A(aaD)GA]  (nach  Annahme) 

=  [Aa'DCA]  =  [AB'CA] 
Genau  derfelbe  Beweis  folgt,  wenn  a&  in  C  enthalten  ist. 
Ist   a,    in    A  [enthalten,    fo   fei   A  =  [ajD]   und    verwandle  fich, 
wenn  man/  zunächst  a'  =  ata,  +  aifa    statt  a,   einführt,   A   in  A'  = 

n 

[a'D],  dann  ist 

AWa^D]  +  a2[a,D]  =  a4A  +  a^D]  (+) 

Wenn   hier   noch   ^  in   D   enthalten   ist,   fo    wird   nach   92  das 

n 

letzte  Stück  [a,D]  =  0,  es  würde  alfo  A'  =  axk  und  würde 

[A'B(A'C)]  =>2[AB(ACj]  =  a'[ABCA]  (nach  Annahme) 

=  [aABC(aA)]  =  [A'BCA']  (nach  75) 

Wenn  dagegen  a2  nicht  in  D,    alfo  auch   nicht   in  A    vorkommt, 

fo  kann  es    nur^in  B  oder  C   enthalten   fein.     Es   fei    in  B  und  B  = 

[a^E].     Dann  ist  (nach   -f )  A'  =  c^A  -f-  a^fa^D],  alfo  da  aj  auch  in 

B  enthalten  [a^DB]  =  0,  mithin  ist  ?A'B]  =  a,[AB],  und  ist  fA'C]  = 

[(atA  +  (^[ajD^C]  =  a,[AC]  +  c^DC],  mithin  ist 

[A'B(A'C)]  =  a,2[AB(AC)]  +  *&  [ABfoDC)] 

=  aj2[ABCA]  +  «^[AB^DC)]  (nach  Annahme) 
Im  zweiten  Stücke  [ist  hier,  wenn  man  fllr  A  und  B  die  Werte 
einfetzt 

[ABfoDCj]  =  [a^EfoDCj]  _  _  [a^EfoDC)]      (nach  91) 

==  —  [aaDaiECXa^D)]  (nach  Annahme) 

==  [ajDajEqajD)]  =  [ABCfoD)]  (nach  91) 

fomit  wird 

[A'B(A'C)]  =>^ABCA]  +  a^ABC^D)] 

=  a^ABCfaÄ  +  a2a*D)] 

=  a,[ABCA']  =  [A'BC-A'J 
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Ebenfo  folgt  der  Beweis,  wenn  a^  in  C  statt  in  B  enthalten  war. 
Es  ist  alfo  bewiefen,  dass  der  Satss  bestehen  bleibt,  wenn  fich  das 
eine  Fach  at  in  a^  -f  <h*v  verwandelt,  alfo  auch,  wenn  man  dies 
wieder  in  a^  +  a2^  +  a***  verwandelt  u.  f.  w. 

2.  Der  Satz  154  bleibt  alfo,  wenn  er  für  den  Fall  gilt,  dass  die 
3  Grösen  A,  B,  C  nur  Fache  enthalten,  welche  irgend  einer  Reihe  von 
n  Grösen  erster  Klasse  a,,a.  *an  angehören,  auch  bestehen,  wenn  man 
statt'  einer  dicfer  Grösen,  eine  Vielfachenfumme  der  n  Grösen  fetzt. 
Führt  man  diefe  Vielfachenfumme  statt  der  ursprünglichen  Gröse  ein. 
fo  gilt  nun  der  Satz  für  eine  Reihe  von  n  Grösen  und  bleibt  alfo 
nach  Beweis  1  auch  bestehen,  wenn  man  statt  einer  zweiten  Grö.se 
eine  .Vielfachenfumme  der  n  ursprünglichen  Grösen  einführt.  Er 
bleibt  alfo  auch  bestehen,  wenn  man  statt  der  n  Grösen  a,a2  •  * -a. 
andere  n  Grösen  bi  •  •  •  bn  einführt,  welche  gegenfeitig  frei  und  Viel- 
fachenfummen  jener  Grösen  find,  und  ist  das  Gebiet  der  ersten 
n  Grösen  nach  22  dem  Gebiete  der  letzten  n  Grösen  gleich. 

3.  Nun  gilt  der  Satz  nach  153,  wenn  die  Grösen  A,  B,  C  Ein- 
heiten find,  alfo  gilt  er  auch  für  alle  aus  ihnen  abgeleiteten  Grösen 
A,  B,  C,  fofern  die  Reihe  der  n  Grösen  erster  Stufe,  welche  ihre  Fache 
bilden,  gegenfeitig  frei  find,  oder  fofern  a  +  ß  4*  Y  =  n  *st- 

155.  Satz.     Für  die  Größen  A,  B,  C  gilt  die  Gleichung 

l AB(AC)]  =  [ABCA] 
auch  dann,  wenn  auch  B  und  C  zufammengefetzte  Grösen  find,  fofera 
nur  A   eine   einfache  Gröse   und   die   Summe    der   Klassen    dar   drei 
Grösen  der  Stufe  des  Hauptgebietes  gleich  ist. 
Beweis.      Es    fei  B  =  üß^Dt]  C  =  S^, 
wo  D  und  E  Zeuge  (Produkte)  von  einfachen  Grösen  find,  fo  ist 

fAB(AC)]  =  B/fcycfADs(AEc)]  (nach  74) 

=  S0*yc[ADbEcA]  (nach   153) 

=  tA(S/S*Db)(SycEc)A]  (nach  74) 

=  l  ABCA] 

Wenn  A  eine  zufammengefetzte  Gröse  ist,  gilt  der  Satz  nicht  mehr  allgemein. 
Sei  x.  B.  A  —  ab  +  cd,  wo  a,  b,  c,  d  gegenfeitig  frei,  und  fei  B  =  c,  C  =  d, 

4  4 

fo  wird  in  Bezog  anf  ein  Gebiet  4ter  Stufe  [AB(AC)]  =  [(ab  -f  cd)c((ab  -f-  cd)d)] 

4  44  4  4 

=  [abc(abd)],  da  [ede]  und  [edd]  verschwinden*,  aber  [abc(abd)]  s=  [abcd(ab)> 
Alfo  wird 

4  4 

[AB(AC)]  =  [abcd(ab)] . 
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Dagegen  wird 

4  4  4 

[ABCA]  ss  [(ab  +  cd)cd(ab  +  cd)]  ==  [abcd(ab  +  cd)] 

4  4  4  4 

=  [abcd(ab)]  +  [abcd(cd)]  =  [abcd(ab)]  +  [abcd(cd)] 

4 

Alfo  find  beide  Ausdrücke  um  [abcd(cd)]  von  einander  verschieden. 

Satz.    Für   drei   einfache  Grosen  A,  B,  C,    deren  Flach   nnllter  156. 
Klasse  ist,  gelten  die  drei  Gleichungen: 

1.  [AB(AC)]  =  [ABCA] 

2.  {AB(BC)]  =  tABCBJ 
8.    UC(BC)]  =  [ABCC]. 

Beweis.     1.     Es  feien  die  Klassen    von  A,  B,  C  gleich  a,  /?,  y, 

n 

die  Stufe  des  Hauptgebietes    fei  n.     Da  nun    das  Flach  [ABC]    nullter 

Klasse  fein  foll,  fo  muss  nach  126  auch  0  =  (a  +  ß  +  y),  d.  In 
a  +  ß  +  y  durch  n  teilbar  fein,  mithin  da  et,  /?,  y  kleiner  als  n  find, 
gleich  n  oder  gleich  2n  fein.  Wenn  a  +  ß  +  Y  =  n  ist,  fo  gilt  die 
Formel  1  nach  154.  Wenn  a  +  ß  +  y  =  2n  ist,  fo  fei  A  =  A', 
B  =  B',  C  =  Cf  und  feien  a',  ß',  y'  die  Klassen  von  A',  B',  C,  fo 
ist  a'  =  n  —  a,  ßf  =  n  —  0,  y'  =  n  —  y  (nach  130),  mithin  ist 
<*'  +  ß'  +  /  =  3n  —  (<*  +  ß  +  /)  =  3n  —  2n  =  n.  Dann  aber  ist 
l  AB(  AC)]  =  [A' .  B'(  A' .  (?)]  =  [  A'B' .  A'C]  (nach  147) 

rrTfA'B'C'A'],    nach    155,    da    a!  +  /?'  +  /  =  n.      Mithin 
nach   148 

=  Jl'  •  B'  •  C' .  A']  =  [ABC  •  A]. 

2.  Es  fei  [AB]  =  [BD],    fo    ist  D  von    gleicher    Klasse    mit    A, 
mithin 

[AB(BC)]  =  [BD(BC)]  =  JßDCB]  (nach  156,, ) 

=  [ABCB], 

da  [BD]  =  [AB]  ist. 

3.  Es  fei  [BC]  =  [CD],    fo    ist   D    von    gleicher    Klasse    mit  B,; 
mithin 

JAC(BC)]  =  UC(CD)]  =  JACDC]  (156,a) 

=  [ABCC], 

da{CD]  =  JßC]  ist. 

B.  Gruamann,  Aufdehnnngilebre.  5 
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157.  Satz.  Für  zwei  einfache  Grösen  A  und  C,  bei  denen  die 
Summe  der  Klassen  a  -f  y  der  Stufe  n  des  Hauptgebietes  gleich  iit, 
gelten  für  die  einfache  der  Gröse  A  untergeordnete  Gröse  B  die 
folgenden  Gleichungen: 

[A(£C)]==[ACB] 

[CBA]  =  [CAB]. 
Beweis.     Na Hi  117  ist  A  in  der  Form  BD  darstellbar,  mithin  ist 

(A(BC)]  =  [BD(BC)]  =  [BDCB]  (nach  156„) 

=  ?ACB]  und 

fCB  .  A]  =  [CB(BD)]  =  [CBDB]  (nach  156„) 

=  JCAB] 

158.  Satz.  Das  Enflach  zweier  einfachen  Grösen,  die  ungleich  Ml 
find,  ist  dann,  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  die  Stufe 
ihres  verbindenden  Gebietes  den  grösten,  oder,  was  dasfelbe  ist, 
wenn  die  Stufe  ihres  gemeinschaftlichen  Gebietes  den  kleinsten  Weit 
hat,  den  fie  bei  den  Klassen  der  beiden  Fache  oder  Faktoren  und 
der  Stufe  des  Hauptgebietes  haben  kann,  oder 

Wenn  S  die  Klasse  des  verbindenden  Gebietes,  y  die  des  gemein- 
schaftlichen ist,  und 

wenn  a  -f  ß  -  n,  d.  h.  wenn  das  Enflach  ein  fortschreitendes  oder 
stehendes  ist,  fo  ist 

n 

[AB]  £  0,  dann  und  nur  dann,  wenn 
a  +  ß  =  if  oder,  was  dasfelbe  ist,  y  =  0;  ferner 
wenn  a  +  ß  >  n,  d.  h.  wenn  das  Enflach  ein  rückschreitendes  ist,  fo  iit 

[AB]  £  0,  dann  und  nur  dann,  wenn 
<J  =  n,  oder,  was  dasfelbe  ist,  y  =  a  -f-  ß  —  n  ist. 
Beweis.     1.     Es  fei  a  +  ß  <  n,   fo  ist  das  Enflach  (nach  133) 
fortschreitend,    mithin  (nach  93,   92)  dann  und  nur  dann  Null,    wenn 
zwischen  feinen  einfachen  Fachen  eine  Hörigkeit  herrscht.     Wenn  aifo 

n 

[AB]  =  0  ist,  fo  lässt  fich  (nach  19)  von  den  einfachen  Fachen  oder 

Faktoren  des  Flaches  [AB]  eines  als  Vielfachenfumme  aus  den  a  +  ß— 1 
übrigen  darstellen.  Dann  werden  mithin  (fcmmtliche  einfache  Fache 
jenes  Flaches    von    einem  Gebiete    von   niederer    als  (a  +  ß)  ter  Stufe 

umfasst,  d.  h.  <J  <  a  -f  ß-  Ist  hingegen  [AB]  £  0,  fo  find  die  ein- 
fachen Fache  diefes  Flaches  (nach  93)  gegenfeitig  frei,  ihr  verbindeode* 
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Gebiet    ist    alfo    von    (a  +  £)ter  Stufe,    d.   h.  a  +  ß  =  d.     Alfo    ist, 

n 

wenn  a -{-  ß  <^n  ist,  [AB]  dann  und  nur  dann  von  Null  verschieden, 
wenn  a  +  ß  =  $  ist.     Dann  aber  ist  nach  31  stets  auch  y  =  0. 

Endlich  ist,  wenn  a  -f-  ß  <  n  ist,  die  kleinste  Stufenzahl,  die 
das  den  Grösen  A  und  B  gemeinschaftliche  Gebiet  haben  kann,  Null, 
und  die  grösste,  die  das  verbindende  Gebiet  haben  kann,  a  +  /?. 

2.  Wenn  dagegen  a  -f-  ß  z>  n  ist,  dann  haben  die  Gebiete  A 
und  B,  da  fie  von  ater  und  jSter  Stufe  find,  nach  32  mindestens  ein 
Gebiet  (a  +  ß  —  n)  ter,  d.  h.  y  ter  Stufe  gemein.  Sei  demnach  C  eine 
Gröse    von  y  ter  Klasse  in  diefem    gemeinfamen  Gebiete,    dann    lassen 

fich  A  und  B  (nach  117)  in  den  Formen  A  =  [CA,],  B  =  [CBt] 
darstellen,  wo  A,  und  B,  Grösen    von  der  Klasse  a  —  y    und    ß  —  y 

find,  mithin  ist  [CAjB,]  von  n  ter  Klasse,  da  die  Klasse  y  +  a — y  +  ß  — y 
=  a  4-  ß  —  y  =  n  ist.     Mithin  ist  nach  155 

tAB]  =  [CA.CCB,)]  =  [CA.B.C]. 

Hier  ist  aber  [CAjB,]  von  nter  oder  mit  andern  Worten  von  nullter 
Klasse,  alfo  eine  Zahl,    und  diefe  ist  dann  und  nur    dann  Null,    wenn 

[CAtBJ,  d.  h.  [ABJ  Null  ist.  Aber  nach  Beweis  1  ist  [ABJ  dann 
und  nur  dann  Null,  wenn  A  und  B!  von  einem  Gebiete  von  niederer 
als  n  ter  Stufe  umfasst  werden,  aber  da  C  in  A  =  CA,  liegt,  fo  werden, 
dann  auch  A  und  CBM  d.  h.  A  und  B  von  einem  Gebiete  niederer 
als  nter  Stufe,  umfasst,  d.  h.  d  <.  n.     Somit  ist,  wenn  a  +  |3>h  ist, 

n 

[AB]  dann  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  S  =  n  ist. 
Dann  aber  ist  nach  32  auch  stets  y  =  a  4-  ß  —  n. 

Endlich  ist,  wenn  a  •{-  ß  >  n  ist,  die  größte  Stufenzahl,  die  das 
verbindende  Gebiet  haben  kann,  n,  alfo  (nach  31)  die  kleinste,  die 
das  verbindende  Gebiet  haben  kann,  a  +  ß — n.  Mithin  ist  der 
Satz  158  in  allen  Teilen  bewiefen. 

Erklärung.     Wir  fetzen  das  Nein  einer  Gröse  A    (Zeichen   A,  159. 

n 

gelefen  Nein  A)  gleich  dem  Enflache  [AA'A'],  wo  A'  das  Flach 
derjenigen  n  gegenteilig   freien  Grösen   a]  a2  •  •  •  an  ist,    welche   in  A 

nicht  vorkommen  oder  A  jl  [AA'A']    *  wo  [AA']  =  +  [a!  a^  •  •  •  an]. 

Wir  müssen  diefe  Erklärung  hier  einfügen,  um  zu  einer  allgemeinen 
Geltung  für  die  Gefetze  der  Modlung  zu  gelangen. 

Satz.     Alle  Gefetze  der  Modlang  gelten  auch  noch,    wenn  man  160. 
überall  statt  der  ursprünglichen  Einheiten  erster  Klasse  eine  beliebige 

5* 
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Reihe  von  nGrösen  erster  Klasse  fetet,  welche  Vielfachenfummeii 
derfelben  find,  und  deren  Enflach  1  ist. 

Beweis.  Es  feien  e|--»-e»  die  ursprünglichen  Einheiten,  und 
a,  •  •  ♦  •  aD  V ielfachenfummen  derfelben,  fiir  welche 

[a1,a1...a1,]  =  l  gilt. 
Es    fei    nun  F    das  Flach    aller  in   der  Einheit    mter   Stufe  E   nicht 
vorkommenden  Einheiten  erster  Stufe  des  Hauptgebietes,  fo  ist  nach  138 

e  =  Jeff]. 

Sei  in  gleicher  Weife  A'  das  Flach  aller  in  A  nicht  vorkommender 
Grusen  a^a^—a,»,  fo  ist  nach  159 

A==[AA'A']. 
Wir  müssen  nun    zunächst  beweifen,    dass    auch    für    diefe  Gröse  die 
in  Erklärung  133    aufgestellte  Bestimmung  ihre  Geltung  behält,   wenn 
wir    die  Grösen  a^—an    an  Stelle    der    ursprünglichen  Einheiten  ein- 
führen, d.  h.  dass 

M[  AB]  =  [AB]  fei,    wenn  a  +  ß  ^  n  ist.     Wir    beweifen  den 

Salz  zunächst  für  den  Fall,  wenn  a  +  ß  <.  n  ist. 

1.  Sei  nun  zunächst  [AB]  =  0,  fo  müssen  (nach  156)  die  Gebiete 
A  und  B  ein  Gebiet  von  höherer  als  nullter  Stufe,  alfo  ein  Gebiet 
vier  Stufe  oder  y  Fache    erster  Klasse    gemein    haben,    dann    werden 

M 

diele  Fache,    da   A  nur  diejenigen  Fache  enthält,    welche   in    A  nicht 

M  M 

vorkommen,  in  A  fehlen,  und  aus  gleichem  Grunde  auch  in  B,  allb 
werden  A  und  B  von  einem  Gebiete  von  niederer  als  nter  Stufe 
innfas.st,  alfo  ist  (nach  158) 

[AB]  =  0, 

mithin,  da  auch  [AB]  =  0  ist  und  die  Ergänzung  einer  Zahl  (nach  127; 
diefer  gleich  ist,  d.  h.  die  von  Null  felbst  Null  ist,  fo  ist 

MIl  DHH 

[AB]  =  [AB]. 

2.  Sei  ferner  [AB]  £  0,  fo  enthält  dasfelbe  a  +  ß  verschiedene 
Fache    erster  Klasse    der    Reihe  a^'-an.     Sei    nun  C   das  Flach  der 

n  n 

übrigen   Fache,    fo    ist    (nach   91)    [ABC]  =  +  [ax  •  •  •  an],    mithin,  da 

[a,  - .  -an]  =  1  ist,  fo  ist  [ABC]  =  ±  1.  Da  nun  [BC]  das  Flach  der 
in  A  nicht  vorkommenden  Fache  ist,  fo  ist  nach  der  hier  angenommenen 

Bezeichnung 

A  =  [ABC(BC)],  ebenfo 
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B  =  ?BAC(AC)]  un<f[AB]  =  [ABCC] 
wo  [ABC]  und  [BAC]    wie  bewiefen  =  +  1   find,   oder  Zahlen   find, 
mithin  ist  [AB]  =  [ABC][BAC]fBC(AC)] 

=  [ABC][BAC]tBAC .  C]  (1 54,3). 

Da  aber  ?BAC]  =  ±  1  ist,  fo  ist  fBAC^BAC]  =  1.     Alfo 

HH  M  n  HD 

[AB]  =  [ABC.C]  =  [ABJ. 
Es  gilt  alfo  die  Formel,  wenn  a  +  ß  <■  n  ist. 

Dann  gilt  die  Formel  aber  auch,  wenn  a  +  ß  >  n  ist,  und  zwar 
folgt  diefer  Teil  des  Satzes  ganz  in  gleicher  Weife,  wie  Satz  147,*. 

Es  gilt  alfo  die  Erklärung  133,  auch  wenn  man  statt  der  ur- 
sprünglichen Einheiten  die  Grösen  at •  •  •  •  an  einführt,  ebenfo  gelten 
alle  früheren  Sätze,  wenn  man  statt  der  n  ursprünglichen  Einheiten 
beliebige  gegenfeitig  freie  n  Grösen  fetzt,  deren  Flach  nicht  Null  ist, 
alfo  auch,  wenn  man  statt  derfelben  die  Grösen  a,  ••••an  fetzt.  Aus 
diefen  früheren  Sätzen  und  der  in  der  Erklärung  festgestellten  Be- 
stimmung find  aber  alle  folgenden  Gefetze  abgeleitet,  folglich  gelten 
auch  diefe  noch  bei  der  angegebenen  Einführung  der  Grösen  a^'-an 
statt  der  ursprünglichen  Einheiten  et  -  •  •  e». 

Zu  bemerken  ist   hier,   dass  A  nicht  mit  A  zufammenfällt,   fo    z.  B.  ist  in 

3 

dem  Gebiete   dritter   Stufe   et,  e2,  es,    wo   fo  ea  63]  ==  1    ist,    die  Ergänzung   von 

_       *  _       3  — 3  _       —       3  3 

e,  +  e2,  da  e^Ce^],  e2  =  [e3e,]  ist,  fo  +  e2]  =  el  +  ea  =  [eae3]  +  [e3e,]. 

Dagegen  ist,  wenn 

»i  —  ^i  +  e2i  a2  =  e2,  ag  =  e3 
ist  bei  Anwendung  der  Bezeichnung  in  obigem  Satze 
M         3  8  3 

±\  =  fo  aa  83  (aa  a,)]  =  fo  83]  =r  fo  e3], 
alfo  von  a|  um  foed  verschieden.    Im  folgenden  Abschnitte   wird  fich  ergeben, 
welche   Beziehungen   zwischen   ef-en   und   a^-a*   stattfinden   müssen,    wenn 
A  =  A  fein  foll. 

Satz.    Wenn  161- 

1  =  [ftl .  •  .an]  =  [PF]  =  [AA']  =  [BB']  =  [C-C]  =•  •  - 
ist,  und  alle  diefe  Grösen  P,P',A,A'---  keine  anderen  Grösen  erster 
Klasse  enthalten,  als  die  der  Reihe  af--an  angehören,  auch 

P  =  [ABC  •  •]  ist,  fo  ist  auch  F  =  [A'B'C'.  -  -]. 

Beweis.     Nach  Erklärung  159  ist,  da  1  =[PP']  =  [AA'] 

P==[PP'P']  =  P',  2  «  [AA'A']  s:  A'  u.  s.  w. 


1 62.  Ausdehnung8lehre.  70 

Da  nun  nach  160  alle  früheren  Sätze,  alfo  namentlich  auch  Satz  148 
noch  gelten,  fo  ist,  wenn  man  überall  das  Zeichen  m  statt  —  fetzt, 

Hü  DHMH 

[ABC-]  =  [ABC-], 

M  nHHH 

mithin  P  =  [ABC...]. 

Folglich,  da  P  =  P',  A  =  A',  B  =  JB',  C  =  C .  . . .  ist, 

F  =  [A/B'C/...]. 
162.  Satz.     Wenn    man    ans  n  Größen    erster    Klasse,    deren   Enflach 

gleich  1  ist,  die  Geschiedsflache  (die  multiplikativen  Kombinationen) 
zur  n  -lten  Klasse  bildet,  and  die  einfachen  Grösen  in  jedem 
Geschiedsflache  nach  dem  Abece,  die  Flache  felbst  naoh  dem  Lexikon 
ordnet,  unter  der  Annahme,  dass  die  Reihe  jener  n  Grösen  als  ein 
Abece  betrachtet  werde,  fo  ist  das  Enflach  aus  den  n  —  m  ersten 
diefer  Geschiedsflache  gleich  dem  Enflache  aus  den  m  ersten  jener 
n  Grösen,  d.  h. 

n  n 

[An Am  +  i]  =  [aj am], 

wenn      Ar  =  [a! ar-iar+x-  •  -an] 

und         [a!  •  •  •  an]  =  1  ist. 

Beweis.     1.     Wir  wollen  zuerst  beweifen,  dass 

[at arAr]  =  [a,.  ••ar_1] 

fei.     Nach  der  Bezeichnung  im  Satze  ist 


(153,,) 


Ar  = 

[ai-. 

ar.^^! an 

].     Mithin 

ist 

w- 

•arAr] 

n 

=  [a,- 

•  •  ar(ai  •  • 

•ar_iar  +  1 

•••an)] 

=  fa,. 

•  -ara^! 

•  -an]^.  • 

■*_,] 

-N*. 

••ar_,], 

da 

Ja,- 

•  -an]  = 

=  1  ist 

t. 

2. 

Mithin  ist 

{AnA, 

.-d  = 

n 

=  [ax .  • 

■an_  iAn  — 

1]  =  [al.. 

•an_a] 

[AnAn„1An_a]  =  [a1 an_2An_a]  =  [ai-  •  -8^-3] 

u.  f.  w.     Alfo 

n  n 

[AnAn_!.  •  •An_r]  =  [a1 an_r_1]. 

Mithin,  wenn  n  —  r  —  1  =  m  ist, 

d  n 

[AnAn_!.  •  -Ab+iJss:^!-  •  -am]. 
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Satz.    Wenn  FtF2*  •  -die  Geschiedsflache  ans  den  Fachen  enter  163- 
Klasse  einer   von  Hüll   verschiedenen  Gröse  B  find  und  Da  jedesmal 
ans  denjenigen  Fachen  von  B  besteht,  welche  in  Fa  fehlen,  anoh  die 

n 

Fache  fo  geordnet  find,  dass  jedesmal  [FJ)a]  =  B  ist,  fo  ist  für  jede 
Gröse  A,  deren  Klasse  die  Klasse  von  Da  zu  der  des  Hauptgebietes 
erg&nit, 

\aE)  =  SfADaFa]  =  tADiFJ  +  [AD,F2]  +  . . . 

Beweis.  Es  fei  m  die  Anzahl  der  Fache  erster  Stufe  von  B; 
es  fei  n  die  Stufe  des  Hauptgebietes,  a  die  Klasse  von  A,  und  fei 
B==[b,  b2---bm]. 

Da  nun  nach  der  Annahme  B  £  0  ist,  fo  find  (nach  93)  die 
Größen  bj  •  •  •  bm  gegenfeitig  frei,  mitbin  lassen  fich  (nach  23)  zu  ihnen 
noch  n  —  m  Grösen  erster  Klasse  bm+i»  •  «bn  von  der  Art  hinzufügen, 
dass  alle  Grösen  erster  Klasse,  welche  dem  betrachteten  Hauptgebiete 
angehören,  als  Vielfachenfummen  derselben  dargestellt  werden  können. 
Auch  A  kann  dann  als  Gröse  ater  Klasse  in  der  R)rm 

A  =  et,  Ai  +  aaA2  +  •  •  *  •—  SctaAa 
dargesteUt  werden,  wo  Aj,Aa,"-die  Geschiedsflache  aus  b|---bn 
zur  aten  Klasse  find,  Es  feien  diefe  Geschiedsflache  A^A,,««-  fo 
gewählt,  dass  jedesmal  Aa  aus  denjenigen  jener  n  Grösen  besteht, 
welche  in  Da  fehlen.  Dies  ist  allemal  möglich,  da  Da  nach  der 
Annahme  u  —  a  jener  Grösen  enthält.  Dann  ist,  da  nach  der  An- 
nahme B  =  fFoDa]  ist 

[AB]  =  SfOaAaB]  =  Saaf  AaB]  (73) 

=  Saa[Aa(F«D«)]. 
Da  nun  Fa    nur    folche   jener  n  Grösen  bx  •  •  •  b»  enthält,    die    dem  Da 
fehlen,  und  Aa  (Ummtliche  der  in  Da  fehlenden  Grösen  bx  •  •  •  b*  enthält, 

fo  ist  Fa  dem  Aa  untergeordnet,  alfo  (nach  157)  [Aa(FaDa)]  =  [AoDaFaJ, 

mithin  £AB]  =  Saa[AaDaFa]. 

Ferner  ist  aber  [A*Da]  =  0  wenn  fc  von  a  verschieden  ist,    weil  dann 
Ab  mindestens  ein  Fach  enthält,  das  auch  in  Da  vorkommt,  alfo  kann 

man  statt  aa[AaDa]  schreiben  Scc*[A*Da],    wo  Pich  die  Summe  nur  auf 
den  Zeiger  b  bezieht,  d.  h.  es  ist 

Oa[AoDa]  =  Sa^A*D4]  =  [Sd&AbDaJ  «=  [ADft], 

mithin  [AB]  =  s{ AD«Fa]. 
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11.    Die  reinen  und  die  gemischten  En flache. 

Auch  in  diefer  Nummer  fetzen  wir  in  allen  Sätzen  die  Stufe  des  Haupt- 
gebietes  gleich  n,  die  Klasse  der  Gröse  A  gleich  a,  die  der  Gröse  B  gleich  jL 
die  der  Gröse  0  gleich  y  u.  f.  w.,  und  bemerken  dies  für  alle  Satze  vorweg. 

164.  Erklärung.  Ein  rein  fortschreitendes  Äodelflach  heist 
das  Modelflach  mehrer  Grösen,  wenn  diefe  keiner  andern  als  der 
fortschreitenden  Flachung  unterliegen. 

Ein  rein  rüoks-ohreitendes  Modelflach  heist  das  Model- 
flach  mehrer  Grösen,  wenn  diefe  keiner  andern  als  der  rttckschreitendem 
Modlung  unterliegen.  Wenn  das  Gefammtflaoh  nullter  Stufe  ist,  üb 
kann  die  letzte  Modlung,  welche  dies  Gefammtflach  bildet,  nach  183 
fowohl  fortschreitend  wie  rückschreitend  fein. 

Beide  Arten  der  Flache  heisen  reine  Modelflache,  alle  andern 
gemischte. 

Beispielsweife  ist  das  Enflach  [ABCD-HJ]  ein  rein  fortschreitendes,  wenn 

das  Enflach  fAB],  ebenfo  das  Enflach  von  f AB]  mit  C,    das  Enflach  von  fABC] 

mit  D  jedes  fortschreitend  ist  u.  f.  w.,  endlich  auch  das  Enflach  von  f ABCD  •  •  -ET 
mit  J  fortschreitend   ist.    Dagegen   heist   das  Enflach  ein   rein   rückschreitende», 

wenn  das  Enflach  fAB],   ebenfo   das  Enflach   von  [AB]  mit  C,   das    von  fABC] 

mit  D  jedes   rückschreitend  ist   u.    f.    w.,    endlich  auch   das   von  f  ABCD  •  *  -H] 
mit   J   rückschreitend   ist.    Im  Hauptgebiete   dritter   Stufe   bildet   das    Dreiflaek 

8 

[ab(ac)(bc)]  ein  Beispiel  des  rein  riickschreitenden  Modelflaches. 

165.  Satz.     Wenn  ein  Enflach  mehrer  Grösen  [ABC--]  ein  rein  fort- 

schreitendes   ist,    fo    ist   das   der  Ergänzungen   [ABC-]    ein    reis 
rüokschreitendes  und  umgekehrt 

Beweis.     Nach  144  gilt  der  Satz  Air  zwei  Fache  oder  Faktoren, 

mithin  da  [AB]  ein   fortschreitendes  Flach  ist,    fo    ist  [AB]    ein  rück- 

schreitendes,  und  da  [ABC]  ein  fortschreitendes  ist,  fo  ist  [(AB)C]  eis 

n       

rückschreitendes,  aJfo  ist  [ABC]  ein  rein  rückschreitendes  u.  f.  w. 

166.  Satz.  Ein  Enflach  von  m  Grösen  A,  B,  C,«  •  «L,  M  ist  ein  reh 
fortschreitendes,  wenn  die  Summe  der  Klassen  diefer  Grösen  ebeafb 
gros  oder  kleiner  ist  als  die  Stufe  (n)  des  Hauptgebietes,  hingegen 
ein  rein  rückschreitendes,  wenn  jene  Summe  ebenfo  gros  oder  gros« 
ist  als  n(m  —  1),  ein  gemischtes,  wenn  jene  Summe  gröser  alin  ud 
kleiner  als  n(m  —  1)  ist 
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Beweis.    1.    Es  feien  a,/?,y*  •  •  die  Klassen  der  Grösen  A,B,C,-  •  •. 
Wenn  nun  a  +  ß-\-y  H —  .  +  Jl  -f  p  <  n  ist,  fo  ist  auch  a  +  ß  <  n, 

folglich  ist  das  Enflach  [AB]  (nach  133)  ein  fortschreitendes.     Ebenfo 

ist  a  +  /S  +  y<^  alfo  das  Enflach  der  zwei  Grösen  [AB]  und  C 
ein  fortschreitendes,  u.  f.  w.   Endlich  ist  auch  a+ß  +  y  -\ 4-^+^  <n, 

alfo  auch    das  Enflach  der   zwei  Grösen  [ABC---L]    und  M,    da   die 

Stufe    von    [ABC-  •  •  L]    (nach    146)    gleich    a  +  ß  +  y  H \-  X 

ist,   ein  fortschreitendes.     Ebenfo    folgt    das  Umgekehrte,    dass,    wenn 

[ABC*  •  -LM]  ein  rein  fortschreitendes  Flach  ist,  dann  auch  a-\-ß  +  y  -f  •  •  • 
+  ^  +  j»  <  b  fein  inuss. 

2.     Wenn  a  -f  ß  +,>  H f-  X  +  fi  _^ n(m  —  1)  ist,   fo  folgt: 

(n  — a)  +  (n  —  0)+  (n  —  y) +....+ (n  —  A)  +  (n  —  /w)<^n,  da 
m  die  Anzahl  der  Grösen  A,  B,  C,-««L,  M  ist.  Da  nun  n  —  a  die 
Klasse  der  Ergänzung  von  A,  d.  h.  die  Klasse  von  A  ist  u.  f.  w., 
fo  ist  das  flach 

[ABC..-LM] 

n 

nach  Beweis  1  ein  rein  fortschreitendes,  folglich  (nach  165)  [ABC*  •  LM] 
ein  rein  rQckschreitendes. 

Satz.  Die  Haste  eines  rein  fortschreitenden  Enflaohes  ist  0,  167. 
wenn  die  Summe  der  Klassen  feiner  Fache  oder  Faktoren  gleich 
der  Stufe  n  des  Hauptfebietes  ist,  in  jedem  andern  Falle  ist  die 
Klasse  jenes  Enflaohes  gleioh  der  Summe  der  Klassen  feiner  Fache 
oder  Faktoren.  Die  Klasse  eines  rein  ruckschreitenden  Enflaohes  ist 
=  tf  —  (m  —  l)n,  wenn  tf  die  Summe  der  Klassen  feiner  Fache  und 
m  die  Anzahl  diefer  Fache  ist. 

Beweis.     Für  zwei  Fache  oder  Faktoren    ist  der  Satz  bereits  in 

145  bewiefen.  Ist  nun  das  Enflach  [ABC-.-LM]  ein  rein  fort- 
schreitendes und    And  a,  /J,  y,-  •  -A^fi  die  Klassen  von  A,  B,  C-  •  «L,  M, 

fo   ist   die   von   f  AB]  =  a  +  0,    die   alfo    von    £ ABC]  =  a  +  ß  +  y 

u.  f.  w. ;  alfo  die  von  [ABC-  •  -L]  =  a  +  ß  +  y  -f-  •  •  •  +  ^  Ißt  nul1 
a  -f-  ß  +  f  +  •  •  •  +  A  +  fl  <  u,  fo  ist  nach  demfelben  Satze  (145)  die 

Klasse  von  [ABC-  •  -LM]  =  a  +  ß  -f-  f  +  •  •  •  +  ^  +  J*,  wenn  aber 
a  +  ß  -f-  f  +  •  •  •  +  %  +  j»  =  n  ist,  fo  ist  fie  nach  demfelben  Satze  null. 

Ist  zweitens  das  Modelflach  [ABC*«*LM]  ein  rein  rückschreitendes,  fo 
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11 
ist  nach  dem  angeführten  Satze  die  Klasse  von  [AB]  gleich  a  4-  ß  -  -  n- 

n  n 

alfo  die  von  [ABC]  gleich  a  +  ß  —  n,  alfo  die  von  [ABC]  gleich 
<*  +  ß  +  Y  —  ^n    u-  f-  w->    a^°    wenn  m  die  Anzahl    der  Fache  von 

[ABC-  •   LM]    ist,    die  Stufenzahl    diefes    Flaches  =  a  +  ß  -f  y  -f 

+  X  +  M  —  (m  —  l)n. 
168.  Satz.    Das  Gebiet  eines  rein  fortschreitenden  Enflaohes  ist  gleich 

dem  die  fämmtlichen  Fache  desfelben  verbindenden  Gebiete,  und  das 
Gebiet  eines  rein  rückschreitenden  Enflaches  ist  gleich  dem  für  die 
fämmtlichen  Fache  desfelben  gemeinschaftlichen  Gebiete,  fofern  in 
beiden  Fällen  das  Enflach  nicht  null  ist. 

Beweis.     1.     E9    fei  [AB ]    ein    rein    fortschreitendes    Flach 

und  A  =  [at  •  •  •  -aq],  B  =  [bt  •  •  -hr],  u.  f.  w.,  wo  a^  •  •  -aq,  b^  •  •  »br, 
u.  f.  w.  Grösen  erster  Klasse  find,  dann  ist  alfo 

[AB-  •  •]  =  [Oh  •  •  -aqKb,  •  •  •  -br) ....). 
In  dem  fortschreitenden  Flache  kann  man  nun  (nach  1 16)  die  Klammern 

weglassen  und  es  wird  der  letzte  Ausdruck  =  fo  •  •  «aqbi  •  •  «br-  •  •  •} 
Das  Gebiet  des  Enflaches  ist  alfo  nach  108  das  aus  den  einfachen 
Grösen  ai,***aq,  bi,-  •  «br,«  •  •  •  ableitbare  Gebiet  Ebenfo  ist  das 
Gebiet  von  A  das  aus  a,,«  •  *a<i  ableitbare  Gebiet  u.  f.  w.  und  nach  30 
ist  das  aus  den  Grösen  zweier  oder  mehrer  Gebiete  A,  B,  •  •  •  ableitbare 
Gebiet,    oder  die  Summe  diefer  Gebiete  das  diele  verbindende  Gebiet, 

alfo  ist  das  Gebiet  des  fortschreitenden  Flaches  [AB*  •  •]  das  die  Fache 
oder  Faktoren  A,  B,  •  •  •  verbindende  Gebiet. 

2.  Es  fei  [AB]  ein  rein  rückschreitendes  Enflach  ungleich  null, 
alfo  die  Summe  der  Stufenzahlen  a  und  ß  der  Fache  A  und  B  gröser 
als  n,  dann  haben  A  und  B  ein  Gebiet  a  +  ß  —  n  ter  Stufe  gemein ; 
aber  auch  kein  Gebiet  höherer  Stufe,  weil  fönst  (nach  158)  das  Flach 
null  fein  würde.  Alfo  lassen  lieh  A  und^B  auf  ein  gemeinschaftliches 
Fach  D  von  a  +  ß  —  nter  Stufe  von  der  Art  bringen,  dass  A  =  DF, 
B  =  DG  und  D,  F,  G  einfache  Grösen  find;  dann  ist  nach  156,t 

l  AB]  =  [DF(DGj]  =  [DFG .  D]. 

Hier  ist  [DFG]    eine  von  Null  verschiedene  Zahl,    alfo    ist  das  Gebiet 

von  [AB]  =  D  gleich  dem  den  Fachen  A  und  B  gemeinschaftlichen 
Gebiete.  Tritt  nun  noch  ein  Fach  C  hinzu,  fo  wird  ganz  in  gleicher 
Weife  das  Gebiet  von 
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[ABC]  =  fr)C]  =  E, 
wenn  E  das  dem  D  und  C  gemeinschaftliche  Gebiet  ist,  alfo  das  dem 
A,  B,  C  gemeinschaftliche  u.  f.  w. 

Satz.     In  einem  reinen  Enflache   kann  man  Klammern  beliebig  169. 
fetzen  nnd  weglassen,  d.  h.  es  ist 

[A(BC)]  =  [ABC], 

n 

wenn  [ABC]  ein  reines  Enflach  ist. 

Beweis.  1.  In  dem  rein  fortschreitenden  Flache  kann  man 
nach   116  die  Klammern  beliebig  fetzen  oder  weglassen. 

n 

2.     Wenn   das  Enflach  [ABC]    ein    rein    rückschreitendes  ist,    fo 

ist  nach  165  das  Enflach  [ABC]    ein  rein  fortschreitendes,    alfo  nach 
Beweis  1 

[A(BC)]  =  [lBC],, 
d.  h.  nach  151 

FA(BC)]  =  [ABC]. 
Satz.  Ein  reines  Enflach  verändert  feinen  Wert  nicht,  wenn  170. 
man  feine  Fache  in  lanter  Fache  erster  bezüglich  (n  —  l)ter  Klasse 
auflöft,  je  nachdem  das  gegebene  Enflach  fortschreitend  oder  rück- 
schreitend  war.  Das  fortschreitende  Enflach  bleibt  anch  in  Bezug  auf 
diefe  neuen  Fache  fortschreitend  und  ebenfo  das  rückschreitende  En- 
flach bleibt  auch  in  Bezug  auf  die  neuen  Fache  rückschreitend  oder 

Wenn     P  =  JAB-G] 

ein  reines  Enflach  der  Fache  A,  B, •    -G  ist,  und 

A  =  [a!... aq],  B  =  £aq+i ar]  u.  f.  w.,  G=Ja.+1 aj 

und  ai***at  Orösen  erster   oder  (n  —  l)ter  Klasse  find,  je  nachdem 

n 

das  Enflach  [AB  •  •  •  G]  ein  fortschreitendes   oder  rückschreitendes  ist, 
fo  ist  auch 

P  =  [a1aa...at] 
und  zwar  ist  auch  dies  Enflach  ein  rein  fortschreitendes  oder   rück- 

n 

schreitendes,  je  nachdem  das  gegebene  Enflach  [AB  •  •  •  G]  es  war. 

Beweis.  Es  fei  das  Enflach  [AB---G]  ein  rein  fortschreitendes, 
fo  ist  die  Summe  der  Klassen  von  A,  B,  -  •  «G,  d.  h.  t,  kleiner  als  n, 
fomit  bleibt  es  auch  nach  166  ein  rein    fortschreitendes  in  Bezug    auf 

die  Fache  '  at  •  •  •  •  at,  wenn  man  [ai  •  •  •  aq]  statt  A  fetzt  u.  f.  w.,  mitbin 
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kann  man  nach  169  die  Klammern  weglassen  und  erhält  P= Ja,  a2  •  •  •  •  aj. 

Wenn  aber  [AB-««G]  ein    rein  rückschreitendes  Enflach  ist,    fo  wird 

{AB-  •  -6]  nach  165  ein  rein  fortschreitendes,  und  wenn  A  =  [at  •  •  «aq] 
ist  u.  f.  w.,    und  84, a*    Grösen    (n  —  l)ter   Klasse  find,    fo    ist 

A  =  [ai--«aq]  u.  f.  w.,  wo  af-at  Grösen  erster  Klasse  find,  fomit 
nach  Beweis  1 

[AB... 5]=^ aj. 

Mithin  nach  151  auch 

tAB....G]  =  [a1-'-at], 
und  dies  nach  165  ein  rein  rückschreitendes  Enflach. 

171.  Sats.  Wenn  a,  ß-  •  •  Klassen  der  Fache  eines  reinen  Enflaches  P 
und  g>  die  Klasse  des  Enflaches,  ferner  S  die  Stufenzahl  des  ver- 
bindenden, y  die  des  gemeinschaftlichen  Gebietes  ist,  fo  ist 

1)  wenn  das  Enflach  P  ein  fortschreitendes  ist,  P  dann  und  nur 
dann  ein  von  Null  verschiedenes  Enflach  der  Klasse  <F,  wenn 

d  =  a  +  ß-i , 

2)  wenn  das  Enflach  P  ein  rückschreitendes  ist,  fo  ist  P  dann 
und  nur  dann  ein  von  Null  verschiedenes  Enflach  der  Klasse  y,  wenn 

y  r=  a  -f  ß  H (m  —  l)n  ist. 

Beweis.  1.  Wenn  das  Enflach  P  ein  fortschreitendes  ist,  fo 
kann  man  die  Fache  oder  Faktoren  nach  170  in  lauter  Fache  erster 
Klasse  auflöfen;    die  Anzahl    diefer  Fache  erster  Klasse   ist  nach    109 

gleich  a  +  ß  -\ ;    das  Flach   diefer  Fache   ist   nach    93    und    92 

dann  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  die  Fache  erster 
Klasse  gegenfeitig   frei    find,    d.  h.    nach   21    wenn   das    verbindende 

Gebiet  von  (a  +  ß  -\ )  ter  Stufe,  alfo  i  =  a  +  ß  -\ ist.     Dann 

ist  die  Klasse  des  Flaches  nach  109  =a  +  ß  -\ ,  d.  h.  =  d. 

2.  Wenn  das  Enflach  P  ein  rückschreitendes  ist,  fo  gilt  der 
Satz  zunächst  ftir  zwei  Fache.  Denn  nach  158  ist  P  dann  und  nur 
dann  von  Null  verschieden,  wenn  y  =  a  -f  ß  —  n,  und  nach  145  ist 
auch  (p  =  a  +  ß  —  n,  das  heist  g>  =  y.  Mithin  gilt  der  Satz  fllr 
zwei  Fache.  Durch  wiederholte  Anwendung  erhält  man  daraus  den 
Satz  ftlr  beliebig  viele  Fache. 

172.  Sats.  Ein  reines  Enflach  bleibt  (ich  felbst  deckend,  wenn  man 
die  Ordnung  der  Fache  oder  Faktoren  beliebig  ändert,  d.  h.  P^b^P^a- 

Beweis.  1.  Es  fei  zuerst  das  Enflach  [AB]  ein  fortschreitendes, 
fo  ist  nach  89 
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[AB]  =  (-  1)^[BA],  mithin  [AB]  =  [BA]. 

Sfei  dagegen  das  Enflach  [AB]  ein  rückschreitendes,  fo  ist  [AB]  nach 
165  ein  fortschreitendes  Enflach  und  da  n  —  a  und  n  —  ß  die  Klassen 
von  A  und  B  ßnd 

[AB]  =  (—  1)(—  «C—jfJfgA], 
folglich  nach  151 

[AB]  =  (— l)<n-«Xn-/»[BA],  mithin  auch  [AB]  =  jBA]. 

2.  Es  fei  ferner  das  Enflach  [PAB],  wo  A  und  B  zwei  auf 
einander  folgende  Fache  find,  ein  reines,  fo  ist 

[PAB]  =  [P(AB)]  (169) 

=  [P(BA)]  (nach  172,t) 

=  [PBA]  (169), 

mithin     [PAB]  =  [PBA]. 

3.  Indem  man  nun  zwei  auf  einander  folgende  Fache  vertauscht, 
fo  kann  man  nach  und  nach  jedes  Fach  auf  jede  beliebige  Stelle 
bringen,  alfo  den  Fachen  jede  beliebige  Ordnung  geben,  während  dabei 
nach  Beweis  2  das  Enflach  fich  deckend  bleibt. 

Satz.     Wenn    ein   reines    Enflach    zwei    Fache    enthält,    deren  173. 
Klasse  nicht  nullf  ist,  und  deren  eines  dem  andern  untergeordnet  ist, 
fo  ist  das  Enflach  null,  oder 

Es  ist  Pa,b  =  0,  wenn  P  reines  Enflach  und  von  den  Grösen 
A  und  B  eine  der  andern  untergeordnet  ist. 

Beweis.  1.  Seien  von  den  Grösen  A  und  B  die  eine  der 
andern  untergeordnet,  etwa  B  dem  A,    fo  ist  B    das  gemeinschaftliche 

n 

Gebiet    und  A    das  verbindende,    alfo  ist  das  Enflach    [AB]  =  0,    da 
die  Stufe  von  B  ;>  0,  und  die  von  A  «<  n  ist  nach  158 

2.  Wenn  nun  das  Enflach  Pa,b  zwei  Fache  A  und  B  enthält, 
deren  eines  dem  andern  untergeordnet  ist,  fo  kann  man  nach  172  die 
Fache  oder  Faktoren  fo  ordnen,  dass  A  und  B  auf  einander  folgen, 
wobei  das  Flach  (ich  felbst  deckend  bleibt.  Dann  kann  man  nach  169 
fliefe  beiden  Fache  in  eine  Klammer  schliesen.  Ihr  Enflach  ist  null 
nach  Beweis  1,  mithin  ist  ein  Fach  oder  Faktor  von  P  null,  alfo  auch 
P  felbst  null. 

Satz.    Ein   gemischtes   Enflach   dreier  Grösen  [ABC]   ist   dann  174. 

n 

und   nur   dann  null,   wenn   entweder  [AB]  =  0   ist,   oder   alle  drei 
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Grösen  A,  B,  C  von  einem  Gebiete  von  niederer  als  nter  Stufe  um- 

fesst  werden,  oder  ein  Gebiet  von  höherer  als  Oter  Stufe  gemein 
haben. 

Beweis.     Es  fei    nach  166  a  -f-  ß  -f  y  >  n  und  <  2n.     Ferner 

fei  l AB]  £  0,  und  fei  zuerst  a  -f  ß  >  n  etwa  t=  n  +  £ ,  fo  lassen  fich 
nach  135  A  und  B  auf  ein  gemeinschaftliches  Fach  £  ter  Stufe  Z 
bringen,  fo  dass  A  =  ZA',  B  =  ZB'  ist;  dann  ist 

\  AB]  =  [Z  A'B'Z]  ( 1 56,! ), 

mithin  da  [AB]  nach  der  Annahme  £  0  ist,  fo  muss  auch  [ZA'B'J  £  0 
fein.     Dann  ist 

?ABC]  =  [ZA'B'(ZC)] 

alfo,    da    [ZA'B']  eine    von  Null  verschiedene  Zahl  ist,   fo    ist    [ABC] 

n  .  n 

dann  und  nur  dann  null,  wenn  [ZC]  es  ist.  Die  Stufe  von  [ZC]  aber 
ist  =  f  +  y  =  a  -f  ß  —  n  +  y,    alfo    <  n,    da    a  +  ß  +  y<2n   ist. 

n 

Alfo  ist  das  Enflach  [ZC]  Dach  158  dann  und  nur  dann  null,  wenn 
Z  und  C  ein  Fach  von  höherer  als  nullter  Stufe  gemein  haben,  d.  h. 
(da  Z  das  gemeinsame  Fach  von  A  und  B  ist)  wenn  A,  B  und  C  ein 
Gebiet  von  höherer  als  nullter  Stufe  gemein  hahen. 

Es  fei  zweitens  a  +  ß  <^  n,  fo  ist  [AB]  ein  fortschreitendes  Eutlach, 

mithin,  da  [AB]  nach  der  Annahme  £  0  ist,   das  Enflach  [ABC]  nach 

n 

158  dann  und  nur  dann  null,    wenn  [AB]   und  C,    d.  h.  A,  B  und  C, 
von  einem  Gebiete  niederer  als  nter  Stufe  umfasst  werden.     Der  Satz 
ist  hiermit  bewiefen. 
175.  Satz.     Die  Ordnung,  in  welcher  man  mit  zwei  einfachen  Grösen, 

deren  eine  der  andern  untergeordnet  ist,  fortschreitend  modelt,  ist 
gleichgültig  für  das  Ergebnis«,  d.  h. 

[ABC]  —  [ACB],  wo  B  dem  C,  bez.  C  dem  B  untergeordnet  ist 

Beweis.     Wenn  B    von    nullter    Stufe,    d.    h.    eine  Zahl    ist,    fo 

findet  nach  4  die  Gleichheit   beider  Seiten  statt.     Wenn    die  Euflache 

nicht  gemischt  find,  fo  find  beide  Seiten  nach  173  null,  mithin  ist  der 

n 

Satz  nur  noch  zu  erweifen  für  den  Fall,  dass  das  Enflach  [ABC] 
gemischt  ist  und  zugleich  B  von  höherer  als  nullter  Stufe  ist.  Es  ist 
für  dielen  Fall  a  +  ß  +  /  i>  n  und  <■  2n,  durch  ß  von  Null  ver- 
schieden und  zugleich  ß  <-.  y,  da  B  dem  C  untergeordnet.  Wir 
nehmen  zunächst  an,    A  fei  eine  einfache  Gröse;    dann    find  nur  drei 
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Fälle  möglich :  entweder  es  ist  a  -\-  y  <C  n,  oder  es  ist  a  -\-  y  J>  n 
und  dabei  a  +  j?<n,  oder  es  ist  a  -f-  ß  >  n. 

a.  Es  fei  zunächst  a  -f  y  <  n,  fo  werden  die  drei  Grösen  A,  B,  C 
von  einem  Gebiete  a  -f-  yter  Stufe,  alfo  von  einem  Gebiete  von  niederer 
als  n  ter  Stufe  umfasst,  da  B  dem  C  untergeordnet  ist,  fomit  find  nach 

173  fowohl  [ABC]  als  [ACB]  null,  alfo 

[ABC]  =  [ACB]. 

b.  Sei  demnächst  a  -f  y  ^  n  und  a  +  ß  <  n,  ersteres  etwa  =  n  -f  £ , 
wo  f  auch  null  fein  kann,  fo  müssen  nach  135  Ach  A  und  C  auf 
ein    gemeinschaftliches  Fach  Z    von  J  ter  Stufe   bringen    lassen    in  der 

Art,  dass  C=[ZC]  ist,  wo  Z  und  C  einfache  Grösen  find  und  Z 
dem  A  untergeordnet  ist.  Dann  ist  C  von  (y  —  f)ter  Stufe,  alfo  die 
Summe,  der  Klagen  von  A  und  C  gleich  a  +  Y  —  C  =  ni  a^°  ^ 
nach    157 

[AC]  =  [A(ZC  ]  =  [AC'Z],  mithin 

[ACB]  =  [AC'(ZB)] 

n 

Das  Entlach  [ZB]  Ist  hier  ein  fortschreitendes ;  denn  es  ist  f  -f  ß 
=  a4-?+y  —  n  <  n,    da  ja  das  Enflach  ein  gemischtes    fein  follte. 

D 

Sei  nun  zunächst  [ZB]  null,  fo  haben  nach  158  Z  und  B  ein 
Gebiet  von  höherer  als  nullter  Stufe  gemein,  dann  haben  aber  auch, 
da  Z  dem  A  untergeordnet    ist,    A    und  B    dies   Gebiet    gemein;    das 

Enflach  [AB]  ist  aber,  da  a  -r  ß  <-  n  ist,  ein  fortschreitendes,  alfo  ist 

n  n 

es  nach  158  null,  mithin  ist  auch  [ABC]  =  0,  ebenfo  wie  [ACB],  und 
folglich  beide  einander  gleich. 

n 

Sei  dagegen  [ZB]  £  0,    fo  ist,    da  Z    und  B    beide  dem  C    unter- 

n 

geordnet  And,  auch  ihr  verbindendes  Gebiet  [ZB]   dem  Gebiete  von  C 

n 

untergeordnet,  alfo  kann  C  nach  117  in  der  Form  [ZBF]  dargestellt 
werden,  wo  F  wieder  eine  einfache  TSröse  ist.  Dann  wird,  da  wir 
oben  C  =  ZC  fetzten,  C  =  BF  gefetzt  werden  können,  und  man  erhält: 

[ACB]  =  [AC'(ZB)]  ==  [ABF(ZB)]. 
Ferner    ist    aber    auch,    da  Z    dem    A    untergeordnet,    alfo    auch 

[ZB]  dem  [AB]  untergeordnet  und  [ABF]  =  [AC]  von  nullter  Klasse 
ist,  wie  dies  oben  bewiefen,  auch : 

[ABC]  =  [AB(ZBF)]==[ABF(ZB)]  (nach  157). 
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Mithin  ist  |[ACB]  =  £aBC]. 

c.  Sei  endlich  a  -f  ß7> n,  fo  find,  da ß^y,  auch  (n — o)  +  (n — ß) 
und  (n  —  d)  -f  (n  —  /)<  n,  alfo  dann,  da  n  —  o,  n  —  ß,  n  —  y  die 
Klassen  der  Ergänzungen  von  A,  B,  C  find, 

[ABC]  =  [ACB]  (nach  175,,) 

alfo  nach  151 

[ABC]  =  [ACB]. 
Alfo  ist  der  Satz  bewiefen,  ibfern  A  eine  einfache  Gröse  ist 

d.  Sei  endlich  A  eine  zufammengefetzte  Gröse,  fo  ist  fie  immer  nach 
108  eine  Vielfachenfumme  von  einfachen  Grösen.  Es  fei  A  =  SoaAÄ, 
wo  alle  Aa  einfache  Größen  find,  fo  ist 

[ABC]  =  Sa«[AaBC]  (73) 

=  Soa[AaCB]  (nach  175*) 

=  [ACB]  (73). 

176.  Satz.    Wenn  A,  B,  C    drei    einfache  Grösen   find,   fo   find    die 

Enflache  [ABC]  nnd  [ACB]  nnr  in  folgenden  Fällen  deckend  oder  et  ist 

[ABC]  =  [ACB],  nnr  dann, 

a)  wenn  a  -f  ß  -f  Y  <  a  ist,  dann  ist 

£aBC]  =  (— l^ACB], 

b)  wenn  a  +  ß  -f  y  ^  2n  ist,  dann  ist 

[ABC]  =  (—  l)<»-/»x*->ofAGB], 

c)  wenn  [ABC]  ein  gemischtes  Enflaeh  ist  nnd  A,  B  und  C 
entweder  ein  Gebiet  von  höherer  als  nnllter  Stufe  gemein 
haben  oder  von  einem  Gebiete  von  niederer  als  nter  Stuft 
nmfas8t  werden;  dann  ist 

£aBC]  =  [ACB]  =  0, 

d)  wenn  [AB]  nnd  [AC]  null  find,  dann  ist 

[ABC]  =  [ACB]  =  0, 

e)  wenn  a  -f  ß  +  y  =  n  +  t  ist  nnd  B  nnd  C  entweder  ein 
Gebiet  von  tter  Stnfe  gemein  haben  oder  von  einem  'Gebiete  tter  Stufe 
nmfasst  werden;  dann  ist 

[ABC]  =  (—  1)^  "  m  ~  °[  ACB], 

f)  wenn  B  dem  C  untergeordnet  ist;  dann  ist 

[ABC]  =  [ACB]. 
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Beweis,     a.    Die  erste  Formel  ist  in  89  bewiefen. 

b.  Wenn  a  +  ß  +  y  >  2n  ist,  fo  ist  (n  —  d)  +  (n  —  ß) 
+  (n  —  y)  <£  n,  folglich,  da  n  —  a,  n  —  j£,  n  —  y  die  Klassen  der 
Ergänzungen  von  A,  B,  C  find,  fo  ist  in  diefem  Falle 

[ABC]  =  (-  1)0»- j^-ri[ACB]  (nach  176,») 

Alfo  nach  151 

\  ABC]  =  (—  l)(*-iSXu-r)j;ACB]. 
Da  in  beiden  Fällen  a  +  ß  -f  y    entweder  <  n  oder  J>  2n  war, 
fo  bleibt  nur  der  Fall  übrig,    wo  a  +  £  +  y  >  n  und  <  2n  ist,    alfo 
der  Fall  des  gemischten  Enflachs. 

n 

c.  Angenommen    zuerst  [ABC]  fei  null.     Ein    gemischtes  Enflach 

n  ii 

[ABC]  ist  nach  174  dann  und  nur  dann  null,  wenn  entweder  [AB]  =  0 
ist,  oder  alle  drei  Grösen  A,  B,  C  von  einem  Gebiete  niederer  als 
nter  Stufe  umfasst  werden,  oder  ein  Gebiet  von  höherer  als  nullter 
Stufe  gemein  haben.     Tritt    einer    der    beiden  letzten  Fälle  ein,    fo  ist 

fowohl  [ABC]  als  [ACB]  null,  und  alfo  [ABC]  =  [ACB]  =  0,  fomit 
Formel  (c)  bewiefen. 

d.  Wenn  [AB]  =  0  ist.     Wenn  hier  [ABC]  mit  [ACB]  deckend 

n 

fein  foll,  fo  muss  auch  [ACB]  null  fein,  dies  kann  aber,  da  die  beiden 
Fälle    der  Formel  c    ausgeschlossen    find,    nicht  anders    geschehen    als 

n 

wenn  auch  [AC]  null  ist,  und  es  tritt  alfo  dann  der  Fall  (d)  ein.  Es 
bleiben  alfo  nur  noch  die  Fälle  des  von  Null  verschiedenen  gemischten 
Enflache8  übrig. 

e.  Daa  +  ^  +  y>n  un&  <  2n  ist,  fo  können  wir  a  +  ß  +  y 
=  n  -|-  t  fetzen,  wo  t  >  0  und  <I  n  ist.  Nun  find  hier  wie  in  175 
drei  Fälle  zu  unterscheiden.     Erstens  der,  wo  die  Summen  a  +  ß  und 

n  n 

«  +  y  beide  kleiner  als  n  find.  Dann  ist,  da  [AB]  und  [AC]  dann 
von  Null  verschiedene  fortschreitende  Enflache  find,  a  +  ß  die  Klasse 

n  n  n 

von  [AB]  und  a  +  y  die  von  [AC].  Dann  haben  [AB]  und  C  nach  31 
ein  Fach  oder  einen  Faktor  von  a  +  ß  ~h  y  — ■  nter,  d.  h.  tter  Klasse 

n 

gemein.     Diefer    fei    Z,    und    fei    C  =  [ZC],    fo    ist    die   Summe    der 
Klassen  von  A,  B,  C  gleich  n,  alfo  [ABC]  eine  Zahl,  und  Z  ist  dem 
[AB]  untergeordnet.     Mithin  ist  dann  nach  157 
[ABC]  =  [  AB(ZC0]  =  [ABC .  Z]  ==  Z. 

R.  Oraasmann,  Ausdehnungalehre.  6 
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Mithin  muss,    wenn  [ABC]  =  [ACB]  fein  foll,    auch   [ACB]  =  Z    fein, 

n 

d.  h.  [AC]  und  B  müssen  Ach  auf  ein  mit  Z  deckendes  gemeinschaft- 
liches Fach  bringen  lassen,  d.  h.  auf  das  Fach  Z  felbst;  mithin  muss 
Z  dem  B  untergeordnet  fein,  es  war  aber  auch  dem  C  untergeordnet, 
d.  h.  B  und  C  lassen  fich  auf  das  gemeinschaftliche  Fach  tter  Klasse  Z 
bringen,    oder    f\e    haben    ein    Gebiet    tter    Stufe    gemein.      Es    fei 

B=[ZF],  fo  ist 

[ABC]  =  [  AB(ZC')]  =  [  ABC'Z]  (157) 

=  [A(ZFjC/Z]  =  [AZFC'Z]  (169) 

[ACB]  =  [AC(ZFj]  =  [ACFZ]  (157) 

=  [A(ZC')FZ]  =  [AZC'F-Z]  (169). 

Da  nun  C  =  [ZC]  war,  fo  ist  C  von  (y  —  t)  ter  Klasse,  und  da 

B  =  [ZF]  war,  fo  ist  F  von  (0  — ■  t)  ter  Klasse,  mithin 

[AZFC'Z]  =  (—  l^-^'-^AZC'FZ]  (89), 

alfo 

[ABC]  =  (-l)(^-t)(,'-t)[ACB],. 
d.  h.  es  ergiebt  fich  der  erste  Teil  der  Formel  e. 

Seien  hingegen  die  beiden  Summen  a  -\-  ß  und  a  +  y  groser 
als  n,  fo  find  die  Summen  (n  —  a)  +  (n  —  ß)  und  (n  —  a)  +  (n  —  y) 
kleiner  als  u,  und  (n  —  et)  -f  (n  —  ß)  f-  (n  -—  y)  =  n  +  (n  —  t). 
Folglich  find  in  diefem  Falle    (nach    dem    ersten  Teile    der  Formel  e) 

die  Enflache  [ABC]  und  [ACB]  nur  dann  einander  deckend,  wenn 
fich  B  und  C  auf   ein    gemeinschaftliches  Fach    von  (n  —  t)  ter  Klasse 

bringen  lassen.  Diefes  fei  Z  und  fei  B="[ZF],  C=n[ZC'],  fo  ist 
(nach  dem  ersten  Teile  von  e) 

[ABC]  =  (-  l)Ct-/*xt-r)[ÄCB]. 
Aber  nach  147  ist  dann 
B  — [ZF],  C  =  [ZC] 

[ABC]  =  (—  1  )(l  -  /»et  - ;')[ ACB]  =  (  -  1) V  -  W  - t}[  ACB], 
d.  h.  es  ist    der  zweite  Teil  der  Formel    (e)  bewiefen,    auch    werden 

■n 

dann  B  und  C  beide  (da  das  Flach  B  =  [ZF]  ist  und  zugleich  B  von 
geringerer  Stufe  als  Z  ist,  mithin  als  rückschreitendes  Enflach  erscheint, 
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n 

und  ebenfo  C  =  [ZC],  und  alfo  B  und  C  beide  dem  Z  untergeordnet 
find)  von  dem  Gebiete  Z  umfasst. 

f.  Es  bleibt  fomit  nur  noch  der  Fall  übrig,  wo  von  den  Summen 
a  +  ß  und  a  +  y  die  eine,  etwa  die  erstere,  ebenfo  gros  oder  kleiner, 
die  andere  ebenfo  gros  oder  gröser  als  n  ist.    Dann  lassen  fich  nach  31 

n 

[AB]  und  C  auf  ein  gemeinschaftliches  Fach  a  +  ß  +  Y  —  nter,  d.  h. 

n 

tter  Klasse  bringen.  Diefes  fei  Z,  und  fei  C  =  [ZC'J  (wo  C  von 
nullter  Klasse,  wenn  a  +  ß  =  n  is0>  f°-  wird 

[ABC]  =  [  AB(ZC)]  =  [ABC'Z]  (157). 

Ferner    fei  a  +  y  =  n  +  u>    fo    baben  A    und  C    ein    Fach  von 

n 

u  ter  Klasse  gemein,  diefes  fei  F,  und  fei  C  =  [FG],  fo  ist 

[AC]  --=  [A(FG)]  =  [AGF]  (157). 

Alfo 

[ACB]  =  [AGFB]  =  [AG(BF)]. 

Soll    alfo    [ABC]  =  [ACB]    fein,    fo  muss,    da  [ABC]    und  [AG] 

n 

von  Null  verschiedene  Zahlen  find,  Z  =  [BF]  fein,  d.  h.  es  muss  B 
dem  Z  untergeordnet  fein,  aber  auch  Z  ist  dem  C  untergeordnet,  mit- 
hin auch  B  dem  C.  Dies  aber  ist  die  Bedingung  der  Formel  (f)  und 
nach  175  ist  dann 

[ABC]  ==  [ACB]. 
Der  Satz  ist  mithin  vollständig  in  allen  Teilen  bewiefen. 

Satz.     Wenn   A,  B,  C    drei   einfache  Grösen    find,   fo    find    die  17?» 

Enflache  [BAC]  und  [B(AC)]  nur  in  folgenden  Fällen  deckend,  d.  h. 
es  ist 

[BAC]  =  [B(AC)]  nur  dann, 
a.  b.  wenn  beide  Enflache  reine  find,  d.  h.  wenn  a  +  ß  +  y  <  n 

oder  >  2n,  dann  ist  [BAC]  =  [B(AC)J, 

cd.  wenn  [AB]  und  [AC]  null  find,  oder  wenn  [BAC]  ein 
gemischtes  Modelflach  ist  und  A,  B  und  C  entweder  ein  Gebiet  von 
höherer  als  nullter  Stufe  gemein  haben  oder  von  einem  niederen 
Gebiete  als  nter  Stufe  umfasst  werden,  fo  ist 

[BAC]  =  [B(AC)]  =  0, 
e.  wenn  a  +  0-+-y  =  n  +  t  und  B  und  C  entweder  ein  Gebiet 

6* 
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von  tter  Stufe  gemein  haben,  oder  von  einem  Gebiete  tter  Stufe 
umfasst  werden,  fo  ist,  fofern  a  -f  ß  und  a  +  y  <  n  lind, 

[BAC]  =  (—  1)<*[B(AC)], 
fofern  dagegen  a  -f  ß  und  a  +  y  >  n  find,  fo  ist 

[BAC]  =  (-  l)fr-«)0»-O[B(A0)]f 
f.  wenn  B  und  C  eine  der  andern  untergeordnet  ist,  fo  ist,  fofern 

a  +  ß  <.  n  und  a  +  y  ^>  n  ist, 

[BAC]  =  (— l^-^CBCAC)],  ferner 
fofern  a  +  £  >  *  nnd  a  -f  /  <  n  i»*» 

[BAC]  =  (—  lj<n-/*>>'[B(AC)],  ferner 
fofern   zugleich    a  +  ß   und    a  -f  y  ;>  n   oder   zugleich   a  +  ß    und 
rx  +  y  <  n  find, 

[BAC]  =  [B(AC)]  =  0. 
Beweis.     Es  ist  in  allen  diefen  Fällen 

[BAC]  =  [ABC]  (nach  89) 

=  [ACB]  (nach  175) 

=  [B(AC)]  (nach  89). 

Die  Formel  a.  und  b.  folgt  unmittelbar  aus  169.     Die  Formel  c.  und  d. 

folgt  unmittelbar,  da  [AC]  =  0  ist  und  da  tB A]  =  +  [ AB]  ==  0  ist 
u.  s.  w.,  siehe  176. 

173.  Satz.    Ein  Enflach    nullter   Klasse  bleibt   fich   felbst   deckend, 

wenn  man  die  Ordnung  aller  feiner  Fache  umkehrt,  oder  die  letzten 
Fache  in  beliebiger  Anzahl  mit  umgekehrter  Ordnung  in  Klammern 
schliest,  d.  h. 

[AtA2.  •  •  .An-iAn^JA^Aa-!.  •  •  -(A^))] 

=  [A,  - . . A._r_!  •  (An(An^1  •  • .  An_P))]- 
Beweis.     Wir  fetzen 

fAtA,--.^.,]«?, 
dann  ist 

[At Aa .  •  •  •  An  _  XA„]  =  [PAn  _  tAn]. 

Da  das  Enflach  von  nullter  Klasse  fein  foll,    Fo  muss  die  Summe 

der  Klassen    von    P,  An_j,  An  nach  146  durch   n  teilbar    fein,    alfo, 

da  die  einzelnen  Klassen  >  0  und  «<  n  find,    entweder  gleich  n  oder 

gleich    2n    fein;    im    erstem    Falle    ist    das  Enflach    der    drei    Gröseu 
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P,  An_x,  An  ein  rein  fortschreitendes,  im  letztem  ein  rein  rück 
schreitendes,  in  beiden  alfo  ein  reines,  fomit  nacli  177 

[PAn  _  XA„]  =  [P  •  (Aa  An  _  ,)], 
oder 

n  n 

[AtA2-  •  •  •An_1AB]^[A1-  •  -An-vCAnAn«!)]. 

Betrachten  wir  diefen  Ausdruck  als  ein  Enflach  der  drei  Grösen 
[A|-  •  «An^s],  An_a  und  [AnAn_i],  fo  erhalten  wir  auf  gleiche  Weife 

n  n 

[Ar  •  •  An_3.An_2-AnAn_1]  =  [A1.  •  -An^s-CAnCAn^iAn-a))]. 

Wendet  man  dies  Verfahren  rmal  an,  fo  erhält  man 

[Ai AJssjAt Att^r^i-CAnCAa^i-  •  -An_r))], 

d.  h.  das  Enflach  bleibt  fich  felbst  deckend,  wenn  man  die  letzten 
Fache  in  beliebiger  Anzahl  (r)  mit  umgekehrter  Ordnung  in  Klammern 
schliest.     Hiernach  wird  nun  auch 

tM*. . .  .A.l  —  fA^CA.CA..!.  • .  -A,))], 
fomit  nach  89 

sfA,(Aa.1...(A1AI))], 
alfo  ist  auch  der  erste  Teil  des  Satzes  bewiefen. 

12.    Die  Zurückleitung  auf  ein  niederes  Gebiet. 

Erklärung.    Wenn  C    im  Hauptgebiete   nter  Stufe    eine  Viel-  179. 
fachenJfumme  der  Geschiedsflaohe    (multiplikativen  Komplexionen)    zu 
irgend  einer  Klasse,    A^'-Au,  aus  den   n  freien  Grösen    erster   bez. 
(n  —  l)ter  Klasse,  alf-**an  ist,  d.  h.  wenn 

C  =  c^Ai  +  a2Aa  H h  «uAu 

und  wenn  CL  die  entsprechende  Vielfachenfumme  der  Geschiedsflaohe 
su  derfelben  Klasse  Ar* -Ar  aus  m  derfelben  freien  Grösen,  etwa 
aus  aly-  •  -am  ist,  d.  h.  wenn 

Ct  =  at At  +  a2Aa  -\ p  CrAr, 

fo    heist    Ct    die   Zurückleitung;   der   Gröse    C    auf    das    Gebiet 

[ax-  *  -am]  nnter  Ausschluss  des  Gebietes  [am  +  i-  •  *an]. 

Die  Zurückleitung  heist  eine  fortschreitende,  wenn  die 
Grösen  a^—an  erster  Klasse,  fie  heist  eine  rückschreitende, 
wenn  die  Grösen  a^—an  Grösen  (n  —  l)ter  Klasse  And. 

Die  Zurückleitungen  mehrer  Grösen  heisen  in  demfelben  Sinne 
genommen,  wenn  fie  auf  dasfelbe  Gebiet  und  nnter  Ausschluss  des- 
felben  Gebietes  zurückgeleitet  find. 
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Als  Beispiel  für  diefe  Zurückleitungen  nehmen  wir  den  Raum,  der,  wie 
wir  fahen,  wenn  wir  von  Punkten  ausgehen,  ein  Hauptgebiet  vierter  Stufe  ist 
Es  feien  a,  b,  c,  d  vier  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Stufe,   d.  h.  vier  nicht  in 

4  4,4 

ein   und    derfelben  Ebene   liegende    Punkte,   fo   ist  Ck  =:  [bc]  -\-  [ca]  -J-  [ab]    die 

4  4  4  4  4  4 

fortschreitende   £urückleitung   von    C  =  [bc]  +  [ca]  -+-  [ab]  +  [ad]  +  [bd]  +  [cd] 

4 
auf  das  Gebiet   oder   auf  die  Ebene   [abc],    unter   Ausschluss   des    Gebietes    d. 

4  4  4  4 

Bezeichnen  wir  ferner  [bed]  mit  a',  [cad]  mit  b',  [abd]  mit  c'  und  [acb]  mit  d'* 
fo  find  a',  b',  c',  d'  Grösen  (n-l)ter  Stufe,   da  n  =  4  ist  und  feUen  wir  noch 

4  4  4  4  4  4  4  44  4 

[abcd]=l,  foist  [b'c']=[cad.abd]=[abcd][ad]=[ad],  [cV]=[bd],  [a'b']:=[cd} 

4  4  4  4  4  4 

[a'd']  =  Cbc],  [b'd']  =  [ca],  [c'd']  =  [ab],  und  es  wird   . 

4  4  4  4  4  4 

C  ==  [a'd']  +  Ib'd']  +  [c'd']  -f  [bV]  +  [c'a']  +  [a'b']. 
Dann  wird,  wenn 

C  =  [b'c']  +  [cV]  +  [a'b'] 

.  4 

ist,  C  die   rückschreitende  Zurückleitung   von  C  auf  das  Gebiet  [a'Ü'c'],    unter 

4  4 

Ausschluss    des    Gebietes    d',    fein,     d.    h.,    da    [a'b'c']  =  [cd  *abd]  ~  d,     und 

4 

d'  =  [abc]  ist,  dann  ist  C  die  Zunickleitung  von  C  auf  das  Gebiet  d,  unter  Aus- 
schluss des  Gebietes  [abc],  d.  h.  es  ist  C  im  Räume  die  Zurückleitung  einer  Linie  auf 
einen  Punkt  als  rückschreitende  Zurückleitung.  Die  Zurücklcitung  felbst  ist  in 
der  Raumlehre  gleichbedeutend  mit  der  Beschattung  oder  Projektion  im  weitesten 
und  eigen!  lichsten  Sinne  des  Wortes. 

180.  Satz.    Wenn  die  Stufe   m    des  Gebietes,   auf  welches    zurück« 

geleitet  wird,  gröser  ist,  als  die  Klasse  p .  der  zurückgeleiteten  Gröse, 
fo  ist  die  Znrückleitnng  fortschreitend,  wenn  dagegen  die  entere 
Stufe  m  kleiner  ist  als  p,  fo  ist  die  Zurückleitung  ruckschreitend; 
wenn  die  Stufe  und  die  Klasse  gleich  find,  fo  kann  die  Zurüokleitung 
fowohl  fortschreitend  als  rückschreitend  fein. 

Beweis.  Es  feien  aA  •  •  •  -an  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Klasse 
und  feien  Aj,-  •  «Au  die  Geschiedsflache  aus  ax-  •  -an  zur  pten  Klasse, 
und  A,,-  •  •  Ar  die  Geschiedsflache  zur  pten  Klasse  aus  aj  •  •  -am  und  fa 

C  ==  c^At  H \-  Oa Au 

Gt  =  ax  At  -f- ...  -f-  arAr, 
alfo   nach  179    fei  Ct    die    fortschreitende  ZurUckleitung  der  Gröse  C 

n  '  n 

auf  das  Gebiet  [aj  •  •  •  am],  unter  Ausschluss  des  Gebietes  [am  + 1  •  •  •  a*], 
fo  würde  es,  wenn  m  <.  p  wäre,  gar  keine  Geschiedsflache  aus 
ax  •  •  •  am  zur  p  ten  Klasse  geben,  alfo  t  auch  keine  fortschreitende 
Zurückleitung.     Es    muss    alfo    für   die    fortschreitende   Zurückleitu&g 
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m  =  P  fe*n>  d.  h.  es  muss  die  Stufe  des  Gebietes,  auf  welches  zurück- 
geleitet wird,  ebenfo  gros  oder  gröser    fein  als  die  Klasse  der  zurück 
geleiteten  Gröse. 

Macht  man  diefelben  Annahmen  wie  vorher,  mit  dem  einzigen 
Unterschiede,  dass  at,***aii  in  dem  Hauptgebiete  nter  Stufe  Grösen 
(n — l)ter  Klasse  find,  fo  ist  die  Zurückleitung  eine  rückschreitende; 
und  auch  hier  muss,    aus  gleichem  Grunde  wie   vorher,    m  J>  p    fein, 

n 

Aber  hier  ist  nach  130  die  Stufenzahl  von  [aj-'-am]  gleich  n  —  m 
und  die  von  C  gleich  n  —  p,  fomit  muss,  da  m>p  ist,  auch 
n  —  m  ;<_  n  —  p  fein,  d.  h.  die  Stufe  des  Gebietes,  auf  welches 
zurtickgeleitet  wird,  wird  ebenfo  gros  oder  kleiner  als  die  Klasse  der 
zurückgeleiteten  Gröse,  d.  h.  es  gilt  der  Satz. 

Satz.    Die   Zurückleitung  A'    einer  Gröse  A   auf  ein  Gebiet  B,  181. 
nnter  Ausschluss  des  Gebietes  C,  ist 

A/  _  [?(^tf   md  eg  .gt  A,  _  fB(AC)^  wenn  ^BCj  _  x  ht 

[BC] 

Beweis.  Es  feien  a^—an  n  gegen  Peitig  freie  Grösen  erster  oder 
(n  —  l)ter  Klasse,  und  At  •  •  -Au  die  Geschiedsflache  aus  at  •  •  -an, 
und  A,  •  •  •  Ar  die    aus  ai  •  •  «am  und  A  =  atA,  +  •  — f-  ctuAu,    mithin 

n  n 

A'  =  ctiAi  -\ f-  arAr,  und  fei  [ai  •  •  -am]  =  B,  [am_j_  x an]  =  C, 

fo  ist 

[AC]  =  [(^Aj  H +  (XrAr  +  «r+  iAr  + 1  H h  ffuAtt)C];  aber 

da  Aj,«  •  -Ar  die  Geschiedsflache  aus  at  •  •  *am  find,  und  da  Ar  +  i,«  •  •  Au 
diejenigen  Geschiedsflache  aus  a^-^an  find,  welche  nicht  zugleich 
Geschiedsflache  aus  at  •  •  -am  find,  fo  muss  jede  der  Grösen  Ar  + l5 •  •  •  Au 
mindestens  eins  der  Fache    oder  Faktoren  am^.i*-*an   enthalten,    alfo 

n 

mindestens  ein  Fach  mit  C  =  [am  +  i«  •  -an]  gemein  haben.     Die  Flache 

[Ar+  XC],-  •  -tAttC]  find  aber  in  Bezug  auf  die  Fache  a^-an  nach 
164  reine,  mithin  null,  da  fie  gleiche  Fache  oder  Faktoren  enthalten, 
alfo  wird 

[AC]  =  [(^Ai  +  •  •  •  +  arAr)C]  =  a^AjC]  +  . . .  +  ar[ArC]. 
Alfo  ist 

[B(AC)]  =  o^Afi))  +  •  •  •  +  ar[B(ArC)].       * 
Da  nun   jede  der  Grösen  Al9---;Ar    aus. Fachen    oder  Faktoren 
besteht,  die  in  B  enthalten  find,    fo    ist  jede   derfelben    dem  B  unter- 
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geordnet,    folglich,    da  auch  die  Summe    der  Klassen  von  B    und  C  n 

n 

beträgt,  fo  ist  [BG]  eine  Zahl  und  ist  nach  157 

[BCA.C)]  =  fBCAJ],.  •  • .,  [B(ArC)]  =  [BCAr], 
alfo 

[B(AC)]  =  [BCfoA!  H +  arAr)]  =  [BCA']. 

n 

Alfo,  da  [BC]  eine  Zahl  ist,  fo  ist  nach  4 
gB(AC)] 

A    — . 

[BC] 

182.  Satz.  Jede  Gleichung,  deren  Glieder  Vielfache  je  einer  GrOse 
mter  Klasse  find,  bleibt  bestehen,  wenn  man  statt  aller  diefer  Grösen 
ihre  in  demfelben  Sinne  genommenen  Zurückleitnngen  fetzt;  oder 

Wenn   P  =  aA  +  ßB  -\ ist,   wo    a,  ß  •  •  •   Zahlen    find    und 

P',  A',  B',  •  •  •  die  in  gleichem  Sinne  genommenen  Zurückleitungen 
von  P,  A,  B,-  •  •  find,  fo  ist  auch  P'  =  aA'  +  ßB'  H 

Beweis.     Es  fei  L  das  Gebiet,   auf  welches  zurückgeleitet    wird, 

und  M  das  ausgeschlossene  Gebiet  und  [LM]  =  1,  fo  erhält  man  aus 
der  Gleichung 

P  =  aA  +  ßB-\ , 

wenn  man  fie  mit  M  modelt 

[PM]  =  a[ AM]  +  0[BM]  +  . .  . 
und  wenn  man  (liefe  mit  L  flacht 

[L(PM)]  =  afL(AM)]  +  flL(BM)]  + . . ., 
d.  h.  nach  181 

V=*aA'  +  ßW  +.  ... 

183.  Satz.  Die  fortschreitende  Znrückleitong  eines  rein  fortschreitenden 
und  die  ruckschreitende  eines  rein  rückschreitenden  Enfiaches  ist 
gleich  dem  Enflache  der  in  demfelben  Sinne  genommenen  Zurück- 
leitungen  der  Fache  oder  Faktoren  jenes  Flaches,  oder 

Wenn  das  reine  Enfiach  P  =  [AB  .  E]  ist,  und  P',  A\  B', -ff 
die  in  gleichem  Sinne  genommenen  Zurttckleitungen  von  P,  A,  B,  •  *E 
find  (und  zwar  fortschreitende  bezüglich  rückschreitende,  je  nachdem 
das  Flach  fortschreitend  oder  rückschreitend  ist),  fo  ist  auch 

P,  =  [A'B/...E']. 

Beweis.      Es    fei    A  =  fo  •  •  •  •  ah],    B  =  [ah+ 1  •  •  •  •  aj,  •  •  • 

E  =  [at  +  i av],    wo  aA  •  •  •  *aT  Grösen  erster  bezüglich  (n  —  l)ter 
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Klasse  find,  je  nachdem  das  Enflach  [AB«««E]  ein  fortschreitendes 
oder  rückschreitendes  ist.     Dann  ist 

P  =  fa. av] 

ein  reines  Enflach  von  Grösen  erster  oder  (n — l)ter  Klasse.    Ferner 

D 

fei    L  ==  [ut  •  •  •  «uj    das    Gebiet,     auf    welches    zurückgeleitet    wird, 

M  =  [ui  +  i  •  •  -Un]  das  ausgeschlossene  Gebiet  und  [LM]=1,  wobei 
^••••Un  Grösen  erster  oder  (n  —  l)ter  Klasse  find,  je  nachdem 
aj  •  •  -ay  es  find.     Nun  ist  nach  181 

P'  =  ?L(PM)] 

=  K Ul(a, Ev  -U,  +  x U«)]. 

II 

Wenn  nun  das  ursprüngliche  Enflach  [AB-  •  *E]  ein  fortschreitendes 
ist,  fo  foll  auch  die  Zurückleitung  eine  fortschreitende  fein,  mithin 
nach  180  die  Stufe  von  L  eben  fo  gros  oder  gröser  als  die  Klasse 
von    P    fein,    d.    h.    m  ^  v,    folglich    v-f  n  —  m  <:  n,    d.    h.    das 

n 

Enflach    [aj  •  •  •  a,  •  Ui  _j_  x  •  •  •  •  un]    ein    rein    fortschreitendes,    alfo    auch 

=  i^i avui  + 1  •  •  •  -Un],  und  da  alle  Fache  oder  Faktoren  von  erster 

Klasse  find,  nach  133  und  115  ein  Einheitsflach.  Die  Grösen  at-  •  -aT 
feien  nun  Vielfachenfummen  von  ut  •  •  -um  und  fei  ar=ra1u1  -{-...  -|-*aiUi, 

fo     können     wir    in     dem     Enflache     [a4  •  •  .ayU1  +  1  •  •  •  -Un)     statt 

ar=raiu1  •  •  •  *raiUi  die  Zurückleitung  von  ar  auf  das  Gebiet  L=[u1  •  •  *ui], 

n 

mit  Ausschluss  des  Gebietes  M=[un-!«  •  -un],  d.  h.  a'r=ra1ul+-  •  -+raiUi 
fetzen,  da  ui  + 1  •  •  •  un  bereits  als  Fache  oder  Faktoren  in  jenem  Flache 
vorkommen  und  ui^_!  «ui  +  i  =  un«un  =  0  ist.     Mithin  wird 

P'  =  [u,*  •  -Ui-a'f  •  «a'yUi^!  •  •  -un]. 
Hier  ist  a'i«  •••*'▼  dem  u1«««ui  untergeordnet,  alfo  nach  157 

P'  =  [u,-  •  .un].[*\.  ■  .a\]  =R.  •  •  -a\]. 
Aus  gleichem  Grunde  ist 

A'  =  laV  •  •  -a'b],  B'  =  [a'h  +  1. .  .-a',],-  •  • 

E'  =  [a't  +  1-..-a'T]. 
Mithin  ist 

P'  =  [A'B'..E'). 

2.  Wenn  das  ursprüngliche  Enflach  [AB-  •  -E]  ein  ruckschreitendes 
ist,  und  ebenfo  auch  die  Zurückleitung  von  P  auf  L,  unter  Ausschluss 


1 84.  Ausdehnuiigslehre.  90 

von  M,  eine  rücksch  reitende,  fo  ist  die  Klasse  von  P  kleiner  oder 
eben'bgTOs  als  die  Stufe  Von  L,  mithin  kehrt  fich  das  rüekschreitende 
Flach  und  ebenfo  die  rückschreitende  Zurückleitung,  wenn  wir  statt 
der  Größen  ihre  Ergänzungen  nehmen,  nach  165  und  131  in  das 
fortschreitende  Flach  und  in  die  fortschreitende  Zurückleitung  um. 
Seien  daher  Pl9  Qt,  Rj,  Ai9  B^-'-Ea  die  Ergänzungen  von  P,  Q,  R, 
A,  B,;-E,  und  feien  P't,  A'1?  B'^-'-E',  die  Zurückleitungen  von 
Pj,  Aj,  Bi^'-Ex  auf  Qi,  unter  Ausschluss  von  R1?  fo  ist  nach  151 

P1  =  [AlBi..-EJ], 
und  nach  Beweis  1 

P\  =  [A'1B'1...E'J.  <?  (a) 

Ferner  ist  nach  181 

P'  =  fL(PM)],  P\  =  [L^PiM,)]  =^L(PM)]  (nach  148), 

alfo  F,  =  F  und  ebenfo  A\  =  A',  B\  =  B'.  • .,  alfo  (nach  a) 

F  =  [A'B'.  •  -E'],  mithin  nach  151 

P'  =  [A'B'...E']. 
3.    Seien  endlich  A,  B, •  •  «E   zufammengefetzte  Grösen  und  zwar 
A  =  SarAr,  B  =  8ßß„ .  -  E  =  S<?VEV, 
wo  Ar,  Ba,--'EV  einfache  Grösen    find  und  feien  A'r,  B'S,«-«E'V    die 
Zurückleitungen  von  Ar,  B^-'-E*,  fo  ist 

P  =  [SarAr.S#B8.  •  .SevEv]  =  80rßB- .  -^[AA-  •  -Ev] 

=  Sarj?a.-M>r,.,..v,  wenn  P,^.  .v ^[AJB,.  •  .ET]  ißt 
Alfo  nach  182 

F  =  Sarj98.  •  .*vFr, v .  .v  =  8orßB. .  V[A'rB'a. .  -E\] 
nach  Beweis  1  und  2:  und  alfo  nach  75 

F  =  [SarA/rS/9sB/8....S67E/v],  mithin  nach  182 

=  [A'B'....E']. 

184.  Satz.     Das   reine  Enflach   von    Grösen  erster  Klasse   oder    tob 

Grösen  (n  —  l)ter  Klasse  in  einem  Hauptgebiete  nter  Stufe  ist  ein 
Einheitsflach  diefer  Grösen. 

Beweis.  Das  reine  Enflach  von  Grösen  erster  Klasse  ist  nach  164 
und  133  ein  fortschreitendes,  alfo  nach  133  und  nach  115  auch  ein 
Einheitsflach,  mithin  ist  auch  das  reine  Enflach  von  beliebigen  Grösen 
erster  Klasse  ein  Einheitsflach  diefer  Grösen.  Fbenfo  ist  auch  das 
reine  Enflach  von  Grösen    Cn  —  1)  ter  Klasse    ein   Einheitsflach    diefer 
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Grösen,  denn  nach  151  ist  es  genau  denfelben  Gefetzen  unterworfen 
wie  das  Flach  von  Grösen  erster  Klasse. 

Satz.  Eine  Gleichung,  deren  Glieder  Grösen  mter  Klasse  find,  135. 
wird,  wenn  n  die  Stufe  des  Hauptgebietes  ist,  durch  fo  viel  Zahl- 
gleichungen erfetzt,  als  es  Ausgeschiede  (Komplexionen  ohne  Wieder- 
holung) ans  n  Einfachen  oder  Elementen  zur  m  ten  Klasse  giebt,  und 
zwar  erhält  man  einen  erfetzenden  Verein  von  Gleichungen,  indem 
man  die  gegebene  Gleichung  nach  und  nach  mit  den  Geschiedsflachen 
(multiplikativen  Kombinationen)  zur  (n  —  m)  ten  Klasse  aus  einer 
beliebigen  Schar  von  n  Grösen  erster  Klasse,  deren  Enflach  1  ist,  flacht. 

Beweis.     Die  gegebene  Gleichung  fei 
P  =  A  +  B+-" 
wo  P,  A,  B,«  •  •  Grösen  mter  Klasse;    es  feien  ferner  et,-  •  -es  Grösen 

n 

erster  Klasse,  deren  Enflach  [eÄ  •  •  •  «ei»]  =  1  ist,  und  feien  Et,  I^,«  •  «ET 
die  Geschiedsflache  zur  mten  Klasse  aus  el9«-*e«,  und  Fi,  F2,---Fv 
die  ergänzenden  Geschiedsflache,  d.  h.  die  Geschiedsflache  aus  denfelben 
Einheiten     zur     (n  —  m)  ten    Klasse    und     zwar    fo    geordnet,     dass 

pEiFI  ]  =  [E2F2]  =  •  •  =  [EyFv]  =  1  fei,  fo  muss  bewiefen  werden, 
dass  die  obige  Gleichung  durch  den  Verein  von  Gleichungen  erfetzt  wird. 

[PFa]  -  [AFfl]  4-  [BF.]  +  •  • 
wo  a    die  Werte   von  1    bis    v    erhält.     Nach    108    find   die  Grösen 
P,  A,  B,-  •  •  Vielfachenfummen  von  Et-  •  -Ev.     Nun  fei 

P  =  ^Ei  -| +  ttvEv,  A  =  a.E,  -\ +  avEv, 

B  =  ftEi  +  •  •  •  +  £vEv,  •  •  • 
fo  ist 

[PFa]  =tS7T*E*Fa]  =  S7T*[E*Fa]. 

Aber  da  E&  und  Ffl,  wenn  s  £  r  ist,  notwendig  gleiche  Einheiten 
(e^'-en)  als  Fache    oder    Faktoren    enthalten,    fo    ist    fiir    diefen  Fall 

[E*F«]  =  0,  alfo 

[nPFa]  =  n*[EcFa]  =  m 
Aus  gleichem  Grunde  ist 

[AFft]  =  aa,  [BFft]=iV--. 
Gilt  nun    die  Gleichung  P  =  A  +  B  +  •  ■  >    fo  gilt  auch    die    aus 
ihr  durch  Modlung  hervorgegangene  Gleichungsgruppe 

[PF«]  =  [AFa]  +  [BFa]  +  .... 
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Gilt  umgekehrt  die  letztere,    fo  hat  man  flir  jedes  a   von  1  •  •  •  v, 

wenn  man  für  [PF«],  [AFÄ],  [BFÄ],  •  •  •  die  gefundenen  Werte  fetzt, 

7rtt  =  a«  +  ßa+*  •,  alfo  auch  7raEa  =  öaEa  -f-  ßJZa  H 

fllr  jedes  a  von  1   bis  v.     Addirt  man  diefe  ffcmmtlichen  Gleichungen, 
fo  erhält  man 

S7TaEa  s=  SctaEa  -f"  Sj^«Ea  +  •  •  • , 

d.  h. 

P  =  A  +  B+--. 
Somit    erfetzen    fleh    die    Gleichung    P  =  A  +  B  -| —   und     der 

Gleichungsverein  [PFfl]  =  [AFa]  +  [BFft]  +  •  •  gegenfeitig    und    ist    der 
Satz  alfo  bewiefen. 

Befonders   ist   der   Fall   hervorzuheben,   wenn   A  =  aiE|  -\-  a2Ej  -| ist 

dann  ist 

?AFr]  =  ar, 
d.  h.         £ AFJ  =  «h  tAFJ  =  a2,  •  • .. 
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Vierter  Abschnitt  der  Ausdehnungslehre: 
Die  Innungslehre. 


Einleitung.  Wir  haben  in  Satz  77  die  innere  Webung  die  Art  der 
Webung  oder  Multiplikation  genannt,  für  welche  das  Zeug  oder  Produkt  zweier 
verschiedenen  Einheiten  null,  das  Zeug  oder  Produkt  zweier  gleichen  Einheiten, 
eins  ist,  d.  h.  für  welche 

Eft  .E*  =r  0  und  Ea  -Ea  =  Ej  «E*  =  1  ist. 

Diefelben  Formeln  gelten  aber  auch,  wenn  man,  statt  zwei  Einheiten  innerlich 
zu  verweben,  das  Enflach  aus  einer  Einheit  und  der  Ergänzung  einer  Einheit 
nimmt*,  denn  wie  wir  in  Satz  186  fehen  werden,  gelten  für  die  Enflache  von 
Einheiten  gleicher  Klasse  die  Formeln 

ÜEaEd  =  0  und  nach  108  auch  fEaEJ  =  f^E*]  =  1 

Wir  werden  alfo  die  innere  Webung  fo  erklären  können,  dass  das  innere  Zeug 
oder  Produkt  zweier  Einheiten  auf  das  Enflach  einer  Einheit  in  die  Ergänzung 
der  andern  zurückgeführt  wird  und  gelten  dann  für  die  innere  Webung  alle 
Über  die  Enflache  gewonnenen  Satze. 

13.    Die  Grundgefetze  der  Innungslehre. 

Erklärung.     Das    Innenzeug    oder    das    innere    Produkt  186. 
zweier  Einheiten  beliebiger  Klassen  ist  das  Enflach  der  ersten  in 
die  Ergänzung  der  zweiten,  oder 

Wenn  E  nnd  F  Einheiten  beliebiger  Klassen  find,  fo  ist 

n     — 

[EF]  das  Innenzeng  oder  das  innere  Produkt  der  Einheiten  E  und  F. 
Das  Zeiohen  des  Innenzeuges  ist  ein  liegendes  Kreuz,  z.  B.  ExF 
gelefen  Innenzeug  EF. 

Ich  habe  das  innere  Produkt  ein  Innenzeug  genannt,  weil  es  ganz  eigen- 
tümliche, keinem  andern  Zeuge  oder  Produkte  zukommende  Eigenschaften  befitzt 
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und  daher  auch  einer   eigenen  Benennung   bedarf,    welche   im   Deutschen   nicht 
durch  ein  vorgefetztes  Adjektiv  gewonnen  werden  kann. 

Da  diefe  Art  der  Multiplikation  ganz  eigentümliche  Gefetzc  hat,  fo  muss 
fie  auch,  wenn  man  vor  Verwechfelungen  ficher  fein  foll,  ihr  eigentümliches 
Zeichen  haben,  welches  ich  hiermit  einführe. 

IS7.  Satz.     Das  Innenzeug  oder  das  innere  Produkt  zweier  gleichen 

Einheiten  ist  eins,  das  zweier  verschiedenen  Einheiten  gleicher  Klasse 

ist  null,  oder  [ErEr]  =  1,  [ErEs]  =  0. 

Beweis.  Nach  128  ist  [ErEr]  =  1.  Nach  127  aber  ist  E,  dem 
Flache  aller  in  dem  Flache  Ea  nicht  vorkommenden  Einheiten  erster 
Klasse  gleich;  da  nun  Er  von  Es  verschieden  ist  und  zugleich  beide 
Flache  von  einer  gleichen  Anzahl  ursprünglicher  Einheiten  find,  fo 
enthält  Er  notwendig  folche  Einheiten  als  Fache  oder  Faktoren,  welche 

in  Ei  fehlen,  mithin  in  Es  vorkommen;  alfo  ist  [Er  Es]  nach  92 
gleich  Null. 

188.  Satz.    Das  Innenzeug  oder  das  innere  Produkt  zweier  Einheiten 

E  und  F  ist  dann  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  die 
eine  der  andern  untergeordnet  ist,  oder 

n    — 

Es  ist  [EFJ  =  0f    wenn    von  E    und  F  nicht    eine    der    andern 

untergeordnet ;  dagegen  ist  [EF]  £  0,  wenn  von  E  und  F  eine  der 
andern  untergeordnet  ist. 

Beweis.  Der  Satz  ist  für  Einheiten  gleicher  Klasse  in  187 
bewiefen.  Wenn  ferner  E  und  F  zwei  Einheiten  verschiedener  Klasse 
find,    und    zwar    E    von    höherer    Klasse    als    F    ist,    fo    fetzen     wir 

F  =  [E,G],  wo  E!  dem  E  untergeordnet  ist,  aber  das  Gebiet  G  keine 
Gröse  erster  Klasse  mit  E  gemein  hat.  Dann  ist  F  dem  E  unter- 
geordnet, fofern  G  von  nullter  Klasse,  d.  h.  eine  Zahl  ist.  Dagegen 
nicht  dem  E  untergeordnet,    wenn  G  von  erster    oder    höherer   Klasse 

ist.     Es  fei  ferner  E  =  [E^]    und  fei  [EiGEjH^l    das  Zeug  aller 

n  ursprünglichen  Einheiten.     Dann  ist    nach  139  das  Flach  [EjH]  die 

Ergänzung  von  F  =  [EtGJ,  d.  h.  F  =  [E^^EjH],  alfo 

[EF]  =  [E^fEiG)]  =  [E^CEaH)]. 
Wenn  nun  F  dem  E  untergeordnet  ist,    fo  ist,   wie  oben  gezeigt« 

G  von    nullter  Klasse,    mithin    da  [ExGEaH]  =  1     auch    [E^H]    von 

nullter    Klasse,    alfo    nach    156,3    der    Ausdruck    [EF]  =  [EiEjCEjH)] 
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=  [E1E2H.E2],    wo  Ej  und  [EAE2H]    von  Null  verschieden  find,    alfo 

auch  das  Zeug  oder  Produkt,  d.  h.  [EF]  £  0. 

Wenn  dagegen  F  dem  E  nicht  untergeordnet  ist,  fo  ist  G  von 
erster  oder  höherer  Klasse,  und  dann  ist  die  Summe  der  Klassen  von 
Ej,  Ea  und  H  geringer  als  die  Summe  der  Klassen  von  E,,  G,  E2,  H, 

d.  h.  kleiner  als  n,  alfo  nach  158  [EF]  =  [E^-E^]  =  0. 

Satz.     Wenn  E  und  F  Einheiten  find  und  [EF]  £  0,  fo  ist  189. 

[EFE]  =  F  und  [F~EF)]  =  E. 

Beweis.     Es  fei  [EFG]  =  1    das  Enflach    aller  Einheiten    erster 

Klasse,  fo  ist  E  =  [FG],  mithin  nach  156,2 

[EFE]  =  [EF(FG)]  =  JEFGF] 
=  F. 

Ferner  ist  dann,  da  [EFG]  =  1  auch  ~[*EF]  =  G,  mithin 
[F(EF)]  =  [FG]  =  E. 

Satz.     Wenn   E,  F,  Q    Einheiten   find,    und   weder    [EF]    noch  190. 
[EG]  null  ißt,  fo  ist,  wenn  F  von  höherer  Klasse  ist  als  0 
[EF~EG)]  =  [FG], 

wenn  dagegen  G  von  höherer  Klasse  ist  als  F,  fo  ist  [FE(GE)]  =  [FG]. 

Sind  F  und  G  von  gleicher  Klasse,  fo  find  beide  Formeln  gültig. 

Beweis.  Wenn  von  F  und  G  nicht  eine  der  andern  unter- 
geordnet ist,  fo  find  auch  [EF]  und  [EG]  nicht  eine  der  andern  unter- 
geordnet, alfo  find  dann  nach  188  beide  Seiten  der  zu  erweifenden 
Gleichung  null. 

1.  Wenn  G  dem  F  untergeordnet  ist,  fo  fei  F  =  [GH].    Dann  ist 
[EF"EG)3  =  [EGH(EG)3  =  H  (1 89) 

=  [GHG]  (189) 
=  [FG]. 

2.  Wenn  F  dem  G  untergeordnet  ist,  fo  fei  G  =  [HF].    Dann  ist 
[FEIGE)]  =  [FE(HFE)]  =  H  (1 89) 

==JfThF)]  (189) 

=  [FG]. 
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Wenn  F  und  G  von  gleicher  Klasse  find,  und  wenn  dabei  jede 
der  andern  untergeordnet  ist,  fo  müssen  beide  zufammenfallen,  mithin 
ist  nach  107  fowohl  G  dem  F,  als  F  dem  Gr  untergeordnet,  und  es 
gelten  mithin  beide  Formeln. 

191.  Satz.  Bas  Innenzeug  oder  das  innere  Produkt  zweier  beliebigen 
Grösen  ist  gleioh  dem  Enflache  der  ersten  in  die  Ergänzung  der 
zweiten,  oder 

Es  ist  AxB  =  [ÄB]. 

Beweis.  Es  feien  A^-'-An  die  Einheiten,  deren  Vielfachen- 
fumme  A,  und  feien  Bl5«  •  •  »Bm  die  Einheiten,  deren  Vielfachen fumme  B. 

Es  fei  A  =  a{ At  -\ f-  anAn  und  B  =  ftB,  •] |~  0mBm,  wo 

A^'An  die  Einheiten,  deren  Vielfachenfumme  A  ist  und  ebenfo 
Bt  •  •  •  Bm  die  Einheiten,  deren  Vielfachenfumme  B  ist  und  bezeichne 
A  x  B  in  diefem  Satze  das  Innenzeug  oder  das  innere  Produkt,    fo  ist 

AxB=(alAl+. .  +  ctnAn)xQ?1B1  -\ +/»»B«)  =  Sö«/h(A.xB*)  (74). 

wo  fich  die  Summe  auf  die  Werte  1,«  -n  filr  a  und  auf  1,-  •  -m  für  i 
bezieht.     Da  nun  A«  und  Ba  Einheiten  find,    fo  ist  nach   186  A«  x  B» 

n       — 

=  [AaBb],  mithin  ist 

A  x  B  =  Scta^AoB*]  =  [SaaAaS/?*B&]  (74) 

=  [  ASftB*]  =  [  Alß/fcBs)]  ( 1 50) 

=  [AB]. 

192.  Satz.  Wenn  a  und  ß  die  Klassen  von  A  und  B  find  und 
a  <  ß  ist,  fo  ist 

[AB]  =  (—  Xftß  -  «"  [BA],  oder 

n    —  n    — 

Es  ist  [AB]  der  Ergänzung  von  [BA]  gleich,  nur  wenn  die 
Klasse  von  A  ungerade  und  zugleioh  die  von  B  gerade  ist,  dann  ist 

[AB]  der  Ergänzung  von  [BA]  entgegengefetzt. 
Beweis.     Es  ist 

~tBÄ]=tBA]  (147) 

=  (-l)a(n-a)[B-A]  (132) 

_  (_  l)«(n  -  «)(_  l)«(n  -  ^fAB]  (89) 

—  (_  !)«(*> -a-^ Aß]. 
n 

Es  ist  aber  (2n  —  a  —  ß)  deckend  mit  a(ß  —  a)  oder  deckend 
mit  a(ß  —  1),  da  a2  mit  a  gleichzeitig  gerade  oder  ungerade  i*t 
mitbin  ist 
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~[BA]  =  (—  W-i)[AB],  oder  auch 

[AB]  =  (—  ly(ß  - *  ~[BA]. 

Durch  den  fo  eben  erwiefenen  Satz  kann  man  den  Fall,  wo  das  zweite 
Fach  eines  inneren  Zeuges  oder  Produktes  von  höherer  Klasse  ist  als  das  erste, 
immer  auf  den  andern  Fall  zurückführen,  wo  das  erste  Fach  von  höherer  Klasse 
ist  als  das  zweite.  Diefen  letztern  Fall  legen  wir  daher  in  der  Regel  der  Be- 
trachtung zu  Grunde. 

Satz.    Die  Klasse  des  Innenzeuges  oder  innern  Produktes,  dessen  193. 
beide  Fache    oder  Faktoren    naoh    der  Beihe    die  Klassen  a   nnd   ß 
haben,    während    die  Stufe    des  Hauptgebietes  n   betragt,    ist,    wenn 
ß  >  öl  ist,  gleich  a  +  n  —  ß9  dagegen,  wenn  ß  <  a  ist,  gleich  a  —  ß. 

Beweis.  Es  feien  A  und  B  die  beiden  Fache  oder  Faktoren, 
deren  Klassen  beziehlich  a  und  ß  find,  fo  ist  die  Klasse  von  B 
gleich  n  —  ß. 

Wenn  demnach  ß  >  a  ist,  fo  ist  auch  n  gröser  als  a  -f"  n  —  ß  '-> 
d.  h.  die  Summe  der  Klassen    von  A  und  B  ist  kleiner    als  die  Stufe 

des  Hauptgebietes,    alfo    ist    nach    133    die  Klasse    des   Flaches    [AB] 
gleich  jener  Summe,  d.  h.  gleich  a  +  n  —  ß. 

Wenn  dagegen  ß  <  et  ist,  fo  ist  auch  n  eben  fo  gros  oder  kleiner 
als  a  -f  n  —  /?,    d.  h.  die  Summe  der  Klassen   von  A  und  B  ist  eben 

fo  gros  oder  gröser  als  n,  alfo  nach  145  die  Klasse  des  Flaches  {AB] 
um  n  kleiner  als  jene  Summe,  d.  h.  gleich  a  —  ß. 

Satz.    Die    Anzahl   der  Einheiten,    deren  Vielfaohenfumme    ein  194. 
Innenzeug  oder  inneres  Produkt  ist,    ist    gleich   der  Anzahl    der  Ge- 
schiede ans  fo  viel  Einheiten,    als  die  Stufenzahl   des  Hauptgebietes, 
und  zur  fo  vielten  Klasse,  als  der  Unterschied  der  Klassen  der  beiden 
Fache  oder  Faktoren  beträgt. 

Beweis.  Nach  193  ist  die  Klasse  des  innern  Zeuges  oder  Pro- 
duktes entweder  gleich  n  +  a  —  £,  oder  gleich  a  —  0,  je  nachdem  ß 
gröser  als  a  ist,  oder  nicht.  Die  Einheiten  von  gleicher  Klasse  find 
iui  ersten  Falle  die  Geschiedsflache  aus  den  n  Einheiten  erster  Klasse 
zur  (n  -f  a  —  ß)  ten,  im  zweiten  zur  (a  —  ß)  ten  Klasse.  Aber  die 
Anzahl  der  Geschiede  aus  n  Einfachen  zur  (n  +  o  —  ß)  ten  Klasse  ist 
nach  Zahlenlehre  390  gleich  der  Anzahl  der  Geschiede  aus  n  Ein- 
fachen zur  (ß  —  a)  ten  Klasse.*)     Die  Klassenzahl    ist  dann    im  ersten 


l*  •  ,p  —  m 


*)  Nach  Zahlcnlehre  390  ist  p,m  =  -tt    — v,  =  ly 
R.  Grassmann,  Ausdehnungalehre. 
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Falle  ß  —  a,  im  zweiten  Falle  ist  fie  a  —  /?,  in  beiden  Fällen  alfo  den 
Unterschieden  von  a  und  ß  gleich. 
195a  8a  tz.    Das  Innenzeug  oder  innere  Produkt  zweier  Grösen  gleicher 

Klasse  ist  eine  Zahl  und  zwar 

Wenn  E^-Em  fammtlich  Einheiten  von  ater  Klasse  find,  fo  ist 

[(fl^E,  H 1-  ßmEm)?)?^,   -\ h  /9mEm)]  =  axßx   -\ -f   ümßm. 

Beweis.     Der  Unterschied    der  Klassen  ist  in    diefem  Falle  null, 
alfo  das  Zeug  nach  194    nullter  Klasse,    d.  h.  eine  Zahl.     Und    zwar, 
wenn  wir 
ctlEl  ^ f-  amEm  =  S  aaE«    und  /91E1  +  •  •  +  j?mEm  =  S  ßtE*    fetzen, 

l,m  l,m 

fo  ist 

T/  8 aaEaUS/9&E6)"J  =  8aaßf>[Ea%]  (nach  74). 

Nun  ist  nach  187  das  Zeug  [EaE&],  wenn  a  und  b  verschieden  find, 
gleich  null,  und  wenn  a  und  6  gleich  ist,  gleich  1,  mithin  wird  da* 
obige  Zeug  =  8aaßa  =  axßt  -\ h  amßm. 

196.  Satz.  Wenn  E,,-  -Em  Einheiten  von  beliebiger,  aber  von  gleicher 
Klasse  find,  fo  ist 

fCttiEt   +'•-(-  GmEm)  (frEi    +  •  '  '  +  ßnXra)]  =  ^ßt   +  •  •  •  +  amßm. 

Beweis.    Es  fei  a1E1  +  -  •  •+ömEm  mit  SarEr,  und  ßiEt  +  — \-ßmEm 
mit  SßsEs  bezeichnet,  fo  ist 

[(SarErKS/JsK)]  =  Sar/9.[ErE0  (74). 

ii    ~> 
Nun  ist  nach  187  das  Zeug  [ErEs]  gleich  null,    wenn  Er  und  R 

verschiedene  Einheiten  find  und  gleich  eins,  wenn  r  gleich  8  ist,  fomit 

wird  der  gewonnene  Ausdruck 

197.  8 atz.  Die  beiden  Fache  eines  Innenzeuges  (die  beiden  Faktorei 
eines  inneren  Produktes)  find  vertauschbar,  wenn  fie  von  gleich« 
Klasse  find,  oder 

»    —  n    — 

[AB]  =  [BA],  wenn  A  und  B  von  gleicher  Klasse  find. 
Beweis.     Es    mögen  E^-'-Em  die  Einheiten    darstellen^    weicht 
mit  A  und  B  von  gleicher  Klasse  find  und  fei  A  =  SoaE4,  B==S/?*Et, 
fo  ist  nach  195 

[AB]  =  Sdaßa  =  SßaO*  =  [BÄ]. 

198.  Erklärung.  Bas  Innenquader  oder  das  innere  Quadrat  einer 
Ordse  A  heist  das  Enflaoh  [AA]. 


99  NoraiYerein  und  Kreifeländerung.  199—202. 

Das  Zeiohen  des  Innenquaders  von  A  ist  AI  gelefen  Innen- 
quader von  A. 

Satz.     Das  Innenquader  jeder  Gröse  ist  eine  Zahl  und  zwar  ist 199- 

(ajE,  H f-  amEm)l  =  a?  -\ h  a£. 

Beweis.     (a^  H h  amEm)- 

=  [(aiEi  H +  amEm)  foE,  +  . .  +ctmEm)]     (198) 

==  «i«i  H h  «*<*«*  (197). 

Erklärung.     Der  Zahlwert   (nnmerisohe  Wert)  einer  Gröse  A  200. 
heißt  die  2  te  Tiefe  (die  positive  Qnaderwnrzel)  ans  dem  Innenquader 
diefer  Gröse.     Zahlwertig    gleich    (numerisch  gleich)  heißen  zwei 
Größen  von  gleichem  Zahlwerte,  d.  h.  deren  Innenquader  gleich  find. 

Diefe  Erklärung  stimmt  mit  den  in  der  Zahlenlehre  bei  den  Zahlen  und 
bei   den  Winkelgrösen   (imaginären  Grösen)   gegebenen  Erklärungen*,    denn   der 

Zahlwert  von  -j-a  und  — a  ist  dort  als  (±aQ)     =a   und    der    von   a  +  ib  als 

Va 
(aa  4-  ba)      erklärt.    In  der  Raumlehre  ist  entsprechend  der  Zahlwert  einer  Linie 

die  Länge  derfelben  gemessen  durch  die  Längeneinheit,  u.  f.  w. 

14.    Norm  verein  und  Kreifeländerung. 

Erklärung.     Normig   zu    einander   heisen   zwei   von   Null  201. 
verschiedene  Grösen,  deren  Innenzeng  oder  inneres  Produkt   null  ist. 
Zwei  Gebiete  heisen  normig  zu  einander,  wenn  ihre  Teile  es  find. 

Allfeit  ig  normig  zu  einander  heisen  zwei  Gebiete,  wenn  jede 
Größe  erster  Klasse,  die  dem  einen  Gebiete  angehört,  zn  jeder,  die 
dem  andern  angehört,  normig  ist;  und  allseitig  normig  zn  einander 
heisen  zwei  Grösen,  wenn  ihre  Gebiete  es  find. 

Nimmt  man  in  dem  Räume  die  ursprünglichen  Einheiten  als  gleich  lange  zu 
einander  fenkrcchte  Strecken  an,  wie  dies  stets  geschehen  muss,  fo  zeigt  fich 
leicht,  dass  das  innere  Zeug  oder  Produkt  zweier  Strecken  dann  und  nur  dann 
null  ist,  wenn  diefe  Strecken  fenkrecht  zu  einander  find. 

Erklärung.     Ein   Normverein    (ein    Normalfystem)    nter202. 
Stufe    heist    ein  Verein   von  n  zahlwertig    gleichen    (von  Null    ver- 
schiedenen) Grösen  erster  Klasse,  von  denen  jede  zn  jeder  normig  ist. 

Ein  vollständiger  Normverein  heist  er,  wenn  n  zugleich  die 
Stufe  des  Hanptgebietes  ist.  Der  Zahlwert  jener  n  Grösen  heist  zu- 
gleich der  Zahlwert  des  Normvereins. 

Einfach  heist  der  Normverein,  dessen  Zahlwert  1  ist. 

Im  Räume  bilden  z.  B.  drei  gleichlange  und  gegen  einander  feukrechte 
Strecken  einen  Normverein. 

7» 
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203.  Satz.  Der  Verein  der  ursprünglichen  Einheiten  erster  Klasse 
ist  ein  vollständiger  Nonnverein  vom  Zahlwerte  1. 

Beweis.  E9  feien  e|,--**eB  die  ursprünglichen  Einheiten,  fo  ist 
nach  187 

l  =  ei!  =  ...=  en* 

204.  Erklärung.  Eine  Kreifeländerung  heist  jede  Umgestaltung 
eines  Vereins,  durch  welche  2  Grösen  a  und  b  des  Vereins  ftch  be- 
siehlich  in  xa  -|-  yb  und  in  ±  (xb  —  ya)  verwandeln,  wo  x2  -f-  y2 =1  ist 

Die  Kreifeländerung  heist  eine  Plusänderung  (eine  pofttive), 
wenn  a  und  b  fich  in  xa  +  yb  und  +  (xb  —  ya)  verwandeln,  eine 
Striohänderung  (eine  negative),  wenn  a  und  b  fioh  in  xa  +  yb 
und  — (xb  —  ya)  verwandeln. 

Wenn  hierbei  x  =  coaa  und  y  =  sina  ist,  und  a  und  b  xahl- 
wertig  gleich  und  zu  einander  normig  find,  fo  fagt  man,  der  Verein 
habe  fich  von  a  nach  b  hin  um  den  Winkel  a  geändert. 

Wenn  im  Räume  a  und  b  zwei  gleichlange  und  zu  einander  fenk rechte 
Strecken  darstellen,  fo  fleht  man  leicht,  dass  durch  die  Kreifeländerung,  durch 
welche  a  in  a,  =racosa-|-bsinct,  b  in  bi=bcosa —  asina  übergeht,  at  und 
bt  von  derfelben  Länge  und  wie  a  und  b  und  gegen  einander  fenkrecht  bleiben. 
Eä  bleiben  alfo  a  und  b  bei  jener  Aenderung  normige  oder  fenkrechte  Halb- 
messer eines  festen  Kreifes.  Und  ist  der  Winkel  von  a  bis  aj  gleich  a.  Sind 
dagegen  a  und  b  beliebige  Strecken,  fo  werden  at  und  bt  normige  Halbmesser 
einer  bestimmten  Ellipse,  in  welcher  auch  a  und  b  normige  Halbmesser  find. 

205.  Satz.  Jeder  Normverein  geht  durch  Kreifeländerung  in  einen 
zahlwertig  gleichen  Nonnverein  über. 

Beweis.     Es    feien    a,  b,    c,-«-   die    Grösen    eines    Norm  Vereins. 

d.  h.  nach  201,    es  fei  a!  =  b!  =<£=...    und   fei  0  =  [ab]  ==  [ac] 

=[bc]=  •  •  • .  Nun  ändere  fich  durch  Kreifeländerung  a  in  U|  =xa  -f-  yb 
und  b  in  bt  =  xb  —  ya,  wo  x2  +  y2  =  1  ist,  fo  ist  zu  zeigen,  da«* 
»!,  bi,  c,«--   einen  Norm  verein   bilden,    in  welchem  a12-=aZ  ist.     R 

ist,  da  [ab]  =  0  ist, 

ftl2  =  (xa  +  yb)2  =  x'a2  +  y'b2-,  d.  h.  da  b2  =  a2 

=  (xs  +  y2)a2,  d.  h.  da  x2  +  y*  =  1 
=  al. 

Aus  gleichem  Grunde  ist  b,i  =  a2-.     Ferner  ist,  da  [ab]  =ä  0 

[aibj  —  [(xa  +  yb)"xb  —  ya)]  =  xy(l)2  —  a2), 

d.  h.  da  bl  =  ai 
=  0. 
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Endlich  ist 

[at7]  =  [(xa  +  ybjc  ]  =  x[äc"]  +  y[bc  ], 

und    dies    gleich  Null,    weil  [ac]    und   [bc]  =  0  find.     Aus  gleichem 

Grunde  ist  [b,c']  =  0  u.  f.  w.  Folglich  ist  der  Verein  a„  b„  <y  •  • 
ein  Normverein,  dessen  Zahlwert  gleich  dem  des  gegebenen  ist,  da 
ai—  ^=  a— • 

Satz.    Das  Enflach  der  Grösen  eines  Normvereins  bleibt  bei  der  206. 
Kreifeländerung  des  Vereins  unverändert,    wenn  die  Aenderong  eine 
Plnsänderung  (pofitiv)  ist,  erhält  dagegen  den  entgegengefetzten  Wert, 
wenn  die  Aenderung  eine  Strichänderung  (negativ)  ist. 

Beweis.  Es  gehe  a  durch  Kreifeländerung  in  ajssxa  +  yb, 
b  in  bi  =  xb  —  ya  über,  wo  x2  +  y2  =  1  ist;  fo  wird 

[ajbj]  =  [(xa  +  yb)(xb  —  ya)]  und  dies,  da  [aa],  [bb]  nach  92  null  find, 

=  x2[ab]  —  y2[ba]  und  dies,  da  [ba]  =  —  [ab] 

=  (x2  +  y2)[ab]  (nach  88) 

=  [ab],  da  x2  +  y2=l. 

Alfo  [a^]  =  [ab].     Kommen  nun    zu  den    gleichen  Flachen  [ab] 

und  [a^]    noch    an    den    entsprechenden  Stellen    gleiche  Fache    oder 
Faktoren  hinzu,  fo  bleiben  die  Flache  gleich. 
Bei  der  Strichänderung  wird 

n  n  n 

[a^J  =  —  [(xa  +  yb)(xb  —  ya)],  mithin  =  —  [ab]  und  wird  alfo 
das  Flach  entgegengefetzt,  mithin  bewiefen. 

Satz.    Die  Grösen  eines  Normvereins   find  gegenseitig   frei  und  207. 
jede  Gröse  erster  Klasse  lässt   fieh  als  Vielfachenfumme    der    Grösen 
eines  beliebigen  vollständigen  Nonnvereins  darstellen. 

Beweis.  1.  Es  feien  a,  b,  c,--«  Grösen  eines  Norm  Vereins. 
Gefetzt  nun,  es  feien  diefelben  nicht  gegenfeitig  frei,  fondern  lasse  fich 
die  eine  als  Vielfachenfumme  der  andern  darstellen,  etwa 

a  =  /9b  +  y<H , 

fo  webe  oder  multiplizire  man  beide  Seiten  innerlich  mit  a,  fo  wird 

al  =  ^[bä]  +  yfcä]  +  .-.. 

Hier  ist  [ba],  [es],«  •  •  null  nach  201.  Alfo  wäre  al  =  0,  im  Wider- 
spruche mit  202.  Es  lässt  fich  alfo  keine  der  Grösen  a,  b,  c,-  •  •  als 
Vielfachenfumme  der  übrigen  darstellen,  d.  h.  nach  9  fie  find  gegen- 
feitig frei. 
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2.  Ein  vollständiger  Normverein  in  einem  Hauptgebiete  nler 
Stufe  besteht  nach  202  aus  n  Grösen,  und  da  diefe  nach  Beweis  1 
gegenfeitig  frei  find,  fo  kann  nach  20  jede  Gröse  erster  Stufe,  da  He 
immer  dem  Hauptgebiete  angehören  muss,  als  Vielfachenfumme  der 
n  Grösen  dargestellt  werden. 

208.  Satz.  Wenn  eine  Gröse  A  zu  mehren  Grösen  gleicher  Stufe 
B,  C,  •  •  normig  ist,  fo  ist  fie  auch  zu  jeder  Gröse  normig,  welche  eine 
Vielfachenfumme  derfelben  ist. 

Beweis.     Wenn  A  zu  B,  C,»  •  •  normig  ist,  fo  ist  nach  201 

0  =  [AB]=^AC]  =  --. 
Alfo  ist  auch 

[AQJB  +  yC  -f  •  0]  =  ^AB]  +  y[AC]  +  . . .  (74) 

=  0. 

209.  Satz.  Alle  Grösen  erster  Klasse,  welche  zu  m  Grösen  eines 
vollständigen  Normvereins  nter  Stufe  normig  find,  gehören  dem  Ge- 
biete der  n  —  m  übrigen  Grösen  des  Vereines  an. 

Beweis.  Es  fei  der  Verein  a!5 an  ein  vollständiger  Norm- 
verein, und  feien  m  feiner  Grösen,  etwa  ai,«  •  -am  zu  irgend  einer  Gröse 
erster  Klasse  c  normig,  fo  ist  zu  zeigen,  dass  c  dem  Gebiete 
*m+i>#  •  •**  angehört.  Nach  207  lässt  sich  c  als  eine  Vielfachenfumme 
der  Grösen  des  vollständigen  Norm  Vereins  a1,-**a&  darstellen. 

C  s=s  CL^y  -f-  *  •  '  '  "f"  Ana». 

Hier  ist,  da  c  zu  %  normig  ist,  nach  201 

0  =  [a*  c]  =  tttajl  +  ctaja!  a* J  -f-  •  •  •  +  an[*i  an] 
=  a^l. 
Da  nun    aA-    nach    202    nicht    null    ist,    fo    folgt    aus    der    Gleichung 
ax&i-  =  0,    dass    at  =  0    ist.      Auf  gleiche    Weife    folgt,    dass    auch 
a3,-«"öm  null  find.     Folglich  ist 

c  =  a,n  +  iam  +  i  H h  anaB, 

d.  h.  c  gehört  dem  Gebiete  ara+1----an  an. 

210.  Satz.  Jeder  Nonnverein  kann  durch  fortgefetzte  Kreifelanderung 
fo  umgewandelt  werden,  dass  eine  feiner  Grösen  einer  beliebig  ge- 
gebenen Gröse  erster  Klasse  aus  dem  Gebiete  des  Vereines  gleich 
wird,  fofern  der  Zahlwert  der  Gröse  dem  des  Normvereins  gleich  ist 

Beweis.  Es  feien  al5'---an  die  Grösen  des  gegebenen  Nonn- 
vereins, und  fei  c  die  gegebene  Gröse,  deren  Zahlwert  gleich  at  ist, 
auch  fei 

c  =  CCjax  -}-...-}-  ana«. 
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Man  wandle  nun  a,  und  e^  durch  Kreifeländerung  nach  204  fo 
um,  dass  at  in 

_ — 

übergeht.     Dann  ist  ax*,x  -f  a%*n  =  (a\  +  <t%)  ty,  alfo 

c  =  0*i  +  al)  <*  +  a3a3  H h  aBaQ. 

Darauf  wandle  man  Cj  und  a*  durch  Kreifeländerung  fo  um, 
dass  c?  in 

c  _(<*!  +  «l)Ca  +  «aas 

tibergeht.     Dann  ist 

c  =  (ai  +  a\  +  a|)  c3  -f  a4a4  H [-  anan. 

In  diefer  Weife  fahre  man  fort,  bis 

c  =  (ai  +  al  H h  «J)  '<*  wird. 

Nun  ist  nach  der  Bedingung  des  Satzes  c  zahlwertig  gleich  mit  at, 
alfo  nach  200 

a^  =  cl  =  (aia,  H f-  aBan)^ 

und  da  [a^J,  [a^]  u.  f.  w.  nach  187  gleich  Null  find, 

a^  =  al*^  H 1-  a2an- 

und  da  nach  201  auch  at^  =  a^s«  •  •=  an-  ist,  fo  wird 

a.2  =  (a?  +  • . .  +  ofta,!  oder  a\  +  .  • .  +  al  =  1, 

mithin  c  =  cu, 

d.  h.    es    ist    durch    fortgefetzte  Kreifeländerung  at  in  cl9  c^'-Cnssc 
verwandelt. 

Satz.     Zwei  Norm  vereine   gleichen   Zahl  wertes,    deren    Gebiete  211. 
eines  dem  andern  gleich  oder  untergeordnet  ist,   können  duroh  fort« 
gefetzte  Kreifeländerung  fo  umgewandelt  werden,  dass,  wenn  fie  von 
gleicher  Stufe  find,    das  eine  in  das  andere  übergeht,   wenn    fie  von 
ungleicher  Stufe  find,  das  höherer  Stufe  die  Grösen  des  andern  enthalt. 

Beweis.  Es  feien  a,,  a^,  a8,«  •  •  und  bl9  b*,  b3,«  •  •  zwei  Norm- 
vereine gleichen  Zahlwertes,  auch  fei  das  Gebiet  bj,  b$,  b8,  •  •  •  entweder 
von  gleicher  oder  höherer  Stufe  als  das  von  al9  ^  aa,«  •  •,  fo  müssen 
nach  52  alle  Grösen  al9  a^,  a^,-  •  •  dem  Gebiete  bt,  bj,  b3,»  •  •  angehören. 
Somit  kann  man  nach  210  den  Normverein  bM  b2,  b3,«  •  •  durch  Kreifel- 
änderung fo  umwandeln,  dass  eine  feiner  Grösen  =  ai  wird.  Der 
hierdurch  erzeugte  Norm  verein    bestehe  aus  den  Grösen  at,  c^,  ty,-  •  •. 
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Da  nun  a2,  &$,•  •  •  ,  als  Grösen  des  Normvereins  at,  a^,  a^-  •  •  ,  zu  a,, 
alfo  zu  einer  Gröse  des  Norm  Vereins  al5  c2,  c3,-»-  normig  find,  fo 
müssen  fie  nach  209  dem  Gebiete  der  übrigen  Grösen  diefes  Vereines, 
d.  h.  dem  Gebiete  C2,c8,*---  angehören.  Demnach  kann  man  wieder 
den  Verein  c2,  c3,»»«  durch  Kreifeländerung  fo  umwandeln,  dass  eine 
feiner  Grösen  =  a^  wird.  Der  hierdurch  erzeugte  Norm  verein  bestehe 
aus  den  Grösen  aj,  d3,  d4,  •  •  • ,  fo  müssen  wieder  aus  demfelben  Grunde, 
wie  vorher,  a^,  a4,  •  •  •  dem  Gebiete  d8,  d4, •  •  •  angehören.  Der  Norm- 
verein bl5  bjj,  b3,  b4,'  •  •  ist  dann  durch  Kreifeländerungen  übergegangen 
in  aj,  aa,  d8,  d4,-  •  •.  So  kann  man,  wenn  der  Verein  bt,  b2,-  •  •  von 
höherer  Stufe  ist  als  a,,^,---,  fortfahren,  bis  der  zuletzt  hervor- 
gehende Verein  alle  Grösen  des  gegebenen  Vereines  a,,  a^  ag,--- 
enthält.  Sind  beide  Vereine  von  gleicher  Stufe,  fo  kann  man  fort- 
fahren, bis  der  Verein  alle  Grösen  des  Vereins  at,  aj,  ag,«  •  •,  mit 
Ausnahme  des  letzten,  enthält.  Diefe  letzte  Gröse  fei  an,  und  fei  der 
fo  hervorgehende  Normverein  ai,  as,- *a,i_i,  q,  fo  muss  nach  der 
angewandten  Schlussfolge  an  dem  Gebiete  q  angehören,  d.  h.  beide 
müssen  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen.  Ist  nun  q  =  /3a«, 
wo  ß  eine  Zahl  ist,  fo  ist,  da  beide  im  Zahlwerte  einander  gleich 
find,  qi  =  an-,  alfo  ß*  =  1,  fomit  q  =  +  a*.  Wenn  nun  q  =  —  an 
ist,  fo  hat  man  nur  statt  der  letzten  Kreifeländerung  die  entgegen- 
gefetzte zu  nehmen,  fo  ist  dann  auch  q  ==  an,  mithin  ist  dann  der 
eine  der  gegebenen  Normvereine  in  den  andern  durch  Kreifeländerung 
übergegangen. 
212.  Satz.    In  jedem  Gebiete    mter  Stufe    kann   man   einen  Norm- 

verein gleicher  Stufe  von   beliebigem  Zahlwerte  aufstellen  und  zwar 
fo,  dass  diefer  Verein  Teil  eines  vollständigen  Normvereins  ist. 

Beweis.  Das  Gebiet  der  ursprünglichen  Einheiten  e^  ea,-*-em 
fei  das  Hauptgebiet.  Der  Verein  diefer  Einheiten  ist  nach  203  ein 
vollständiger  Normverein  vom  Zahlwerte  1.  In  dem  Gebiete  mter 
Stufe  A  innerhalb  des  Hauptgebietes  fei  nun  aj  eine  Gröse  erster 
Klasse  vom  Zahlwerte  1.  Nach  210  kann  nun  jener  vollständige 
Normverein  durch  Kreifeländerung  fo  umgewandelt  werden,  dass  84 
eine  der  Grösen  des  hervorgehenden  Normvereins  wird.  Dann  ist  aj 
zu  den  n  —  1  übrigen  Grösen  diefes  Normvereins,  alfo  nach  208 
auch  zu  jeder  Gröse  ihres  Gebietes  At  normig.  Dies  Gebiet  ist 
von  (n  —  l)ter  Stufe  und    hat    alfo    mit    dem  Gebiete   mter  Stufe  A 

nach  31  ein  Gebiet  gemein,  dessen  Stufenzahl  n  —  1  +  m — n=m 1 

ist.     Es  fei  in  diefem  gemeinschaftlichen  Gebiete  wieder  a*  eine  Gröse 
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erster  Klasse  vom  Zahl  werte  1.  Da  aj  alfo  auch  dem  Gebiete  Ax 
angehört,  fo  ist  ße  nach  dem  obigen  zu  at  normig,  aber  auch,  da 
beide  gleich  1  find,  mit  at  im  Zahlwerte  gleich,  alfo  bilden  ai  und  a2 
einen  Norm  verein  vom  Zahl  werte  1.  Alfo  läset  fich  nach  209  der 
vollständige  Norm  verein  e^-'-en  in  einen  andern  Normverein  um- 
wandeln, weicher  at  und  a?  enthält.  Das  Gebiet  A*  der  übrigen 
n  —  2  Grösen  diefes  Norm  Vereins  ist  von  (n  —  2)  ter  Stufe,  und  alle 
Grösen  erster  Klasse,  die  diefem  Gebiete  angehören,  find  normig  zu 
aj  und  a2.  Nun  haben  A  und  A2  ein  Gebiet  m  —  2  ter  Stufe  gemein; 
in  ihm  fei  a^  eine  beliebige  Gröse  erster  Klasse  vom  Zahlwerte  1,  fo 
hat  man  schon  einen  Norm  verein  von  drei  Grösen  a,,  a?,  a*  in  A, 
und  fo  kann  man  fortfahren.  Hat  man  fo  in  A  einen  Normverein 
von  (m  —  1)  Grösen  a^-'-am«!  erhalten,  fo  enthält  der  vollständige 
Normverein,  zu  dem  er  gehört,  auserdem  noch  n  —  m  +  1  Grösen, 
d.  h.  ihr  Gebiet,  welches  Am_!  heise,  ist  von  (n  —  m  +  1)  ter  Stufe, 
hat  alfo  mit  dem  Gebiete  mter  Stufe  A  noch  ein  Gebiet  gemein, 
dessen  Stufenzahl  n  —  m  +  l  +  in  —  n  =  l  ist.  Es  fei  am  eine  Gröse 
erster  Klasse  diefes  Gebietes  vom  Zahlwerte  I,  fo  ist  am,  da  es  in 
Am_i  liegt,  zu  a1,«'««am_1  normig  und  af,----am  bilden  alfo  einen 
Normverein  mter  Stufe  in  dem  Gebiete  mter  Stufe  A.  Diefem  Norm- 
vereine kann  man  dadurch,  dass  man  alle  feine  Grösen  mit  einer  und 
derfelben  beliebigen  Zahl  vervielfacht,  jeden  beliebigen  Zahlwert  geben. 

15.    Die  normige  Zurückleitung. 

Erklärung.    Die  normige  Zurüokleitung  A'  einer  Gröse  A  213. 
auf  ein    Gebiet   B   heist   die    Zurüokleitung    der   Gröse  A   auf  das 
Gebiet  B,   unter  Ausschluss   des   zu  B    ergänzenden  Gebietes  (Vergl. 
28  und  179). 

In  der  Raumlehre  ist  die  fenkrechte  Abschaltung  oder  Projektion  die 
normige  Zurückleitung.  Sei  z.  B.  a,  b,  c  ein  vollständiger  Norm  verein  und 
p  =  eta  -f-  ßb  +  yc  eine  beliebige  Gröse  des  Hauptgebietes,  fo  ist  die  normige 
Zurückleitung  der  Gröse  p  auf  das  Gebiet  bc  gleich  ßb  -|-  yc,  die  auf  das  Gebiet 
c  gleich  yc. 

Satz.    Die   normige    Zurückleitung  A'    einer   Gröse   A   auf  ein  214. 
Gebiet  B  ist 

A'  =  ^'jf*^,  und  fie  ist  A'  =  [B .  (AB)],  wenn  Bl  =  1. 
B— 

Beweis.     Nach  213  ist  A'  die  Zurückleitung  von  A  auf  B,  unter 
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Ausschluss  des  zu  B  ergänzenden  Gebiete«,  d.  h.  des  Gebietes  B.  Wird 
B  mit  C  bezeichnet,  fo  ist  nach  181 

[BC]   *  [BB]  & 

215.  Sata.    Wenn  die  Klasse  von  A  gleich  der  von  B  ist,  fo  ist  die 
Znruckleitnng 

A'  =  t*^,  und  fie  ist  A'  =  [ABB],  wenn  B*  =  1. 

Beweis.     Wenn  A  und  B  gleicher  Klasse  find,    fo  ist  nach  167 
[AB]  eine  Zahl  und  kann  alfo  statt  [B«(AB)]  geschrieben  werden  [ABB]. 

216.  Satz.     Die   Ergänzung   des   Enflaches   A   von   m  Grösen    eines 
vollständigen  Normvereins  vom  Zahlwerte  eins  ist,   wenn  die  n  ein- 

n 

lachen  Fache  (Faktoren)  von  [AB]  die  n  Grösen  des  Normvereins 
find,   dem  Enflache    der  (n  —  m)  übrigen  Grösen    des  Vereins  gleich 

oder  entgegengefetzt,  je  nachdem  [AB]  =  +  1  oder  =  —  1  ist, 
d.  h.  es  ist 

A  =  [ABB]. 

Beweis.     1.     Für    den  Verein    der    ursprünglichen  Einheiten    ist 

diefe  Formel  in  138  als  Erklärung  festgefetzt. 

2.     Es  ist  nun  noch  zu  beweifen,    dass,    wenn    diefe  Formel    für 

_       ii 
irgend  einen  Normverein  a,  b,  c,*  •  •  gilt,  fo  dass  A  =  [ABB],  fie  auch 

für  jeden  aus  ihm    durch  Kreifeländerung    hervorgehenden  Normverein 

gilt.     Es    gehe  nun    durch  Kreifeländerung    a  in  at  =  xa  -)-  yb,    b  in 

bi  =  xb  -»  ja  über  und  verwandle  fich  A  in  Ab  B  in  B,;    fo  ist  zu 

zeigen,  dass  auch  Aj^^fAiBjB,]  fei.  Da  nun  A  und  B  nach  dem 
Satze  zufammen  alle  Grösen  a,b,«««  des  Normvereins  und  zwar 
fowohl  A  als  B  jede  diefer  Grösen  nur  einmal  enthalten  follen,  fo 
kommen  a  und  b  entweder  beide  in  A,  oder  beide  in  B,  oder  eine 
in  A  und  die  andere  in  B  vor.     Wir  haben  nun  schon  in  206  bewiefen, 

dass  das  Enflach  [aibj  bei  diefer  Aenderung  gleich  [ab]  bleibt;  fomit 
bleibt  in  den  beiden  ersten  Fällen  fowohl  A  als  B  unverändert,  alfo 
bleibt  dann  auch  die  obige  Gleichung,  die  nur  A  und  B  enthält,  bestehen. 
Im  dritten  Falle  fei  a  in  A  enthalten,  b  in  B,  und  fei  A'  die 
Gröse,  die  aus  A  hervorgeht,  wenn  man  darin  b  statt  a  fetzt,  und  B' 
die  Gröse,  welche  aus  B  hervorgeht,  wenn  man  darin  a  statt  b  fetzt« 
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n  n 

Dann  unterscheiden  Ach  die  Flache  [A'B']  und  [AB]  nur  durch  gegen- 
feitige  Vertauschung  der  beiden  einfachen  Fache  a  und  b,    folglich  ist 

dann  nach  88  [A'B']  =  —  ^AB].     Ferner  ist  dann 

A,  =  xA  +  yA',  B,  =  xB  —  yB', 
folglich  nach  151 

Ai  =  xl  +  yl' 
Da    nun  A    und  A'    nur    Grösen    des    Normvereins    a,  b,  •  •  •   als 
einfache  Fache    oder  Faktoren  enthalten,    und  B    und  B'  die  jedesmal 
übrigen,    fo    gilt    (nach    der  Annahme)    für    ße    die    obige  Gleichung, 
d.  h.  es  ist 

A  =  £ABB],  A'  =  f A'B'B'], 

und  da  [A'B']  =  -  [AB],  auch  A'  =  —  [ABB'],  mithin 

A,  =  x[ABB]  —  y[ABB']  =  [AB(xB  —  yB')]  =  [ABBt  J. 

Endlich  ist  nach  206  fAtB|]=£AB],    indem  die  einfachen  Fache 

n  n 

von  [A|Bj]  aus  denen  von  [AB]  durch  pofitive  Kreifeländerung  hervor- 
gehen.    Alfo  ist 

I1=fAlBlB1], 
d.  h.  wenn  die  Gleichung  flir  irgend  einen  Normverein  gilt,  fo  gilt  ße 
auch  fiir  jeden  daraus  durch  pofitive  Kreifeländerung  hervorgehenden, 
und  ebenfo  auch  für  jeden  daraus  durch  negative  Aenderung  hervor- 
gehenden. Denn  nach  204  wird  die  pofitive  Kreifeländerung  in  eine 
negative  verwandelt,  wenn  man  das  Vorzeichen  von  bi  ändert,  dann 
ändert  fich  auch  das  Vorzeichen  von  Bt,  wobei  die  gefundene  Gleichung 
bestehen  bleibt.  Alfo  bleibt  die  Gleichung  überhaupt  bei  jeder  Kreifel- 
änderung des  Normvereins  bestehen,  wenn  ße  ftir  irgend  einen  Norm- 
verein gilt.  Nach  Beweis  1  gilt  ße  aber  fiir  den  Normverein  der 
ursprünglichen  Einheiten,  alfo  nun  auch  ftlr  jeden  daraus  durch  Kreifel- 
änderung abgeleiteten  Verein.  Nach  211  kann  man  aber  jeden  Norm- 
verein des  Zahlwertes  1  aus  jenem  ableiten,  alfo  gilt  die  Gleichung 
fiir  jeden  Norm  verein  vom  Zahlwerte  1. 

Satz.    Alle   bisher   aufgestellten  Sätie   behalten    ihre    Geltung,  217. 
wenn    man   statt   des   Vereins   der   ursprünglichen  Einheiten    einen 
beliebigen  vollständigen  Normverein  mit  dem  Zahlwerte  Eins  fetzt. 

Beweis.  Alle  in  den  ersten  beiden  Abschnitten  entwickelten 
Rechnungsgefetze  gelten  nach  160  auch  dann  noch,  wenn  man  statt 
der  n  ursprünglichen  Einheiten    beliebige  n  Grösen  fetzt,    welche  Viel- 
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fachenfummen  derfelben  find  und  deren  Flach  1  ist,  alfo  auch,  wenn 
man  die  Größen  eines  vollständigen  Normvereins  einfetzt.  Ferner  gil* 
nach  216  der  Begriff  der  Ergänzung  wie  er  in  128  in  Bezug  auf  den 
Verein  der  ursprünglichen  Einheiten  aufgestellt  ist,  auch  in  Bezug  auf 
jeden  Normverein  mit  dem  Zahlwerte  Eins.  Aber  auf  diefem  Begriff 
der  Ergänzung  und  den  in  den  ersten  beiden  Abschnitten  entwickelten 
Rechnungsgefetzen  beruhen  alle  Sätze  der  Innungslehre,  wie  fie  bisher 
entwickelt  worden  find.  Alfo  gelten  diefe  Sätze  noch,  wenn  man 
statt  des  Vereins  der  ursprünglichen  Einheiten  einen  Norm  verein  mit 
dem  Zahl  werte  eins  fetzt. 

Der  Begriff  des  Innenzeuges  ist  alfo  nicht  mehr  an  den  Verein  der  ursprüng- 
lichen Einheiten  geknüpft,  man  kann  vielmehr  statt  jenes  Vereins  einen  beliebigen 
Normverein  vom  Zahlwerte  eins  fetzen,  ohne  dass  irgend  einer  der  bisher  auf- 
gestellten Sätze  eine  Aenderung  erleidet.  Es  ist  alfo  der  Begriff  des  Innenzeuges 
oder  des  inneren  Produktes  nur  noch  an  den  Begriff  des  Normvereins  geknüpft, 
nnd  diefer  tritt  daher  in  den  später  folgenden  Entwickehingen  statt  des  Vereins 
der  ursprünglichen  Einheiten  hervor. 
218.  Satz.     Die  Bedingungsgleichungen  für  die  innere  Webnng  zweier 

drösen  erster  Klasse  find 

n     —  n     m-  n     — 

[epe.]  =  0,  wenn  r  £  s,  und  [erer]  =  [e8e8]  =  •  •  •=  1, 
nnd   zwar   gelten   diefelben   auch,    wenn   man   statt   der  Einheiten 
0i»  ©2>#  •  -On  einen  beliebigen  vollständigen  Normverein  fetzt. 

Beweis.  Die  Geltung  der  beiden  Gleichungsgruppen  für  die 
Einheiten  ist  in  187  bewiefen.  Alfo  gelten  fie  nach  217  auch  für 
jeden  einfachen  vollständigen  Normverein  von  dem  Zahlwerte  eins. 
Sie  gelten  aber  auch  fiir  jeden  beliebigen  vollständigen  Normverein 
vom  Zahlwerte  L  Denn  find  a,  b,  zwei  Grösen  desfelben  und  ist  X 
der  Zahlwert  des  Normvereins,  fo  dass  a  =  Aa',  b  =  Ab'  gefetzt  werden 

n    — 

kann,    wo  a'    und  b'  den  Zahlwert  1    haben,    fo   ist  [a'b'J  =  0,    alfo 

auch  [AaW]  =  0,  d.  h.  [ab]  =  0  und  [a'a]  =  l,  alfo  [a ä]  =  faa'Jtä'] 

=  A*£a'a']  =  A».  Ebenfo  fbb]  =  A*,  alfo  [aa]  =  [bb].  Die  beiden 
obigen  Gruppen  von  Gleichungen  enthalten  aber  auch  die  vollständigen 
Bestimmungsgleichungen,    d.  h.  es  herrscht  zwischen  den  Zeugen    oder 

Produkten  [erej  keine  andere  Zahlbeziehung,  als  eine  aus  jenen  beiden 
Gruppen    ableitbare.      Es    lassen    fich    nämlich    vermöge    der    beiden 

Gruppen  alle  Zeuge  oder  Produkte  [eres],  fofern  r  gleich  8  ist,    gleich 

[etej  fetzen,  während  fie  verschwinden,  fobald  r  von  s  verschieden 
ist.     Hat  man  alfo  irgend  eine  Bedingungsgleichung 
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SaP,.[erei]  =  0, 
fo  verwandelt  fie  (ich  in 

Bo,,,^!  ej  =  0, 

n      — 

alfo,  da  [exej  gleich  1  ist,  in 

Sar,r  =  0. 
Ist  aber  letzteres  der  Fall,  fo  geht  die  Gleichung 

8arj8[ere8]  =  0 
schon  aus    den    obigen  beiden  Gruppen  hervor,    fomit    enthalten   jene 
beiden  Gruppen  die  vollständigen  Bestimmungsgleichungen. 

Für  die  innere  Webung  oder  Multiplikation  zweier  beliebiger  Grösen  von 
den  Stufen  p  und  q  (q  >t  p)  lind  die  Bestimmungsgleichungen  in  den  beiden 
Gleichungsgruppen  enthalten: 

[EF]  =  0^  wenn  E  und  F  eine  der  andern  nicht  gleich  oder  untergeordnet 

£EEG]  =  [E'E'G],   wo    E,  F,  G,  E'    Flache   der    ursprünglichen  Einheiten 

find,  E,  E'  von  pter,  F,  fEG]  und  fE'G]  von  qter  Klasse  ungleich  null  find. 

Satz.  fab]==[ba].  219. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  197. 

Satz.     f(aiai  +  Wi  +  •  •  OC/Mi  +  fta2  +  •  •)]  220. 

=  ai^a^  +  0202*2- $ 

wenn  at,  a2, zu  einander  normig  find. 

Beweis.     Es  ist  [a^  +  o^  H — )(ßi*i  +  ß&i  ^ — )] 

=  h^i  +02^+.  .)(0iät  +  ß&  +  '  0]  =  [(8a«a«)(S^ab)] 
==  Sa«0*[a«ab]  (74) 

=  Saa/?a[aflaa], 
weil  aa  und  a&,  wenn  a  von  6  verschieden  ist,  nach  der  Annahme  zu 
einander    norm  ig    find,    alfo    nach    218    ihr  Innenzeug    null    ist.     Der 
letzte  Ausdruck  ist  aber 

=  Sao^aaa-  =  aifta^  -f  a2&a2l  -{ . 

Satz,     [(oa  +  «A  +  •  OQ»i»i  +  ß&  +  ••)]  =  «ift  +  *ft  +  . .,  221. 
wenn  at,  8^,-  •  •  ein  einfacher  Normverein. 

Beweis.     Nach  220  ist 

[Wi  +  c^aa  H )(^,a1  +  ß^  +  •  •)] 
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Da  aber  a^a*,  •  •  •  ein  einfacher  Normverein  find,  fo  ist  a,i= aj-=  •  •  =  1 , 
alib  der  gefundene  Ausdruck 

=  «101  +  «2P2  H • 

222.  Satz.     Wenn  aiv  a2,*  •  •  zu  einander  normig  Und,  fo  ist 

(a,  +  a2+..)^  =  a12-  +  a2l  +  ... 
Beweis.     Unmittelbar  aus  220. 

223.  Bat*,     (a  +  b)i  =  ai  +  2[ab]  +  b*. 
Beweis.     Es  ist 

(a  +  b)i=[(a+  b)"a+  b)] 

=  [aa]  +  [ab]  +  [ba]  +  [b  b]  (74 ), 

alfo  nach  218 

=  ai  +  2{ab]  +  bi. 

224.  Satz,     (a  +  b  +  c)i  =  a*  +  b*  +  c±  +  2£b7j  +  2[c7]  +  2[ab]. 
Beweis  wie  in  223. 

Die  Sätze  222  bis  224  enthalten,  auf  den  Raum  bezogen,  den  Pythagoreischen 
Lehrratz  nebst  feiner  Erweiterung  für  die  Ebene  wie  für  den  Raum. 

225.  Satz.  Wenn  die  Gebiete  von  A  und  B  zu  einander  allfeitig 
normig  find,  und  C  eine  beliebige  Gröse  von  niederer  oder  gleicher 
Klasse  wie  B  ist,  fo  ist 

[AB(ÄC)]  =  A'[BC]  und 

[CArBA)}  =  A2[CB]. 

Beweis.  1.  Es  fei  ein  Norm  verein  mit  dein  Zahlwerte  1  an- 
genommen, dessen  Gröseu  fich  auf  die  Gebiete  A  uud  B  verteilen, 
und  fei  derfelbe  zu  einem  vollständigen  Normvereine  ergänzt.  Dann 
ist  C  als  Vielfaehenfumme  der  Geschiedsilache  (inultiplikativen  Kom- 
binationen) der  Grösen  jenes  Normvereins  ableitbar.     (106.  109). 

Es   fei    0  =  ^,0,4-  y2C2  H ,    ferner    fei  A  =  aA,,    B  =  ßB^ 

wo  At,  B,  Geschieds flache  (kombinatorische  Produkte)  der  Grösen  des 
Normvereins  find,  fo  ist 

[ABfACj]  =  a'tfAtB,  {*&&  +  y*C2  +  .  •))] 

=  oVjr,  [AtB^A,^)]  -i-  aVyJfA1BirAlCi)]  -\ . 

n  — . 

Aber  [A,B,  (A,Cr)]  ist,  wenn  At,  B£,  Cr  Einheiten  höherer  Klasse^ 
d.    h.  Geschiedstlache    der    ursprünglichen    Einheiten    find,    nach     190 

gleich  £BACr].     Dasfelbe  findet    aber  nach  217  auch  noch  statt,    wenn 
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jene  Grösen  Geschiedsflache  der  Grösen  eines  einfachen  Normvereins 
And,  alfo  auch  in  diefem  Falle.     Somit  wird 

f AB(AC)]  =  a'ßyfac,]  +  o^B.C,]  + . . . 

=  a*ß[Bl~ylCl  +  y2Ci  +•••)] 

=  a»/9[B,C]. 
Da  Dun  Ai  ein  Geschiedsflach  von  Grösen  eines  einfachen  Norm- 
vereins ist,  fo  ist  At-  =  1  und  ist  der  gefundene  Ausdruck 

=  aWfBiC]  =  (oAo^iCJ 

=  A2{BC]. 
2.     Auf  gleiche  Weife  ergiebt  fich  die  zweite  Formel  des  Satzes. 

Satz.    Das  Innenzeug  oder  innere  Produkt  zweier  Orösen  ändert  226. 
feinen  Wert  nioht,    wenn    man  statt   der   einen  Grftse    ihre  nonnige 
Zurtickleitung  auf  das  Gebiet  der  andern  fetzt,  d.  h. 

[AB]  =  [AB'J  und 

[Bl]  =  [B'A], 
wenn  B'  die  normige  Zurückleitung  von  B  auf  das  Gebiet  A  ist  und 
alfo  A  von  gleicher  oder  höherer  Klasse  als  B  ist. 

Beweis.  Es  fei  das  Hauptgebiet  von  nter  Stufe,  A  von  mter, 
B  von  pter  Klasse,  fo  kann  man  nach  212  einen  vollständigen  Norm- 
verein a!,«  •  •  *an  fo  annehmen,  dass  m  feiner  Grösen,  etwa  ai,«  •  •  «am, 
in  A  liegen,  und  fein  Zahlwert  1  fei.  Die  p  Fache  oder  Faktoren, 
von  B  und  dann  nach  207  als  Vielfachenfummen  von  a^-'-an  dar- 
stellbar, alfo  ist  B  eine  Vielfachenfumme  der  Geschiedsflache  (mul- 
tiplikativen  Kombinationen)  von  a^-'-a»  zur  pten  Klasse.  Diefe 
Geschiedsflache  feien  Bj,  B2,-  •  Bq,  Bq  +  x,-  •  •  Br,  wo  Bj,- •  Bq  die 
Geschiedsflache  aus  at, — am  feien;  und  fei 

B  =  /?tB,   -f +  /JqBq  +  /Jq  +  lBq  +  i*  '  •  •  +  ft3r, 

fo  find  nach  188  und  217  die  Zeuge  [ABq  +  ,],-"{ÄBJ  alle  gleich 
null,  da  jede  der  Grösen  Bq  +  1  bis  Br  folche  Fache  oder  Faktoren 
enthält,  die  in  A  nicht  vorkommen,  und  diefe  Grösen  alfo  der  Gröse 
A  nicht  gleich  oder  untergeordnet  find,  alfo  wird 

[AB]  =  jS,[ABJ+...-|-ft[ABq] 

=  [A7^B,  +■•••+ ftB,)]. 
Aber    nach    179    ist  0,B,  +  •••-f-/JqBq    die  Zurtickleitung  von  B 
auf  das    Gebiet    aj,---am,    mit    Ausschluss   des    Gebietes    am+1,-am, 
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letzteres  Gebiet  ist  aber  nach  216  die  Ergänzung  des  ersteren;  alfo 
ist  /^B,  -{-  •  •  •  •  -f-  /SqBq  die  normige  Zurückleitung  von  B  auf  das 
Gebiet  al5-"*am,  d.  h.  auf  das  Gebiet  von  A,  alfo  gleich  B'  und  fomit 

[AB]  =  fAB']. 

n     »  n       — 

Aus  gleichem  Grunde  ist  [BA]  =  [B'A]. 

227.  Satz.  Wenn  man  in  einem  Innenzeuge  oder  innern  Produkte 
zweier  Grösen  gleicher  Klasse  die  eine  auf  das  Gebiet  der  andern 
normig  zurückleitet,  und  diefe  Znrtiokleitnng  fo  wie  die  Gröse,  auf 
deren  Gebiet  znrttckgeleitet  ist,  durch  ein  und  dasfelbe  Mas  misst, 
dessen  Zahlwert  Eins  ist,  fo  ist  das  Zeug  der  beiden  Messungs- 
Bruche  gleich  dem  gegebenen  Innenzeuge  oder  innern  Produkte, 
d.  h.  es  ist 

[AB]  =  aß',  wenn  A  =  ctE, 
und  die  normige  Zurückleitung  B/   von  A  auf  B  gleich  ß'E,    wo  der 
Zahlwert  von  E  gleioh  Eins  ist. 
Beweis.     Nach  198  ist 

[AB]  =  [AB']. 

Es  fei  E  ein  Gebietsteil  von  A  mit  dem  Zahlwerte  Eins,   und  fei 

A  =  ceE,  B'  =  /J'E,  fo  ist  [AB']  ==  a£'[EE]  =  aß'El  =  aß',  da 
Ei=l  ist. 

228.  Erklärung.  Wenn  A  ein  Geschiedsflach  (eine  multiplikative 
Komplexion)  aus  a,,  a2,  -an  ist,  fo  heist  das  Geschiedsflach  B, 
welches  die  fämmtlichen  in  A  nicht  enthaltenen  gegebenen  Grösen 
erster  Stufe  enthält,  und  mit  einem  folchen  Vorzeichen  (+)  verfehen  ist, 

xx  n 

dass  [AB] »[aiaj-an]  ist,  das  zu  A  ergänzende  Geschiedsflach. 

229.  Satz.     Wenn  A  (Alpha)    mit   A  von  gleicher  Klasse,    B  (Beta) 

aber  von  gleicher  oder  niederer  Klasse  ist  als  B,  und  [AB]  £  0  ein 
Enflach  von  Grösen  erster  Klasse  ist,  auch  A,  Alf —  die  Gesohieds- 
flache  (multiplikativen  Komplexionen)    aus  den  Grösen   erster  Klasse 

n 

von  [AB],  und  B,  B,,-  die  zu  A,  A,,--  ergänzenden  Geschiedsflache 
find,  fo  ist 

(a)  [ABTaB)]  =  [AA(BB)]  +  [AjcB^)]  +  •  ■  •  und 

(b)  \baJBA)]  =  [bB(AA)]  +  [BB^AArf  +  •  ■  ■. 

Beweis.     1.     Es    feien    zunächst    die    Grösen    erster    Klasse*     in 

n 

[AB]  alle  zu  einander  normig.     Da  A    von  gleicher  Klasse    mit  A  ist. 
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fo  ist  es  als  eine  Vielfachenfumme  aus  den  Geschiedsflachen  A,  A,,-  •  • 
darstellbar.     Es  fei  alfo 

A  s=  aA  +  c^A,  -\ , 

fo   ist 

[AB(AB)]  =  [AB~(aA  +  ^A,  +  . .  -)BJ] 

=  a[ABjAB)]  +  afiABlAiB)  +  - . .. 
Da    nun    nach    der    Voraussetzung    B,  Bx,  •  •  •    die    ergänzenden 

Geschicdsflache  zu  A,At,..  find,  fo  ist  nach  228  [AB]  ==  [A^,]  =  •  ., 
und  erhalten  wir  die  Gleichung 

n[ABiAB)]  =  a[AB7A#)]  +  0,^8,  (A,Bj]  +  •  •  •. 

n 

Da  ferner  die  einfachen  Grösen  in  [AB]  alle  zu  einander  norm  ig, 

n 

auch  diefelben  find  mit  denen  von  +  [AjBJ  u.  f.  w.  nach  der  An- 
nahme, fo  ist  A  zu  B  allfeitig  normig,  und  ebenlb  At  zu  Bi  u.  f.  w. 
Folglich  ist  nach  225  der  zuletzt  gewonnene  Ausdruck 

=  aAi[B5]  +  a.A^B]  +  •  •  •. 

Nun  ist  aber  [ArA]  =  [Ar(aA  +  «iA,  +•••)]  =  «rAr-,  weil  Ar 
mit  den  zu  ihm  normigen  Grösen  A,  Aj,-  •  •  ausgenommen  Ar,  innerlich 
gewebt  oder  multiplizirt,    null  giebt  nach  188,  217.     Alfo    kann    man 

in  dem  vorher  gefundenen  Ausdruck  [ArA]  statt  arAr^  fetzen  und 
jener  Ausdruck  wird 

=  [a2j?b5]  +  [a^Ib.b]  + . .  .=1a2(b5)]  +  Ja^S)]  +  .  • ., 

d.  h.  die  Formel  (a)  gilt  für  unfere  Vorausfetzung. 

2.     Die  Formel  (a)    gilt  alfo,    wenn   die  Grösen    erster  Klasse  in 

n 

[AB]  alle  zu  einander  normig  find,  Re  bleibt  aber  auch  noch  bestehen, 
wenn  man  diefe  Reihe  von  Fachen  oder  Faktoren  nach  110  linig 
ändert,  d.  h.  statt  irgend  eines  Faches  a  fetzt  a  -f  0b,  wo  ß  eine 
Zahl  und  b  einer  der  andern  Fache  ist.     Hierbei  behält  nach  111  das 

n 

Zeug  oder  Produkt  [AB],  alfo  auch  die  linke  Seite  unferer  Formel, 
denfelben  Wert.     Betrachtet    man    nun    irgend   ein  Glied    der  rechten 

Seite,  z.  B.  [Ar^(BrB)],  fo  können  a  und  b  entweder  beide  in  Ar 
vorkommen,  oder  beide  in  Br,  oder  eins  in  Ar,  das  andere  in  Br. 
In  den  beiden  ersten  Fällen  bleibt  fowohl  der  Wert  von  Ar  als  der 
von  Br  unverändert,  alfo  auch  das  betreffende  Glied.     Im  letzten  Falle 

kommt  dafdr  noch    ein    anderes  Glied  [AaA(B*B)]    vor    von    der  Art, 

B.  QrMsmann,  Auadebnuogslebre.  P 
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dass,  wo  das  eine  der  Zeuge  oder  Produkte  Ar  und  A«  den  Fach 
a  enthält,  das  andere  den  Fach  b  enthält,  und  dass  die  Zeuge  Br 
und  B«,  da  fie  die  jedesmal  dem  Ar  und  A«  fehlenden  Fache  enthalten, 
in  derfelben  gegenfeitigen  Beziehung  zu  einander  stehen,  alle  die  Zeuge 
im  Uebrigen  aber  diefelben  Fache  enthalten.  Es  kommt  alfo  a  in 
einer  der  Grösen  Ar  und  A«  vor:  es  mag  a  in  Ar  vorkommen.  Nun 
fei  A'  die  Gröse,  welche  aus  Ar  hervorgeht,  indem  man  darin  b  statt 
a  fetzt,  und  B'  die  Gröse,  welche  aus  Br  hervorgeht,  indem  man  darin 
a  statt  b  fetzt.  Dann  enthält  al.o  A'  diefelben  Fache  wie  Aa  und  B' 
wie  B« ;  es  find  alfo  nach  91  dann  A'  und  B'  den  Grösen  Aa  und  Bs 

b  n 

entweder  gleich  oder  entgegengefetzt.  Da  [A'B']  aus  [ArBr]  durch 
Vertauschung  der  beiden    einfachen  Fache  a  und  b  hervorgeht,    fo  ist 

nach  88  [A'B']  =  —  [ArBr]  =  -  [A*BJ,  da  [A,B,]  =  [ArBrJ  nach  der 
Annahme  ist.  Wenn  alfo  A'  =  +  A«  ist,  fo  ist  B'  =  +  B«.  Wenn 
man  nun  die  linige  Aenderung  von  a  in  a  +  jSb  einführt,  fo  verwandelt 
fich,  da  Br  und  A'  kein  a  enthalten  und  alfo  unverändert  bleiben, 
während  Ar  in  Ar  -f-  ßA'   und  B'  in  B'  +  ßBr  fich   verwandelt,    auch 

Url&rB)]  +  IKA(BBB)]  =n[Arl(Br5)]  —  \a.'1(WB)]  in 

[((Ar  +  /JA'j3j(Br5j]— t A'laB'  +  ßBjB)]  -  \ArA(BrB  J— [A^ffS)] 

+  ß[A'A(BrB)]  —  ßlA'lt&B)]  =  [AtA(BtB))  -  [A'2(Br'5j], 
d.  h.  der  Wert  jener  Summe  bleibt  ungeändert.  Es  bleibt  fomit  die 
ganze  rechte  Seite  unferer  Formel  bei  jener  linigen  Aenderung  un- 
geändert, indem  die  Glieder  entweder  einzeln  ungeändert  bleiben  oder, 
wenn  Cie  geändert  werden,  fich  zu  Gliederparen  gestalten,  deren  Summe 
ungeändert  bleibt.  Da  fomit  beide  Seiten  der  Formel  bei  liniger 
Aenderung  ungeändert  bleiben,  fo  bleibt  die  Formel,  wenn  fie  filr 
irgend  eine  Reihe  von  Fachen  gilt,  auch  bei  deren  liniger  Aenderuns 
bestehen. 

3.     Die    Reihe    von    Fachen    a,   b,'«»»    fei    endlich    eine    ganz 

beliebige,  nur  fei  ihr  Enflach  [AB]  £  0,  fo  lässt  fich  nach  212  stets 
eine  Reihe   zu    einander   normiger    Grösen  erster   Stufe    aj5  aj,-.-  an- 

n  n 

geben,  von  der  Art,  dass  [ab-  •  .]  =  [ax  a^»  •  •],  Dann  lässt  fleh  aber 
nach  113  die  Grösenreihe  a,  b,-»«  aus  al9  afc>,  •  •  •  durch  linige 
Aenderung  ableiten.  Nun  gilt  nach  Beweis  1  unfere  Formel  filr  dk 
Reihe  der  zu  einander  normigen  Fache  al5  a*,«  •  •,  alfo  nach  Beweis  2 
auch  filr  die  durch  fortgefetzte  linige  Aenderung  daraus  hervorgehende 
Reihe  von  Fachen,  alfo  auch  für  a,  b,«  •  •,  d.  h.  allgemein. 
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230—231. 


Erklärung.     Die  Summe  &[AaA(Bf>B)-  .(Ii^)(MmM)]  230. 

bezeichnet    die    Summe,    welche    man    erhält,    wenn    man    aus    den 

n 

Grösen  erster  Klasse  des  Zeuges  [AB  •  •  M]  die  Oeschiedsflache  zur 
fovielten  Klasse  entwickelt,  als  die  Klasse  von  A  beträgt,  und  jedes 
folches  Geschiedsflach  als  eine  der  Grösen  Aa  fetzt,  wenn  man  dem- 
nächst zu  jedem   diefer  Oeschiedsflache,   aus  den   in  ihm  nicht  vor- 

n 

kommenden  Grösen  erster  Klasse  des  Zeuges  [AB  •  •  M]  die  Oeschieds- 
flache zur  fovielten  Klasse  entwickelt,  als  die  Klasse  von  B  beträgt 
und  jedes  folches  Geschiedsflach  als  eine  der  Grösen  B*  fetzt  und  fo 
fortfährt    bis    zu    Mm,    endlich    das    Vorzeichen    fo    bestimmt,    dass 

[AoB6-  •  -Mm]  =  [AB- .  -M]  ist. 

AU  Beispiel  möge  gelten  [ABC]  =  t(ab)(cd)e].     Hier  ist  jene  Summe  die 
Summe  von: 

|  bc,  ad,  c  be,  ac,  d  ce,  ab,  —  d 

!  bc,  ae,  —  d  be,  ad,  —  c  ce,  ad,  b 

'  bc,  de,  a  be,  cd,  a  ce,  bdv  —  a 

bd,  ac,  —  e  cd,  ab,  e  de,  ab,  c 

bd,  ae,  c  cd,  ae,  —  1)  de,  ac,  —  b 

bd,  ce,  —  a  cd,  bc,  a  i  de,  bc,  a. 

Satz.     Wenn  A  und  A  von  gleicher  Klasse  find,  ebenfo  B  und  231. 
B,  r  und  C  u.  f.  w.,   M  aber  von  gleicher  oder  niederer  Klasse  ist 

wie  H  und  [AB-  •   LM]  £  0  ein  Enflach  von  Grösen  erster  Klasse  ist, 

ii 
auch  [AaB& LfMm]  diefelben  Grösen  erster  Klasse  als  Fache  oder 

Faktoren  enthält  wie  [AB- • -LM],  nur  in  anderer  Folge,  und  zwar 
in  der  Art,  dass  beide  Zeuge  einander  gleich  find,  auch  ferner  Aa 
oben  fo  viel  Grösen  erster  Klasse  als  Fache  oder  Faktoren  enthält 
wie  A,  Be  wie  B  u.  f.  w.,  fo  ist 

[AB-   IMTaB-  -AM)]  ==  &[AaA(Bf>B) .  '(LtA)(lKmM)l 
Beweis.     Für  zwei  Fache  oder  Faktoren    ist  der  Satz    bereits  in 
229  bewiefen,  denn  es  ist  nacb  229 

[ABjAB)]  =  [AA(BB)]  +  [A.A^B)]  +  •  . . 

=  BlA«2(Bs5)]. 
Wendet  man  diefen  Satz  wiederholt  an,  fo  kommt  man  zu  dem  Satze 
für  beliebte  viele  Fache   oder  Faktoren.     Zunächst    nämlich  kann  man 


ab,  cd,  e 
ab,  ce,  —  d 

ab,  de,  c 

ac,  bd,  —  e 
ac,  be,  d 
ac,  de,  —  b 


|  ad,  bc,  e 
ad,  be,  —  c 

ad,  ce,  b 

ae,  bc,  —  d 
ae,  bd,  c 
ae,  cd,  —  b 


das  Zeug   oder  Produkt  [AB 
Faktoren  A  und  [BC 


•  LM]  als    aus   den   zwei  Fachen   oder 


LM]  bestehend  anfehen.     Dann  wird 

8* 


232.  Äusdehnungslelire.  1 1  ß 

[AB-  • .  -LM04J5-  •  -AM)]  =  [A(BC  -  .LM)7^(Br-  ■  -AM)] 

=  8[Afl2(BC. .  -LMM^r- •  -  -AM)]. 
Der  gefundene  Ausdruck  ist  aus  demfelben  Grunde  wieder 

=  St A«3(B»5xOD •  •  •  LM)dr^ . . . AM)}- 
und  fetzt  man  dies  fort,  fo  erhält  man  zuletzt 

=  S[A«2(B*5) ....  (Li^CMwM)]. 

232.  Satz.     Wenn  in  dem  Innenzeuge  oder  innern  Produkte 

n  — 

[AB-  •  '(AB-  • .)]    die    Grösen   A    und  A    von    gleicher   Klasse    findy 
ebenfo  B  und  B  und  fo  fort,  fo  ist 

f A'B'  •  •  •  ] 
[AB....(^f?....)]=^ J, 

[AB....] 

wo  A'  =  S[AalAa],    B'  =  S[B*5b&]   u.   f.   w.,    und   wo    die    Aa    die 
Geschiedsflache  ans  den  einfachen  Fachen  oderTaktoren  des  Enflachea 

m 

n 

[AB**.]  snr  fo  vielten  Klasse  find,   als  die  Klasse   von  A   beträgt 
und  entsprechend  die  B*  u.  f.  w. 

Beweis,     Nach  231  ist 

[AB JäB-  •  •)]  =  S[A«2(B&5) ],  wo 

[AaB&-.-]  =  [AB ]  ist. 

Da  nun  A   mit  A  von   gleicher  Klasse  ist,   alfo   auch  Aa   mit  At 

fo  ist  nach  195  [AAA]  eine  Zahl  und  aus  gleichem  Grunde  [BtJ3],  u.  f.  w. 
Folglich  ist 

S? Aj(ßt>5)  •  •  •  ]  =  S  [AaACBtB) .  • .  ]\ AflBa  •  •  •  ] :  [AaB& . .  -  ]. 

Alfo,  da  [AaB&-  •  •]  gleich  [AB-  « .]  ist, 

=  S[A<5(B*Ä).  .][AÄB6.  •] .  [AB-  .]. 
Oder,   da   nach  71    die  Zahlfache  beliebigen   Fachen  eines  Zeuges   zu- 
geordnet werden  können, 

=  8([Afl2]A«. .  .fB6Ä]B*.  •  •)  :  [AB-  •]. 

n 

Hier  enthält  nach  231  in  jedem  Zeuge  [AaB*-..]  Aa  andere 
Fache  erster  Klasse  als  Bb,  u.  f.  w.  Da  nun  aber  die  Zeuge,  in 
denen  Aft,  Bb,  •  •  •  gleiche  Fache  erster  Klasse  enthalten,  null  find,  fo 
können  wir  diefe  Zeuge  zu  dem  obigen  Ausdrucke  hinzufügen, -und 
erhalten  dann  nach  75  den  Ausdruck 
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=  [(StA^AjHSfeBB,]) •  •]  :  [AB-  .], 

fAB-..] 

Satz.  Bas  Innenzeug  oder  innere  Produkt  zweier  Grösen  mter233. 
Klasse  A  =  abc--*  und  B  =  a'b'o'---,  deren  jede  ans  m  einfachen 
Fachen  besteht,  ist  gleich  der  Flachtansche  oder  Determinante  (4) 
ans  m  Beihen  von  je  m  Gliedern,  die  man  erhält,  wenn  man  nach 
der  Ordnung  jeden  einfachen  Fach  von  A  ipit  jedem  von  B  zu 
einem  Innenzeuge  knüpft,  d.  h.  es  ist 

[abc-  •  Ta'bV.  -.)]==  ^  l  [•»'].  [ab'],  [a?],-  • 

'[ba']>  [bP],  [bc'],.. 

Ifca'],  leb'],  [c?],.. 


=  8  +  (aa/Jbyc---)» 

wo  dj  =  [aa'],  a2  =  [ab'],  a3  =  fac'],  •  •  • 

fl%  =  JW],  ft  =  [bP],  ft  =  [bP],  •  •  • 

yi  =  [cä?],  fr  =  [cP],  y3  =  f ei?],  •  -  • 
u.  f.  w. 

Beweis.     Nach  232  ist 

tW..TaW...)]  =  E4^^-), 
[abc---] 

wo  a,  =  [aa  a]  -f  [ba'b]  +  [ca'c]  -\ =  0|af  ßtb  +  ftc  +  • 

1»,  =  Jab'a]  +  [bb'b]  +  [cb'c]  +  •  •  •=  B,a  -f  ß2b  +  y*c  + 

c,  =  [ac'a]  +  [bc'b]  -f-  [c?c]  H =  o3a  +  ß3b  -f  y9c  +  • 


ist.     Aber  nach  98  ist  [aib^...] 

=[(a,a+/?,b  +  y,c+  •  .Kaja+ftb  +  ftc-'r  •  -)(«3a  +  ftl)+y3C+ •  •)•  •] 

=  ^'[abc . .  •  ]  =  S  +  (a*ßty<  •  •  •  )[abc .  •  ]. 
Alfo 

i:abc..Taw...)3=fan'b'ct---]=s+(a<;tyt---)tabc'--J 

[abc---]  [abc»««] 
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234.  Sats.    [ab  (a'b')]  =  [aa'(bb')]  —  [ab'(a'b )]. 

235.  Bat«.    Jab]l  =  albi  — [ab]'. 

236.  Satz.    j>bc]i  =  aibici  —  a^bc]  ■'  —  bi[cä]»  —  c^ab  ]* 

+  2[ab  (bc)(cä)]. 

237.  Bat«.     [abod]2  =  d{  ai,  [ab],  jac],  [ad] 

fbä],  bi,  [b7],  [bd] 

[oä],  [ob],  d,  [cd] 

[da],  [db],  [do"](  dl. 
Die  Sätze  234  bis  237  folgen  unmittelbar  aus  233,  wenn  mau  beachtet,  dass 
nach  177  a'"b="a'b  u.  f.  w. 

238.  Satz,     [abc]  =  [ach]  —  [bca]. 

239.  Satz,     [abcd]  =  [ad(bc)J  -f  [bd (oa)]  -(-  [cd(ab)]. 

240.  Satz,     [abodl]  =  [ae(bcd)]  +  [be(cad)]  +  [oe(abd)]  -f  [d"e(cba)]. 

Die  Sätze  238  bis  240  folgen  wieder  unmittelbar  ans  231  oder  233,  wenn 
man  in  238  c,  in  239  d  u::<!  in  240  e  als  zweiten  Fach  des  innera  Zeuges    oder 

Produktes  [AB]  betrachtet  und  diefern  Fache  noch  1  als  zweiten  Fach  zufügt 
und  demnächst  beachtet,  dass  nach  den  Gefetzen  der  Flachung 

[ab]  =t  —  [ba],  [a(bc)]  =  [b(ca)]  =  [c(ab)]  und 

[a(bcd)]  =  [b(cad)]  =  [c(abd)]  =  fd(cba)]  ist. 

241.  Satz.  Wenn  man  aus  einer  Eeihe  von  n  Grösen  erster  Klasse 
a,,  a2)-  an  die  Geschiedsflache  (mnltiplikativen  Komplexionen)  A,  At,  •  •  - 
zu  irgend  einer  Klasse  (der  mten)  bildet,  und  jedes  derfelben  mit 
dem  ergänzenden  Geschiedsflache  B,  Blf«  •  ■  zu  einem  Innenzeuge  oder 
innern  Produkte  knüpft,  fo  ist  die  Summe  diefer  Zeuge  null,  d.  h. 
es  ist 

[AB]  +  [A1B1]  +  .--=0. 

Beweis.  1.  E*  fei  zuerst  angenommen  m  ^>  n  —  m.  Der 
Fach  A  hat  als  Geschiedsflach  (multiplikative  Komplexion)  von 
aM-  •  -an  die  Form 

A  =  [araa a»], 

wo  r,  s, •  • -z  beliebige  m  verschiedene  unter  den  Zahlen  l-««n  find. 
Der  Fach  B  muss  als  ergänzendes  Geschiedsflach  zu  A  diejenigen 
n  —  m  unter  den  Grösen  ai  •  •  •  an  als  Fache  enthalten,  welche  unter 
den  Grösen  af,  a$,  •  •  -az  nicht  vorkommen.    Es  feien  dies  ar',  a*',- » •  •  v* 


119  Die  normige  Zurückleitung.  241. 

fo  dass  alfo  B  =  ( — lJPfva,"  •  -a^]  ist.  Ferner  muss  das  durch 
( —  1)p    angedeutete  Vorzeichen   nach  229  fo    bestimmt   werden,   dass 

n  n 

[AB]  =  [a,  •  • -an]  wird,  d.  h.  dass 

n  n 

(—  l)P[arafl-  -  -auav  •  •  -a^a^ag"  •  -0*]=  [a^ an]  ist.    Von  (a) 

n       — 

gleicher  Form  find  die  fämmtlichen  übrigen  Zeuge  [A4B,]  u.  f.  w. 
Sollen  die  Geschiedsflache  A,  B,  Aj,  Bi,---  wohlgeordnete  fein,  fo 
hat  man  noch  die  Bedingungen  hinzuzufügen,  dass  r<s<-  •  •  <C  u  <C  v  «< 
•  ■  •  -<  z  und  r'  <z  s'  <:•••<:  u'  fei.  Fügen  wir  diefe  Bedingung  hinzu, 
fo  wird 

[AB]  +  [AiB,]  -\  •  •  .==  S(— l)P[aras-  •  -auav  . .  ^(W**- .  *«0]. 
Fassen  wir  hier  aT •  •  •  »a^  zu  einem  Fache  oler  Faktor  zufammen 
und  fügen  dem  zweiten  Fache   des  Innenzeuges   an  letzter  Stelle   noch 
den  Fach  1  hinzu,    fo  wird  die  Bedingung  von  231  erfüllt,    alfo  wird 
der  obige  Ausdruck 

[ABJ-HA^] -|-  •  -=S(-1)P KvCa^O-  -(au7u0(avaw  .  .  a,)],  (b) 
wobei  noch  die  Gleichung  (a)  bestehen  bleibt,  und  auch  die  Be- 
dingungen r'  <:  s'  <:•••<:  u'  und  v  <:  w  <!•••<:  z  geltend  bleiben, 
hingegen  die  Bedingung,  dass  r  <c  s  <;•••<;  u  fei,  wegfällt^  und  die 
Summe  (ich  auf  alle  unter  jenen  Bedingungen  möglichen  Glieder  bezieht. 
In  diefer  Summe  find  nun  alle  Glieder  parweife  einander  entgegen- 
gefetzt und  heben  fich  alfo.     Sei  nämlich 

(—  l)P[arMasaa0 (auM(ayaw a,)] 

eines  dieser  Glieder,  wo  die  Zeiger  bestimmte  (von  einander  ver- 
schiedene) Werte  haben,  die  den  obigen  Bedingungen  genügen,  und 
wo  nach  dem  Obigen  p  einen  folchen  Wert  hat,  dass  die  Gleichung 
(a)  erfüllt  wird.  Da  die  Zeiger  r,  r',  6,  s', •••u,  u'  alle  von  einander 
verschieden  find,    fo    wird  irgend   einer  der   kleinste   unter   ihnen    fein 

müssen,  dies  fei  r,  fein  Flach  [arV]-  Dies  angenommen,  vertausche 
man  r  und  r'  und  ändere  das  Zeichen,  fo  erhält  man  einen  Ausdruck 

(__  1)p  +  ifa^Casa.0 (auä^Xa^aw  •  •  •  a,)],  (C) 

fo  foll  gezeigt  werden,  dass  auch  diefer  Ausdruck  gleichfalls  als  Glied 
in  der  obigen  Summe  (b)  vorkommt.     Sollte   der  Zeiger  r  gröser  fein 

als   «',    fo   gebe   man    dem    Flache  [a^a,.]   unter   den    übrigen   Flachen 

n     — •  n      — . 

[a8aB']  •  •  •  •  [a^u«]  eine  folche  Stellung,  dass  die  Bedingung  erfüllt  wird, 
vermöge  welcher  der  zweite  Zeiger  in  jedem  diefer  Flache  kleiner  fein 
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foll    als   der  zweite   Zeiger    des  nächst   folgenden   Flaches.     Es    werde 

n      _ 

diefe  Bedingung  erfüllt,  wenn  man  das  Flach  [a^a,]  um  d  Stellen  nach 
rechts  rückt,  was  gestattet  ist,  da  alle  diefe  Flache  Zahlen  find.  E* 
ist  nun  noch  zu  be weifen,  dass  auch  die  durch  Gleichung  (a)  aus- 
gedrückte Bedingung  für  da«  fo  hervorgehende  Glied  gilt,  d.  h.  das? 
lie  noch  bestehen  bleibt,  wenn  man  in  ihr  ]>  -f-  1  statt  p  fetzt,  auf 
der  linken  Seite  ar'  mit  ar  vertauscht  und  diefe  beiden  Fache  um  d 
Stellen    nach    rechts    rückt.     Das   Zeug,    welches    auf  diefe  Weife  au* 

( —  l)plartts*  •  '*u&v  *  •  -ttza^a^-  •  »au«]  hervorgeht,  heise  D;  fo  ist 

n 

D  =  ( —  l)P  +  i[aT«aS'  •  -auav  -  •  -a^ag"  ■  -au<]. 
Denn  man  kann  in   diefem  Flache  D    die   Faktoren  ar  uud    ar<    gleich- 
zeitig wieder  um  d  Stellen  zurückrücken,  ohne  dass  fich  nach  89  der 
Wert  des  Flaches  äudert.     Ferner   ist   der   lelzte   Ausdruck   nach    88. 

wenn  man  ar  und  a^  vertauscht, 

ii 
D  =  —  (  —  Ijp  *•  ^arag-  •  ■  -auav  •  •  «aja^a^-  ■  -a^] 

n 

=  C~-  lJp[«paÄ auav  •  •  -a»^.  •  -au«] 

n 

=  [»1^2  •  •    «u]  (.nach   a). 

Alfo  ist  jener  Ausdruck  (c)  allen  Bedingungen  unterworfen,  denen 
die  Glieder  der  Summe  (b)  unterworfen  find,  ist  alfu,  da  jene  Summe 
alle  Glieder  enthält,  die  jenen  Bedingungen  genügen,  felbst  ein  Glied 
jener  Summe.  Dies  Glied  hebt  fich  nun  mit  dem  zuerst  betrachteten 
Gliedc  auf;  denn 

n     _  _  _ 

(—  l)p[arar<asaao-  •  -(»u»^^^ .  .  .aj] 

-f  (—  ljp  +  ,[ar*ar(a8as0-  •  •(auaa00ir*»  •  •  .a£)]  =  0, 

da  (  -  i)P+l  =  —  ( —  1)P  ist  und  [a^aj  ==  [»rV]  i»t  nach  197.  Auf 
gleiche  Weife  findet  fich  zu  jedem  Gliede  jener  Summe  ein  ihm  zu- 
gepartes,  weiches  fich  mit  ihm  aufhebt;  alfo  ist  jene  Summe  null 
alfo  auch  das  diefer  Summe  gleiche 

[AB]  +  fA.B.J  -I =  0. 

2.  Wenn  m  <  n  —  in  ist,  fo  ist  nach  192,  wenn  noch 
m(n  —  m  —  1)  —  c  gefetzt  wird, 

[AB]  +  [A.B.]  +...=  (-  1)  ~[BÄ]  +  (-  I  )«f B»!,]  +  .  . . 

=  (-  O'Tt'BÄ]  +  fß.Ä,]  +  •  •  •  .)      (H8>. 
Hier  ist  nach  Beweis  1  die  in  Klammer  geschlossene  Summe  0,  alfo 

[AB]  +  l AjB,  ]  f  •  •  •  =  (—  1)« (0)  =  0  ( 127), 
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Satz.     [ab(cd>]  +  [to(db)]  +  [ad(bc)]  =  0.  242. 

Satz,     [abc]  -f  [bca]  -f  [cab]  =  0.  243. 

Satz,     [abcd]  —  [boda]  +  [edab]  —  [dabo]  =  0.  244. 

Der  Satz  242  folgt  unmittelbar  aus  241.  Die  Sätze  243  bis  244  folgen 
ebei.fo,  wenn  man  im  ergänzenden  Geschiedsflache  statt  der  Grösen  a,  b,  c,  d 
das  Flach  derfelben  mit  1  fetzt. 

Satz.  Wenn  man  ans  einer  Reihe  von  4m  Grösen  erster  Stufe  245. 
ar'-ajm  die  fämmtlichen  Geschie  dsflache  (multiplikativen  Kom- 
plexionen) A,  B,  C,  •  •  zur  2m  ten  Klasse,  welche  eine  diefer  Grösen, 
z.  B.  at  enthalten,  bildet,  und  jede  derfelben  mit  den  ergänzenden 
Geschiedsflachen  A',  B',  C,  •  •  •  zu  einem  Innenzeuge  knüpft,  fo  ist  die 
Summe  diefer  Zeuge  null,  d.  h. 

[AA']  +  [HB']  4 =0. 

Beweis.  Da  A."  B.  •  •  •  die  fämmtlichen  at  enthaltenden  Geschieds- 
flache  aus  4m  Elementen  zur  2m  ten  Klasse  find,  fo  fiud  ihre  ergänzenden 
Gebehiedsf  lache  A',  B',-*«  die  fammtlichtMi  Geschiedsflache  aus  den- 
felbcn  Größen  ei>ter  Klasse  zu  derfelben  Klasse,  welche  u,  nicht 
enthalten.     Ferner,    da  die  Klassen  von  A,  B,  ■   A',  B',-   gerade  (ind, 

fo  ist  nach  89  auch  [AA']  =  [A'A],  und  alfb  nach  220,  wcuii  A'  das 
ergänzende  Gcsehiedstlach  von  A  itrt,  auch  A  das  ergänzende  Gesclneds- 
flach  von  A',  und  ebenfo  B  das  von  B\  mithin  nach  241 

fAA']  +  [BB']  ^ +  [A'A]  +  [B'B]  4  •  •  •  =  ". 

Aber  nach  11)7  ist  [AA']  =  [A'A],  [BB']  =  [B'B]  •  - . 
Alfo 

2[AA']  -}-  2[BB']  -i  ..-==0,  d.  h. 

[AA']  4-  [BB']  + =  0. 

16.    Die  Winkelfolgen  der  Innenzeuge. 

Erklärung.      Der    Winkel    AB    (Zeichen     ^  AB)    heist    der  246. 
Winkel   zwischen   0  und   n>   diefe   miteingeschlossen,   dessen  Cosinus 
gleich   dem    durch    die   Zahlwerte   a  und   ß   der   Grösen    A   und    B 
geteilten  Innenzeuge  oder  inuern  Produkte  jener  Grösen  A   und    B 
ist,  fofern  A  und  B  gleicher  Klasse  und  ungleich  Null  find,  d.  h.  es  ist 

n    — 

cos  z  AB  =  ^  zi  AB  =  M[0,  »]. 

aß 
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Der  Sinus  [abc  •  •  •  ],  wo  a,  b,  c,  •  •  Grösen  erster  Stufe,  a,  ß9  y9  -  • 
ihre  Zahlwerte  und  der  Sinus  nicht  eine  Striehgröse   (nicht  negativ) 

n 

[abc •  •  •  1 

ist,   ist  der  Ausdruck,   welcher  dem  Zahlwerte  nach  gleich — — 

aßy 

ist,  d.  h.  es  ist 

n  labe* •  •!-  n 

(sin[abc  •  •  ])»  =  ~p-3~-  »in[abc  •]  >  0. 

247.         Satz.    Wenn  a,  b  Grösen  erster  Klasse  find,  fo  ist 

n 

sin  [ab]  =  sin  z.  ab. 
Beweis.     Nach  246  ist 

n  mm 

=  1  '"ftb" 


=  1  —  (cos  z:  ab)2  (246) 

=  (sin  z.  ab)2. 

Und  da  nach  der  Erklärung  246  sin  [ab]  nie  eine  Striehgröse  (nie 
negativ)  und    <£  ab  ein  Winkel  zwischen  0  und  7r,  alfo  ein  z.  ab  auch 

nicht  eine  Striehgröse  ist,   fo  folgt   aus  (sin  [ab] p  =  (sin  zi  ab)a,    auch 

{-in  [ab]  =  sin  zi  ab. 

n     — 

218.  Satz.     [AB]  =  aj2cos  z.  AB,  wenn  A  und  B  von  gleicher  Klasse 

und  a  und  ß  ihre  Zahlwerte  ßnd. 
Beweis.     Unmittelbar  aus  246. 

249.  Satz.     [ab]2-  =  (a/Ssin  z.  ab)2,   wo   a  und  ß   die  Zahlwerte   von 

a  und  b  find. 

Beweis.     Nach  235  ist  [ab]i  =  ct202  —  [ab]2 

=  a*ß*  —  (aß  cos  z.  ab)2         (248) 
=  ct2/?2(l  —  (cos  <L  ab)2) 
=  c20*(sin  z.  ab)2. 

I ii    diefen  Fuimclu    tritt   der  Gegenfatz   zwischen   dem  äusern   und   inner« 
Zeuge    in  einfachster  Gestalt  hervor.     Während    das  innere  Zeug  oder   Produkt 

zweier  Grösen  erster  Klasse  [ab]  gleich  dem  Zeuge  der  Zahlwerte  in  den  cosino* 
des  Zwischenwinkels  ist,    fo  ist  das  ausere  Zeug  oder  Produkt  derfelben  QrosetL 


123  Die  Winkelfolgen  der  Innenzeuge.  250  —252. 

abgefehen   vom  4!  Zeichen,  gleich  dem  Zeuge  der  Zahl  werte  in  den  sinus  des 
Zwischenwinkcls. 

Satz.    [ab(cd)]  =  ö£y<J(sin  ^  ab)(sin  ^  cd)cos  £.  ab(cd),  250. 

wenn  a,  ß,  y,  6  die  Zahlwerte  von  a,  b,  c,  d  find. 

Beweis.     Der  Zahlwert  von  [ab]  ist  ([ab]-)      und  der  von  [cd] 

i«t  ([cd]!)    ,  alfo  ist  nach  248 

[abTcd)]  =  ([ab]2[cd]2)  \cos  ^  ab(cd)) 

n  ■/- 

=  [(ct£sinz.  ab^Q^sin  ^  od)2]    cos  z.  ab(ed)  (249). 

Aber  da  das  Zeug  a/?(sin  z.  ab)/<J(sin  z.  cd)    ein   Plus  wert   oder 

l)ofitiv  ist,  fo  hebt  (ich  das  fortschreitende  Erhöhen  diefer  Größen  durch 

2  und   llt  auf,  und  es  wird 

n      — 

[ab(cd)]  =  aßyo(ß'm  £.  ab)(siu  4L  cd)cos  ^  ab(cd). 

Satz.     Die  normige  Znrückleitnng  von  A  auf  eine  Gröse  gleicher  251. 
Klasse  B  ist  im  Zahlwerte  gleich  Acos  z.  AB. 

Beweis.     Wenn  A'  die  normige  Zurückleitung  von  A  auf  B  ist, 
fo  ist  nach  215 

=  [ABJB  =  c<?(cos  ^  AB)  •  B 

ß2  ß2  L"        } 

=  ct(cos  4L  AB)-—,  alfo  im  Zahlwerte  =  Acos  4L  AB. 
ß 
Satz.     Wenn   a,   b,    c;-    •   zu  einander  normig   find,   fo   ist  für  252. 
jede  ans  ihnen  hörig,  d.  h.  als  Vielfachenfumme  derfelben  darstellbare 
Gröse  k 

k       a  b 

-  =  -cos  4L  ak  -f  -cos  4L  bk  -f  •  •  •, 

x       a  p 

wo  x,  a,  ß,-  -  -  die  Zahlwerte  von  k,  a,  b, •  •  •  find. 

Beweis.      Es    fei    k  =  xa  -|-  yb  -f  •  •  •>    ß>    erhalten    wir    durch 

n     — 

innere  Webung  oder  Multiplikation  mit  a,  weil  [ba]  11.  f.  w.  null  find, 
[ak  ]  =  x  [al]  =  xa2  (200), 

n    — 

[ak]       a*cos  4L  ak  .OIQ, 

mithin     x  = l— --  = (248) 

a-  a2 

=  -cos  z.  ak. 
a 

Aus  gleichem  Grunde  ist  y  =  --cos  4L  bk    11.  f.  w.     Diefe  Werte 
von  x?  y,  •  •  •  in  die  obige  Formel  eingefetzt,  giebt 
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x  x 

k  =  -(cos  <£  ak)-a  +  -^(cos  <d  bk)-b  -f  •  •  ■,  d.  li. 
a  ß 

k        a  ,     ,    b 

-  =  -  cos  <£  ak  +  —  cos  £.  bk  -{-•••. 

x        a  ß 

253.  Satz.  Wenn  a,  b,  c, •••  zu  einander  normig  und  k  und  1  zu 
ihnen  hörig,  d.  h.  ah  Vielfachenfummen  derfelben  darstellbar  find,  fo  ist 

cos  z.  kl  =  (cos  £•  ak)cos  z.  al  +  (cos  z.  bk)cos  z.  bl  -\ — 
Beweis.     Nach    246    ist,    wenn   a,  ß,   y,---x,    X   die    Zahl  werte 
von  a,  b,  c,»  •  -k,  1  find, 

c'°*  ^  u = *aJ  z  L^i)] = L(ros * ak  +  T*  * bk  + ' ") 

(-cos  z  al  -f-  -cos  z  bJ  +•  •  M  (252) 

=  —(cos  z.  ak)cos  Z  al  +  «7(cos  z.  bk)cos  z:  bl  +  •  •  *> 
u  p 

n    — 

weil  [ab]  u.  f.  w.  null  find.     Da  nun  a2-  =  a\  hl  =  ß\  u.  f.   w.,  fo 
erhält   man 

cos  z.  kl  =  (eos  z.  ak)cos  Z.  al  +  (cos  z.  bk)cos  z.  bl  +••••. 

254.  Satz.  Statt  eine  Gröse  erster  Klasse  k  auf  eine  andere  1 
zurückzuleiten,  kann  man  jene  zuerst  auf  die  Grösen  eines  Horm- 
vereins  zurückleiten  und  dann  die  fo  erhaltenen  Zurückleitungen  auf 
1  zurückleiten,  und  diefe  letzten  Zurückleitungen  zufügen  oder  ad- 
diren,  vorausgefetzt,  dass  hierbei  alle  Zurückleitungen  normig  And. 

Beweis.     Es  ist   diefer  Satz    nur  ein   anderer  Ausdruck    für    da^ 
in  Salz  253  ^Bewiefene. 
?55.  Satz.     Wenn  a,  b,  •  •  •  zu  einander  normig  und  k  und  1  zu  ihnen 

hörig,   d.  h.  als  Vielfachenfammen   derfelben  darstellbar  und   gleich- 
falls zu  einander  normig  und,  fo  ist 

0  =  (cos  z.  ak)cos  z.  al  -f-  (cos  z  bk)cos  z.  bl  -\ — 
Beweis.     Die   Formel  geht   unmittelbar   aus   253    hervor,    wenn 

man   Z.  kl  =  90°  fetzt. 

256.  Satz.  Wenn  a,  b, •  •  •  zu  einander  normig  find,  fo  ist  für  jedes 
zu  ihnen  hörige,  oder  als  Vielfachenfumme  derfelben  darstellbare  k 

1  =  (cos  z.  ka)2  -f  (cos>  kb)2  -| . 

Beweis.     Die   Formel  geht   unmittelbar   aus    253    hervor,    wenn 
man  1  =  k  fetzt. 

257.  Satz.    Wenn  a  +  b  H =  0  ist,   und   et,  /?,*  -  •  die  ZaJüwtft» 

von  a,  b,   •  •  find,  fo  ist 
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a)  a:ß: =  sina' :  sin b'  :•  • ., 

wo  a',  b',  •  •  die  zu  a,  b,  •  •  •  ergänzenden  Geschiedsflache  aus  a,  b,  •  •  •  find, 

b)  acoß  £  ax  -f  /?cos  ^  bx  -] =  0, 

wo  z  eine  beliebige  Gröse  igt, 

c)  (sina')  cos  z.  ax  +  (sinb')oos  ^  bx  J =  0. 

Beweis.     1.     Modelt  man  die  Gleichung 

a  +  b  +...=  0 

n 

mit   [cd«---],   fo   erholt    man,   da   alle    andern    Glieder    zwei   gleiche 
Fache  enthalten  und  alfo  null  werden, 

[acd.  -  •]  +  [bcd-  •  -]  =  0,  alfo  [acd.  -]2  =  [bcd-  -]2, 

n 

wo    [acd---]   das  Enflach    aller    Grösen   a,    b,   c,---,    mit    Ausnahme 

n 

von  b  und  [bcd---]  das  Enflach   aller  Grösen,    mit  Ausnahme    von  a 
ist.     Somit  ist  nach  246 

(ayJ-  •  -)2(sin[acd-  .  .])2  +  (ßyj. .  .)2(sin[bcd-  -  •])*  =  0, 

oder        a2 (sin [acd-  •  -])2  =  0*(sin[bcd-  -  -])2. 

Nun  ist  [cad---]  das  ergänzende  Geschiedsflach  zu  b,  alfo  =  1/,  und 

n  n 

[bcd---]  das  ergänzende  zu  a,  alfo  =  a',  alfo  sinb'  =  sin  [cad-  •]  und 

n 

sina  =  sin  [bcd  •  •  ],  alfo,  da  a,  /?,  sina',  6inb'  Pluswerte  find, 

asinb' =  /?sina',  d.  h.  a  :  ß  =  sina' :  sinb'; 
und  fomit  allgemein 

a  :  ß  :  •  •  •  =  sina'  :  sinb'  :  •  •  • . 

2.  Webt  oder  multiplizirt  man  die  Gleichung  a  +  b-f--=0 
innerlich  mit  einer  beliebigen,  von  null  verschiedenen  Gröse  erster 
Stufe  x,  fo  erhält  man 

[aI]  +  [bI]+..-=0, 
alfo  wenn  £  der  Zahlwert  von  x  ist,  fo  ist 

a£cos  zax-f  /?£cos  ^  bx  -f-  •  •  •  •=  0,  d.  h. 
acos  z.  ax  -f  £cos  z  bx  -)-  •  •  •=  0. 

3.  Setzt  man  in  die  fo  erhaltene  Gleichung  die  vorher  gewonnenen 
Werte  von  a  :  ß  :  y  :  •  •  •  ein,  fo  erhält  man 

(sina') cos  z.  ax  +  (sinb') cos  <d  bx  +■•••=  0. 
Die  erste  Formendes  Satzes  enthält  für  drei  Grösen  den  bekannten  Satz 
dass  im  Dreiecke  die  Seitenlangen  Äch  wie  die  sinus  der  Gegenwinkel  verhalten. 
Alle  drei  Formeln  haben  übrigens  nur  dann  eine  Bedeutung,  wenn  zwischen  den 
Grösen  a>  b,->-  keine  andere  Beziehung  herrscht,  als  die  durch  die  Gleichung 
u-(-b-|-  «r-0  dargestellt  ist,  d.  h.  wenn  die  n  Grösen  a,  br  ••  in  keinem  Gebiete, 
von  niederer  als~(n  — .l)terj8tufe  vereinigt  und. 
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258.  Satz,     (a  +  b)£  =  a2  -f  2a0cos  z.  ab  +  ß\  wo   ö,  ß   die  Zahl- 
werte  von  a,  b  find. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  223,    wenn  mau  die  Werte  nach  248 
nimmt. 

259.  Satz,     (a  +  b  +  c)^-  =  a2  +  ß*  +  Y2  +  2ßycos  z.  bc  +  2yacos  z.  ca 
4-  2a/?  cos  z.  ab,  wo  a,  /?,  y  die  Zahl  werte  von  a,  b,  c  find. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  224. 

260.  Satz,     (sin  z.  AB)  (sin  /-  AB  )cos  z.  AB(  AB  )=$(cos  ^  ArJ)cos  ^  B^B, 

wo  Ar   die  Geschiedsflache   ans  den  Grösen   erster  Klasse   von    [AB], 
zur  fo  vielten  Klasse,  als  die  Klasse   von  A  beträgt,  und  Br   die  er- 
gänzenden Geschiedsflache  find. 
Beweis.     Nach  228  ist 

[ABZ AB)]  =  S[Aa!5][Ba5] 
Die  Zahlwerte  von    A,    B,  A    und  B    feien    a,  0,  y,  <J,  die  Zahl- 

n  n 

werte  von  [AB]  und  von  [AflBa]  find  nach  228  einander  gleich. 
Nach  250  ist  dann  die  erste  Seite 

[ABrAB)]  =  aßYd(&m  z  ABj(sin  /L  AB)<x>*  z  AB(AB) 
und  nach  248  ist  die  zweite  Seite 

S[A«3(B«5)]  =  ö/?y<5S(cos  z.  A«^)cos  ^  BaB, 
mithin  ist 

(sin  <£  AB)(sin  z.  AB)  >  cos  z.  AB(AB)  =  S(cos  z  Aa^)cos  zi  BJB 

261.  Satz.     (sin[abc-  •  ]) (sin[a'bV .  -  -])cos  z.  (abc-  a'b'c'-  •) 
=  ä  ( cos  z.  aa',  cos  z.  ab',  •  • 

cos  z.  ba',  cos  z.  bb',  •  • 

Beweis.     Nach  233  ist 

jabc-.  (a'b'c'.  0]  =  ^(aä?,  ab7,  ac7,. 
ba',  bb',  bc',. 

mithin  wenn  man  nach  250  und  nach  248  die  Werte  einführt  und 
beide  Seiten  durch  die  gleichen  Zahlwerte  teilt,  fo  folgt  unmittelbar 
der  Satz. 

262.  Satz. 

(sin[ab]j  (sin[cd])cos z.  ab(cd)  =  (cos  z.  ac)cos  z.  bd  —  (cos  t-  ad) cos <£  bc 
Beweis.     Unmittelbar  aus  234,   wenn  man  die  Werte  nach  250 
und  248  einführt. 
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Satz.  263. 

(sin[ab])(sin[ac])cos  z.  ab(ac)  =  cos  £.  bc  —  (cos  <£  ac)-cos  ^  ab. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  261,  wenn  man  a  und  c  statt  c  und  d 

faa] 
fetzt,  da  cos  <£  aa  =  — -  =  1   ist. 

Der  Satz  enthält  eine  bekannte  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie. 

Satz,     (sin  z.  ab)2  =  1  —  (cos  z.  ab)2.  264. 

Satz,     (sin  £  abc)2  =  1  —  (cos  <l  bc)2  —  (cos  z.  ac)2  —  (cos  z.  ab)2  265. 

-f  2(co8  z.  ab)  (cos  z.  bo)cos  /l  ca. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  236,  wenn  man  die  Werte  nach  249 

alb-ci 
und  248  einführt,  da  =  1  ist,    wo   a,  /?,  y   die  Zahlwerte  von 

a,  b,  und  c. 

n  n  n  n 

Satz.    (sin[ab] )(sin[cd])cos  z.  ab(cd)  -f  (sin[ac])(sin[bd])cos z  ac(bd)  266. 

n  n 

+  (sin  [ad])  (sin  [bc])  cos  z  ad(bo)  =  0. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  242. 

Satz,     (sin A)fsin  A')cos  /L  AA'  +  (sinB)(sinB')cos  /L  BB'  +  •  •  =  0,  26 7. 
wenn  A,  B,  C,  •  •  die  Geschiedsflache   ans  4n  Grösen   erster  Stnfe  znr 
2n  ten  Klasse  nnd  A',  B',  C,  •  •  deren  ergänzende  Geschiedsflache  find. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  245. 
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Anhang: 

Anwendung  der  Ausdehnungslehre  zur  Löfung 

der  Gleichungen  mit  mehren  Unbekannten. 


268.  Satz.     Wenn  m  Gleichungen  ersten  Grades  mit  m  Unbekannten 

gegeben  find  von  der  Form 

atXi  +  0,x2  +  ftXa  -\ [-  jUjXm  =  vv 

a2x4  +  ß2x£  +  y2x8  H +  ^2Xm  =  v2 

(XmXi    +  ßmZi  +  ymX3   -f  •  •  •  -f  jUmXm  =  Vm,    ß>    ist 

dm  (Vaßbyc  •  •  •  jtlm)  dm  (daVbyc  •  •  •  flm) 


1         4m(aaßt>Yc  •  -(im)9  *2        Jm(aaßf>yc  ■  -/Im) 

im  =   .;:    ^ = — -,   wo   n,   0,   e,-m    fämmtkch   einander   nn- 

gleich  find. 

Beweis.  Um  eine  Gleichung  zu  gewinnen,  in  welcher  alle  Un- 
bekannten auser  einer,  z.  B.  xM  verschwinden,  bildet  man  neue 
Gleichungen,  in  denen  stets  nur  die  Vorzahlen  einer  Unbekannten  vor- 
kommen,  indem  man  die  Vorzahlen  ah  /?],•  •  ■   mit  e,,  die  a2,  &,••• 

m 

mit  e2  u.  f.  w.  vervielfacht,  wo  [e^  •  •  *em]  =  1  ist,  alfo 
a,e!  -f-  a2e2  -f  «3^3  -+-••  +  ^mem  =  a 
fte,  +  ß2e2  +  ß3e6  +  •  •  +  ßmem  =  b 


I  iitet  -f-  /i2e2  +  jti3e3  +  •  •  +  iWmera  =  m 
i  Vjej  -|-  ^ea  +  vae3  -*•  •  •  -f  Vmem  =  n 
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und  bildet  daraus  die  Gleichung 

ax,  +  bx2  -\-  cx3  H-  •  •  4*  mx«»  =  n> 
fo  erfetzt  diefelbe  nach  16  die  gegebenen  m  Gleichungen;    denn  es  ist 

dann  (atx,  +  j8,x2  +  Yixz  H f-  ^xm^  =  vte{    u.   f.  w.     Um    nun 

ein  xa,  z.  B.  xt  zu  finden,  vervielfacht  man  die  Gleichung  -f-  mit 
bc-  •  -m,  dann  werden  alle  Glieder  bbc--m,  bec- • -m,  •  • -bc«  • -mm 
nach  92  null  und  es  bleibt  nur 

m  m 

xi  [abc  •  •  •  m]  =  [  nbc  •  •  •  m], 

m  in 

Und  ebenfo    x2[abc-  •  -m]  =  [anc-  •  -m]  u.  f.  w. 

m  m 

xm[abc-  •  -m]  =  [abc-  ■  -In]. 

m 

Hier  kann  nun  [abc-  -m]  gleich  Null  oder  ungleich  Null  fein. 

m 

Im  letztern  Falle   kann  man  die  Gleichung  durch  [abc-*m]  teilen 
oder  dividiren  und  erhält  dann 

mm  m 

[nbc-m]        [anc- -in]  [abc*  -In] 

xl    m  }    X2  in  }  *  *  *Xm m  j 

[abc  •  •  m]  [abc  •  -  m]  [abc  •  •  Im] 

oder  wenn  man    fllr  diefe  Grösen  a,  b,  •  •  m,  n  die  Worte   nach  *    ein- 
fuhrt, fo  erhält  man  nach  94 

m 

8(VaßbYc-  •  -jUnOteaeeec-  •  -em] 

xl m » 

S(aa0*yc-  •  •j&m)[eae*ec-  •  -em] 
wo  a,  b,  c,  •  •  •  m   fammtlich  einander  ungleich    fein    müssen   (da    fönst 

m 

[eae&ec«  •em]  =  0  wird)  und  d'efer  Ausdruck  nach  96 

in 
dm(vgßf>Y*m  •  -f*m)[eie't  - - -em] Jm(Vgßf>yc-  '  -jUm) 

m 

da  [eie.;  •  • -em]  =  1  gefetzt  ist.     Und  entsprechend 

dn(<XaVbYc  •  •  -ftm)  dm(aaßi>Ye ' '  'V«) 

2  _  Jm((Xaßf>Yf  '  -Mm)  m         dm(aaßf>Yc  '  mAtf**Y 

m  m 

Wenn  das  Flach  [abc- • -m],  bez.  [ata2  -  • -am]  gleich  Null  ist,  fo 
herrscht  nach  14  zwischen  den  Grösen  a,  b,-  •  -m  eine  Hörigkeit,  dann 
lässt  fich  nach  19  aus  ihnen  eine  freie  Grösenreihe  ausfondern,  zu  der 
die  andern  Grösen  hörig  find.  Es  feien  at,*  •  *ar  die  gegenfeitig  freien, 
ar  +  i-'-am  die  zu  ihnen  hörigen  Grösen,  dann  ist  nach  *  auch  n  zu 
ihnen  hörig.  Dann  ist  alfo  Xiat  -f-  x2aj  -f-  •  -•  +  x*a*  =  c>  wo 
c  =  b  —  (xr  4.  la,  _j.  1  -4-  •  •  •  -f  Xmam)  und  man  erhält  dann 

R.  Gr&wraann,  Ausdehnungslehre.  9 
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r  r  r 

[ca^a*  •  •  •  ar]  [a^  •  •  •  ar]  [a^aa-a,.- j  c] 

X,  = ,    X2  =  r •",    Xr . 

[a^ag  ■  •  ar]  [aja^  •  ■  -ar]  [«■!&_  »3  m"*r] 

Es  wird  zvveckmäsig  fein,    die  Unbekannte  für  2  und  3  Unbekannte  zu  be- 
stimmen.    Es  ist  für  zwei  Unbekannte 

Für  3  Unbekannte  ist 

_  yifay»  — "aftVs  —  y  Ära  +  "a^aVi  +  »frV/a  —  "a/V/i 

*  l         «l^aft  —  »2^1/3  —  °lA>'l  +  «2/*3>'l  +  «3r*l/'2  —  "sft''i 

__  gtr2y3  —  a7vxyz  —  g| y»ya  +  aiW\  +  «j^iVa  —  «VW 
*3  ""  «iftrs  —  «21*1/3  —  «ißrt'2  +«2/^3^1  +  «sß\V-k  —  <HfaY\ 

__  «liVs  —  g2£i"3  —  «i^3y2  +  «aVi  +  «aiVa  —  ff3iVi 
*8  ""  «iftyj  —  «aAft  —  «lftra  +  «2/^3/1  +  a3^i)'2  —  orfaXi" 

269.  Satz.     Wenn    m  +  1    Gleichungen    ersten    Grades   mit    m    Un- 

bekannten gegeben  find  von  der  Form 

v0  4-  a0Xi  4-  ßo*i  4-  Yo*3  +"+  j"o*m  =  0 
vt  +  a,X!  +  £1*2  +  ftx3  +  ■  •  +  jtt,Xm  =  0 

Vm  +  amXj  4"  ^mX2  4"  Y™*Z  +  * '  4-JMmXm  =  0, 

fo  ist  die  Gleichung,  aus  welcher  alle  Unbekannte  entfernt  oder 
eliminirt  find,  dm+Haaßbm  ■  'fimVn)  =  0,  wo  alle  Zeiger,  a,i,mU  ein- 
ander ungleich  find. 

Beweis.     Man  webe  oder  multiplizire  die  Vorzählen,  welche  den 
Zeiger  a  haben,  mit  eÄ,  und  feien  e0,  e„-*-em  gegenseitig  frei.    Dann  fei 
^0^0  4-  *iCi  4-  * '  +  ^mem  =  n 
^0^0  4-  «iei  4-  * "  4-  omem  =  a 
*  A>e0  +  &ei  4 - ' '  +  /?mem  =  b 


/*0*0  4-  Mlel  +  '  •  4"  Mmem  =  m. 
Nun  bilde  man  die  Gleichung 
4-  n  4-  axi  +  bx2  4-  ■  *  •  4"  mxm  =  0, 

fo  erfetzt   diefe  nach    15,    wenn   man   die  Werte   aus  *    einfährt,   die 
f&mmtlichen  gegebenen  Gleichungen  5  denn  es  ist  dann 

n  4-  <t0Xt  4-  ß0X2  4-  y0X3  4-  •  •  •  +  fl0Xm  =  0    u.    f.    w. 

Flacht   man   diefe  Gleichung  4-   mit   [ab  -m],   fo  erhält   man,   da  alle 
Flache,   in  denen   zwei  Fache   oder  Faktoren  gleich   null   find,    (z.    B. 

m  m 

[aab'-m])  die  Gleichung  [nab  ••m],  aus  welcher  alle  Unbekannte  ent- 
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fernt  find.  Und  führt  man  diefe  Flachung  aus,  fo  erhält  man  nach 
96  dm  +  1(a*ßb-m[imVn)  =  U)  wo  a,  l\"tti,  n  Jammtlich  einander  un- 
gleich find. 

Satz.     Aus   zwei   Gleichungen,   welche    in   Bezug   auf  eine  Un-  270. 
bekannte  x  eine  Zahlgleichung  beliebigen  Grades  find 

a0  +  a^  +  a2x2  4-  •   ■  +  amxm  =  0 

b0  +  hiX  4-  b2x2  7      ;   +  ^xn  =  0, 
wo   ao,   a„'-am   und   b0,  b^    -bn   beliebige  Folgen  oder  Funktionen 
der  andern  Unbekannten  find,  kann  man  die  Unbekannte  x  entfernen 
oder  eliminiren  und  erhält  die  Gleichung 

in-f-n 

[   u1u2u3--ulll  +  n]  =  0, 
aus  welcher  x  entfernt  ist,  und  in  welcher 

ua  =  aa_iej  +  aa_2e2  4~  •  ■  4-  a0ea  4-  ba_ien-f-i  +  ba_2fcn+2  + ' "  +  t>oM-* 
ist,  wo  e,,  e2, — em+n  gegenfeitig  freie  Einheiten  find. 

Beweis.  Man  vervielfache  die  erstere  der  gegebenen  Gleichungen 
nach  und  nach  mit  den  n  Zahlen  1,  x,  x2,  x3,*"xn~S  die  zweite 
nach  und  nach  mit  den  m  Zahlen  1,  x,  x2,  xV'xm~1,  fo  erhält  man 
die  m  +  n  Gleichungen 

(1)  «o  +  a,x  +  a^xM"  f  amx»> 

(2)  a^x  +  axx2  f  ••+  am_!Xm  +  amxm  +  1 


(n)  a^x11"1  +  aixn  +•"  +  amxra+n-1 

{n  -f  1 )  b0  4-  blX  4-  b2x*  4-  •  •  -{-  bnx* 

<n  4-2)  4-  b0x   !-  bjx2  +  •  •  4-  bn  _  xx»  4-  buxn  +  l 


Cm  4-  n)  box1"-1  4-  b,x>»  -f- 4-  bux"'**-1 

Pämmtlich  gleich  Null. 
Hier    vervielfachen    wir    jede    der    m  4-  n    Gleichungen,    und    zwar 
Clj    mit    et,    (2)    mit    e2,    u.    f.    w.    bis    (m  4-  n)    mit    em_|_n,    wo 
^1?  **2,,,,em-4-n  gegenfeitig  frei  find  und  fetzen 
»oei  4-  b0en+i  =  ul 

a*ei  +  a^e*  4-  b^  f  t  +  b0en  +  3  =  «2  «•  f.  w. 

aa-ie!  4-  aa_2e2  +  •  •  •  4-  a^ea  -f  ba_!en+1  +  ba_2en_|_3  -f  •  •  •+  hoe»t«=  ua. 

9* 
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Dann  erhält  man 

Flacht  man  diefe  Gleichung    mit  den  Fachen  u2,  u3,-  'iim+.n,    fo  erhält 

man  [  UiUäu3a  ••iim+n]  =  0,  da  alle  Flache,  welche  zwei  gleiche  Fache 
oder  Faktoren  enthalten,  Null  werden,  und  hier  find  alle  Höhen 
von  x  entfernt,  und  hat  man  demnach  die  Gleichung,  aus  welcher  x 
entfernt  ist. 


Die 


Erweiterungslehre 


höhere  Zweig  der  Synthese. 


•tw» 


Vierter    Zwei}? 
der 

Formenlehre  oder  Mathematik« 


"Vorwort. 


Die  Erweiterungslehre  oder  der  höhere  Zweig  der  Synthefe  ist 
zur  Zeit  nur  erst  in  ihren  Anfängen  zu  einer  wissenschaftlichen  Dar- 
stellung gediehen. 

Der  Verfasser  hat  nur  57  Sätze  derfelben  abgeleitet  und  muss 
es  fich  in  feinem  hohen  Alter  verPagen,  die  Polgelehre  oder  Funktionen- 
lehre diefes  Zweiges  zu  entwickeln. 

Ei*  verweist  deshalb  auf  die  Ausdehnungslehre  von  H.  Grassmann, 
Nummer  410  bis  527  und  überläset  die  weitere  Entwicklung  diefes 
Zweiges  jüngeren  Kräften. 

Der  Verfasser, 


1—5. 


1.    Die  Flechtung  oder  die  algebraische 
Multiplikation. 


Erklärung.    Das  Flecht  oder  das  algebraische  Produkt  1. 
heist  ein  Zeug  oder  Produkt  von  Einheiten  erster  Klasse,  die  Webung 
heist  eine  Flechtung,  eine  algebraische  Multiplikation,  wenn 

1.  jedes  Zeng  von  gleichen  oder  ungleichen  Einheiten  erster 
Klasse  ungleich  Hüll  ist» 

2.  für  jedes  Zeng  von  Einheiten  erster  Klasse  die  Grundformeln 
der  Einigung  und  der  Vertausohung  der  Fache  oder  Faktoren 
gelten, 

3.  alle  Zeuge  von  n  Einheiten  erster  Klasse,  welche  nicht  ganz 
diefelben  Fache  enthalten,  gegenseitig  frei  find. 

Die  Einheit  nter  Klasse  ist  ein  Zeug  von  n  Einheiten  erster  Klasse. 

Das  Zeichen  des  Fleohtes  ist  das  Hebeneinandersohreiben 
der  Fache  oder  Faktoren  ohne  Flachklammer,  z.  B.  ab  =  Flecht  a  mal  b. 

Satz.  ea  efl  £  0  ea  e»  ec  £  0.  2. 

Jedes  Flecht  von  gleiohen  oder  ungleichen  Einheiten  ist  un- 
gleich Hüll. 

Satz.  er(e«  et)  ^=  er  es  et  er  et  jl=Bb  er  3« 

*)  wo  er,  e«,  et  Einheiten  erster  Klasse  find  oder 

Für  jedes  Flecht  von  Einheiten  erster  Klasse  gelten  die  Grund- 
formeln der  Einigung  und  der  Vertausohung. 

Satz.    Die  Einheiten  nter  Klasse,  welche  nicht  ganz  diefelben  4. 
Einheiten   erster   Klasse   als   Fache   oder   Faktoren    enthalten,   find 
gegenseitig  freie  Einheiten. 

Satz.     Für   die   Fleohtung   oder   algebraische   Multiplikation  5« 
gelten  alle  Gefetze  der  Beziehung,  der  Einigung  und  der  Vertauschung 
der  Fache  oder  Faktoren,  kurz  alle  Gefetze  der  Verwebung. 

1 
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Beweis.  Aus  den  Grund  formein  der  Einigung  und  der  Ver- 
tauschung der  Einheiten  folgen  nach  Zahlenlehre  59  und  62  alle 
Gefetze  der  Einigung  und  der  Vertauschung  der  Fache,  wenn  diefe 
aus  beliebigen  Grösen  bestehen.  Die  Gefetze  der  Beziehung  gelten  nach 
Ausdehnungslehre  Satz  75. 

Satz.     (Scea  aa)  •  (80*  b&)  •  (Syc  oc)  •  •  (SjUm  mm)  = 

S(Oa  ßh  )'c-  •  -jUm)  (aa  bh  Oc-  •  «m«) 
wo  aa, b&,  oc,- ♦ -mm  beliebige  Grösen,  aa,  ßb,yc  -  -[im  beliebige  Zahlen. 
Das  Flecht  mehrer  Vielfachensummen  aus  beliebigen  Grösen  erhalt 
man,  indem  man  jede  Gröse  der  ersten  Vielfachensumme  mit  jeder 
der  zweiten,  das  Zeug  derfelben  mit  jeder  der  dritten  n.  s.  w.  zu 
einem  Teilzeuge  flioht  (multiplizirt),  jedes  diefer  Teilzeuge  mit  dem 
Zeuge  der  zu  den  betreffenden  Grösen  gehörigen  Vorzahlen  verviel- 
facht und  dann  f ämtliche  Zeuge,  welche  fioh  auf  diefe  Weise  bilden 
lassen,  zufügt  oder  addirt. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  Ausdehnungslehre  Satz  75. 

Satz.  Das  Flecht  von  n  Vielfaohensummen  von  Einheiten  enter 
Klasse  ist  eine  Vielfachensumme  von  Einheiten  nter  Klasse. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  Ausdehnungslehre  Satz  76. 

Die  Flechte  der  Vielfachenfummen  von  Einheiten  erster  Klasse  entwickeln 
Ach  nach  den  Sätzen  der  Ausdehnungslehre  74  und  75. 

Satz.     (Sota  aa)  -'(S/fr  a&)  •  •  •  (ßfim  am)  = 

B(ßaßbyc'  •  •jUm)(aaa*ac  —  am) 
wo  ao,av  •  -am  beliebige  Grösen  erster  Klasse  im  Gebiete  nter  Stufe 

und  etat  ßhy-  -  -fim  beliebige  Zahlen  find. 

Beweis.    Unmittelbar  naoh  Satz  6. 

Da  für  die  Flechte  Vertauschung  der  Fache  oder  Faktoren  gilt,  fo  kann 
man  hei  allen  den  Zeugen,  welche  diefelben  m  Grösen  aa,  b^--mm  enthalten, 
die  Fache  fo  umordnen,  dass  die  Zeiger  der  Grösen  steigend  geordnet  find,  and 
kann  dann  alle  diefe  Zeuge  in  ein  Glied  zusammenfassen,  indem  man  die  Summe 
der  Vorzählen  diefer  (amtlichen  Zeuge  in  eine  Vorzahl  vereinigt  und  diefe  mit 
dem  Flechte  vervielfacht 

Die  Vorzahl  ist  dann  die  Summe  der  Tausche  oder  Permutationen  aus 
den  m  Fachen  aft,  ß^yc,-  -  -/-/m,  welche  man  erhält,  wenn  man  jede  der  m  ZuHi^n 
aa,  z.  B.  ac  mit  jeder  der  andern  Zahlen  £,  y,  •  •  y*  webt,  fofern  alle  diefe  7^yiyn 
andere  Zeiger  als  aa,  hier  alfo  als  ac  haben.  Es  wird  alfo  ac  mit  den  f amtlichen 
Tauschen  aus  den  m — 1  Fachen  ßh.yc,"  -^m,  wo  &,<:,•  •  "Ol  ungleich  c  ist,  gewebt. 
Die  Anzahl  der  Stücke  in  diefer  Summe  ist  alfo  gleich  der  Anzahl  der  Tausche 
aus  m Grösen  d.  h.  m(m — lXm — 2)-  ■  -8-2'l  =  in! 

Sind  unter  den  m  Grösen  p  gleiche,  fo  ist  die  Anzahl  der  Tausche 
m!  _.  1  2-3'--m 
p!        1-2-3  -.p' 


3  Die  Flechtung.  9—10. 

Wir  nennen  die  Summe  ans  diefen  Tauschen  die  Flechttausche. 

Es  ist  demnach  S^a^aa  =  (aift  +  ftaiKaa- 

Es  ist  8(aaßf>yi)*Mh  = 

C«tA  Y*  +  <hßzY2  +  «rfiYi  +  «aft/i  +  €tzßty2  +  «sAtt^i»*»«. 

Es  ist  S(otai^yc*)ai  i^a^  = 

=(«iAM  +  «ift  fA  +  «i/W*  +  «AM  +  <HßkYA  +  <hß*Yz*2 
+  »AyA  +  <hßjA  +  <hß&A  +  <hß&A  +  <hß&A  +  <hß&A 

+  *&\yA  +  «mPiyA  +  <hß*YA  +  a*ßiyA  +  <hß&A + «s&M 

+  **ßiYA  +  a*ßiYA  +  aiß&A  +  akßtfA + *AyA  +  **ß*YAy*i**H** 

Ferner  ist,  wenn  at  =  a^  ist 
S(<xaßtyA)Qh*i*s*k)  =  («iAft4i  +  <*\ß\YA  +  <HßzYA  +  aiß&A 

+  «Ar  A + "tß&A  +  «AM  +  «AM  +  «AM  + 

+  «AM  +  «AM  +  «AM)*i*iMt 

Ebenfo  ist,  wenn  at  =  a^  =  03  ist 
9(*aßbYA>i*i*i*i  =  («AM  +  «AM  +  «AM  +  akßiYA)*i*H*i*i- 

Diefe  Beispiele  werden  genügen,  um  die  Aufstellung  diefer  Rechttausche 
zu  zeigen. 

Erklärung.  Die  Flechttausche  oder  Demutante  aus  9. 
m  Reihen  von  je  m  Zahlen  daf  ßt>,  yc,  •  •  •  [im  heist  die  Summe  von  Zeugen, 
welche  man  aus  dem  nach  steigenden  Zeigern  geordneten  Zeuge 
daßb-'-tim  dadurch  erhält,  dass  man  in  ihm  nach  und  nach  die 
untern  Zeiger  auf  alle  möglichen  Weifen  verfetzt,  während  man  die 
Reihenfolge  der  Zeichen  et,  ß,y,«  •  «jti  unverändert  lässt. 

Wenn  von  den  untern  Zeigern  p  gleich  find,  fo  ergiebt  deren 
Verletzung  kein  neues  Glied. 

Das  Zeichen  der  Fleohttausohe  aus  m  Reihen  zu  m  Zahlen  ist 
kurz  Dm(a«/ftyc-  •  -jUm). 

Als  Beispiele  gebe  ich  noch 

D*öVi*s)  =  ?•*•*•  +  WA  +  Ws*s  +  Ws*i  +  WA  +  Wi** 

Die  wohlgeordneten  Flechte  mter  Klasse  (aaa$a<-  •  -am)  aus  dem  Gebiete  nter 
Stufe  a^aa-'-an  bilden  die  Vollgeschiede  oder  Eomplexionen  mit  Wiederholung 
aus  n  Einfachen  oder  Elementen  zur  mten  Klasse,  jedes  Vollgeschiede  als  ein 
Flecht  betrachtet.    Ich  nenne  diefe  Flechte  die  Geschiedsflechte. 

Erklärung.  Die  Geschiedsflechte  aus  n  Grösen  zur  10. 
mten  Klasse  heisen  die  Flechte  mit  m Fachen  aus  diefen  Grösen, 
welche  man  erhält,  wenn  man  diefe  Grösen  nach  steigendem  Zeiger 
in  eine  Reihe  ordnet  und  dann  jede  diefer  Grösen  mit  jeder  nicht 
frühern  flicht,  dann  weiter  jedes  Flecht  aus  a  Grösen  mit  jeder  vor 
der  letzten  Gröse  diefes  Fleohtes  in  der  Reihe  der  Grösen  nicht  vor- 
hergehenden Gröse  flicht  und  fo  fortfahrt,  bis  in  jedem  Flechte  m  der 
Grösen  als  Fache  oder  Faktoren  enthalten  find. 

1* 
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Dar»   Zeichen    der   Geschiedsflechte    ans   nGrösen  zur 

mten  Klasse  ist  (a19  a2,-  •  -an)*  • m. 

Einige  Beispiele  werden  eine  Anschauung  der  Geschiedsflechte  geben.  Es  ist 

(•i!*»r--«s)Ml  =        ai          *a          *»          *4          a»  a, 

(aj,^...^)-2  =s      a,^       a^       ^a,       a^       %%  ^a, 

«4*4       ßA       SA       »A  **« 

ajaa       aaa*       a,a5  a,a« 

a4a4       a^a^  a4&fi 

a*aB  a»a. 


Oi,aa,     -a«)-3  =  »1*1*1    ai*!**    »1*1*3    a^a,    a^a^  14^ 

ajajaj    a^^    a^a*    ajaja,  aiaÄ 

^a^    a^*    a,a,a5  a*^ 

a^a*    a^aj  a^a, 

»1*»»*  a^a, 

*i*A 

ajajaj  a^a^a,  aaaja4  a^,  a^a« 

a^ajaj    ajfi^    a^a^  a^a^, 

aja4at    a^a,  o^a, 

Vi»i  a*a5aj 


*s*3n3    »8*8*4    *3*3*s     a**3*t 
a,a4a4    a^a^    a^a, 

*3*4*6     *»*»*« 


a4a4a4    a4a4as     a^a, 

****** 
a^a,     a^a, 

****** 


Jeder,  der  die  Kombinationalehre  kennt,  fleht  auf  den  ersten  Blick, 
diefe  Geschiedsflechte  nichts  anderes  find,  als  die  VoUgeschiede  (Komplexionen 
mit  Wiederholung),  fofern  man  jedes  Geschiede  als  ein  Flecht  auffasst. 

Die  Anzahl  diefer  Geschiedsflechte  ist  demnach 
m       n(n  +  l)(n  +  2)-(n  +  m-l)  (n  +  m  —  1)? 

n"m= 1-23.  ..m =  (n  +  m-1)«  =     B,M)!1 

wo  m!  =  l-2**3--  -m. 

11.  Satz.  Die  Geschiedsflechte  aus  nGrösen  zur  mten  Klasse  find 
die  VoUgeschiede  (Komplexionen  mit  Wiederholung)  ans  diefta 
nGrösen  zur  mten  Klasse,  wenn  man  jedes  Gesohiede  als  ein  Flecht 
betrachtet. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  Satz  10  und  den  Vorbemerkungen. 

12.  Satz.     (Sa«aa)  -  (S/fca*)  -  - .  (S/^,am)  =  SD* .  (artta«  -  •  • ) 

worSi^tS-" 
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Jedes  Flecht  von  mGrösen  erster  Kläase,  welche  su  n  gegen- 
feitig  freien  Orösen  at-  •  -an  hörig  find,  ist  die  Vielläohensumme  der 
Oesohiedsfleohte  diefer  freien  Orösen  cor  mten  Klasse,  in  weloher  die  /  . 
Vorzahl  jedes  Geschiedsfleohtes  die  Fleohttansehe  oder  Demutante  aus 
denjenigen  m  Torzahlen  ist,  welohe  zu  den  m  hörigen  Grösen  des 
Oeschiedsfleohtes  gehören. 

Beweis.     Unmittelbar  nach  8  in  Verbindung  mit  9  und  10. 

Satz.    Wenn  ein  riecht  null  ist,  fo  muss  notwendig  eins  feiner  13. 
Fache  oder  Faktoren  null  fein,  oder 
wenn  AB  =  0  und  A  £  0,  fo  ist  B  =  0. 

Beweis.  Im  allgemeinsten  Falle  und  A  und  B  Vielfachenfummen 
von  Flechten,  deren  Fache  oder  Faktoren.  Vielfachenfummen  der  Ein- 
heiten erster  Klasse  at,  ^•••an  und.     Es  fei  demnach 

A  =  atE!  +  aaE8  H =  SaaEa  B^ftF,  +  02F2  H Ä=S/foF* 

fo  find  nach  12  Ea  und  F*  fämtlich  Oeschiedsäechte  der  Einheiten 
erster  Klasse  und  jedes  derfelben  nach  Satz  l9l  ungleich  Null.  . 

Ebenfo  ist  nach  12  %    ..*-...    _ 

AB  =  Soa/ftEoFa  und  auch  hier  Ea  Fb  £0  und  EaF&  ein  Geschiedsflecht 
der  Einheiten  erster  Klasse,  Ordnet  man  hier  in  jedem  Geschiedsflechte 
die  Einheiten  der  ersten  Klasse  steigend,  fo  dass  EJaF*  =  Gr  und  fasst 
man  alle  die  Glieder,  welche  dasfelbe  Geschiedsflecht  Gr  enthalten,  in 
eine  Summe  Sccaß&Gr  zufammen,  fo,  muss  dies  Geschiedsflecht  Gr  nach 
1,3  ungleich  Null,  mithin  nach  Ausdehnungslehre  14  die  zu  Gr 
gehörige  Summe  der  Vorzahlen  Sa«/?*  =  0  fein.  Da  nun  nach  der 
Voraussetzung  A  £  0  ist,  fo  muss  nach  1,8  und  nach  Ausdehnungs- 
lehre 13  wenigstens  eine  der  Vorzahlen  aa  ungleich  Null  fein,  es  fei 
dies  a,  und  fei  r  =  l  +  q,  fo  ist  0  =  Scta/fe  =  a^q  +  S<*a|?*,  wobei 
auf  der  rechten  Seite  kein  Glied  der  Summe  mit  di  ßq  gleich  fein  darf, 
dagegen  a-f  b  =  l  +  q  fein  muss.  Hier  darf  a  zunächst  nicht  den 
Wert  1  haben,  denn  fönst  hätten  wir  zu  dx  auch  Et  und  zu  '$%  auch 
Fq  gehörig,  alfo  auch  b  =  q,  was  gegen  die  Bedingung,  mithin  muss 
a  >  1,  mithin  i  <  q  fein,  mithin  ist 

0  =  ctj/Jq  +  Saa/to,  wo  a  >  1,  b  <  q  ist. 

Sei  nun  zuerst  r  =  2,  d.  h.  q  =  1,  fo  fällt  die  S<Xa/ft  ganz  fort, 
da  b<q  nicht  erfüllt  werden  kann,  mithin  ist  dann  0  =  nlßl  und  da 
nach  der  Vorausfetzung  ax  Z  ®->  f°  muö8  ßi  =  0  fein. 

Sei  nun  r  =  3,  d.  h.  q  =  2,  fo  fällt,  da  b  <  2  fein  muss  und 
ßt=0  ist,  die  Summe  8aaßt  gleichfalls  fort.  Mithin  ist  wieder 
0  =  axß%  und  da  a,  £  0,  fo  ist  ß%  =  0. 
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Und  fo  fortschreitend  ergiebt  fleh  ^0,^  =  0  u.  f.  w.,  alfo 
ist  auch  B  =  ßx  F,  +  ßt  F,  -\ =0. 

14.  Satz.  Wenn  in  iwei  gleichen  Flechten,  deren  jedes  ans 
2  Fachen  oder  Faktoren  besteht,  das  eine  Faoh  in  beiden  gleich  ist 
und  zugleich  ungleich  null  ist,  fo  muss  auch  das  andere  Fach  in 
beiden  gleioh  fein  oder 

wenn  AB  =  AC  und  A  £  0,  Co  ist  B  =  C. 

Beweis.    Da  AB  =  AC,  fo  ist  0  =  AB  —  AC  =  A(B  —  C). 
Alfo  da  A£0  iBt,  nach  13,  aueh  B — C  =  0,  d.  h.  B  =  C. 

Ans  diefem  Satze  folgt,  dass  wenn  das  Zeug  oder  Produkt  zweier  ge- 
flochtenen Grösen  gleich  ist  and  das  eine  Fach,  der  eine  Faktor,  in  beiden  gleich  ist 
and  zugleich  ungleich  null  ist,  auch  das  andere  Fach  gleich  ist,  alfo  nur  einen 
und  nicht  mehre  Werte  hat,  dies  war  aber  die  Bedinguiigsgleichung  für  die 
Teilung  (Zahlenlehre  164),  wir  können  alfo  auch  für  die  Flechtung  eine  Teilung 
bezüglich  einen  Bruch  einführen. 

15.  Erklärung.  Der  Fleehtbruoh  A  :  B  (gelefen  A  geteilt  durch  B, 
kurz  A  durch  B),  heist  die  Gröse,  welche  mit  B  geflochten  A  giebt 
oder  A:BB  =  A. 

16.  Sati.  AB:B  =  A. 

Bin  Fleoht  von  zwei  Fachen  oder  Faktoren  giebt  durch  das 
eine  Faoh  geteilt  das  andere  Faoh. 

Beweis.     Es  ist,  wenn  man  in  Satz  15  AB  statt  A  fetzt 
AB:BB  =  AB 
mithin  iBt  nach  14  auch  AB  :  B  =  A. 

17.  Satz.  Alle  Gefetze  der  Zahlenlehre  fürs  Teilen  oder  DiTidireB 
gelten  auch  fürs  Teilen  der  Flechte. 

Beweis.  Die  Gefetze  der  Zahlenlehre  fürs  Teilen  folgen  unmittel- 
bar aus  den  beiden  Sätzen 

A:BB  =  A  und  AB:B  =  A. 

Da  diefe  nach  15  und  16  gelten,  da  ebenfo  nach  5  alle  GefeUe 
der  Verwebung  und  der  Beziehung  gelten,  fo  gelten  alfo  auch  alle 
Gefetze,  welche  in  der  Zahlenlehre  für  Zeuge  und  Brüche  abgeleitet  find. 


18—19. 


2.  Die  Hauptformeln  und  die  Hauptgrösen. 


Erklärung.     Zahlgröse   heist   eine  Gröse    der  Zahleiilehre,  18. 
d.  h.  eine  Größe,  welche  auser  der  Vorwahl,  fei  diefe  ganz  oder  ge- 
brochen, Endzahl  oder  Unzahl  (irrational),  fei  fie  eine  Beinzahl  (reell) 
oder  eine  Izahl  (imaginär),  nur  eine  Einheit  e  enthält,  z.  B.  ae. 

Hanptgröse  heist  eine  Gröse,  welche  fich  als  eine  Vielfachen- 
summe  von  mehren  gegenteilig  freien  Grösen  oder  Einheiten  dar- 
stellen lässt. 

Zahlforme]  heist  eine  Formel,  welche  für  beliebige  Werte 
einer  veränderlichen  Gröse  in  derfelben  stets  einer  Zahlgröse  gleich  ist 

Hauptformel  heist  eine  Formel,  welche  für  beliebige  Werte 
einer  veränderlichen  Gröse  in  derfelben  einer  Hanptgröse  gleich  ist. 

Satz.     Jede  Zahlformel  beliebig  vieler  Zahlgrösen   lässt  fich  19. 
als  Zahlformel  einer  einzigen  Hanptgröse  darstellen  und  zwar,  wenn 

y  =  fCXi,x8,...Xn) 
ist,  fo  ist  y  =  %[x  ej,  [x  e2], . . .  [x  eB])  =  yx 

wo  x  =  %x  et  +  x*  e2  +  •  •  •  +  in  en  ist 
und  en  e2,-  •  -en  einen  einfaohen  Normverein  bilden. 

Beweis.    Wenn  e^  e2,*  •  -en  einen  einfachen  Nonnverein  bilden  und 

x  =  xt  ej  +  x2  e8  -\ —  •  +  xB  ea 
ist,   fo  ist  nach  Ausdehnungsieb re  186  eae*  =  0,   wenn  a£b  ist  und 
ist  ea0a  =  l,  mithin  ist 

[x  e,]  =  [(xt  ex  -f  x8  e,  H +  xn  en)e,]  =  x, 

ebenfo  ist  [x  62]  =  x2,  •  •  •  [x  6n]  =  xn,  folglich 

y  =  flCxt,  x8,  •  •  -xo)  =  f([x  e,],  [x  e,],  • .  •  [x  en])  =  g>x 
und  hier  ist  y  als  eine  Zahlformel  einer  einzigen  Hauptgröse  dargestellt. 


20—  2 1 .  Erweiterungslehre.  8 

20.  Satz.    Jeder  Verein  von  Zahlformeln  beliebig  vieler  Zahlgrösen 

lässt  fich  als  eine  Hanptformel  einer  einzigen  Hauptgröse  darstellen, 
und  zwar,  wenn 

y,  ssftCx^x,,-.-»«) 

y,  =  fs(x„xa,...x«) 

ym  =  fm(Xt,  Xg,  •  •  «Xn) 

ist,  fo  ist  diefer  Verein  von  Gleichungen  gleichbedeutend  der  Gleichung 

y  =  F(x), 
wo 

x  =  Xi  et  +  x 8  e2  +  •  •  •  xn  en 

ya(x)  =  fa([x  6,],  [X  0jf  •  •  •  [X  6n]) 

F(x)  =  ej  ^(x)  +  e8  y8(x)  H em  ym(x) 

ist  und  e,,-  •  -en  und  elf-  •  -em  einfache  Normvereine  bilden. 

Beweis.  Nach  19  ist,  wenn  x  =  xt  et  +  x2  e2  -f  • .  •  x«  C* 
gefetzt  wird 

y«  =  f(xt,  x2,.  •  -x«)  =  fÄ([x  öj,  [x  e2],  •  •  [x  fcj)  =  yox 
da  aber  ei,  e8,»--em   gegenfeitig  freie  Grösen  find  nach  AusdehnungB- 
Lehre  206,  fo  ist  nach  15  die  eine  Hauptformel 

yiei  +  y*e*  +  •  •  •  +  ymCm  =  «iSPi*  +  e2y8x  -f  •  •  •  +em5PmX. 
gleichbedeutend  mit  den  m  Formeln 

yt  =  g>t  x,  y2  =  g>2  x, ym  =  ym  x. 

Bezeichnen  wir  jene  Hauptformel  mit  y  =  Fx,  fo  ist  alfo 

y  =  Fx  =  et  <jpt  x  +  e*  <p%  x  +  •  •  •  +  em  cpm  x 
gleichbedeutend  mit  den  m  gegebenen  Gleichungen 

yt  =  ft(x,,  x2,.  •  -Im)  u.  f.  w. 
21.  Satz.    Jeder  Verein  von  Formeln  beliebig  vieler  veränderlichen 

Grösen  lässt  fich  durch  eine  Formel  einer  veränderlichen  Gröse  er- 
fetzen,  vorausgefetzt,  dass  fowohl  die  unabhängigen  als  die  abhängigen 
veränderlichen  Grösen  fich  als  Vielfachenfummen  eines  und  desfelben 
Vereines  von  Einheiten  darstellen  lassen. 

Beweis.  Der  Satz  ist  in  20  für  einen  beliebigen  Verein  von 
Zahlformeln  beliebig  vieler  Zahlgrösen  bewiefen. 

Alle  Vielfachenfummen  eines  Vereins  von  n  Einheiten  lassen  fich 
aber  nach  Ausdehnungslehre  193  als  Vielfachenfummen  eines  einfachen 
Normvereins  von  n  Grösen  darstellen.  Es  bestehe  der  Normverein, 
dessen  Vielfachenfummen  die  unabhängigen  veränderlichen  Grösen 
x,y,-  •  •  darstellen,  aus  den  Einheiten  e„  e2>-  •  *en  und  der,  dessen  Viel- 
fachenfummen die  abhängigen  veränderlichen  Grösen  u,  v,«  •  •  darstellen, 
aus  den  Einheiten  *e,  ae,  •  •  •  me. 
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Ferner  fei 

x  =  xA  et  +  x8  e2  H \-xn  en 

y  =  yi  et  +  ya  ea  H f  y»  en,  •  •  • 

u  =  ut  *e  +  ua  *e  +  •  — h  Um  me 

v  =  Vj  ie  +  va  ae  +  •  •  •  +  Vm  me  •  •  • 
wo  alle  Vorzahlen  (xu  x8,-  •  «y^y^.  •  *uu  u4,«  •  •  vt,  v2,«  •  •)  Zahlgrösen 
find  und  feien 

u  =  F(x,y,...)  v  =  d>(x,y,...) 

die  gegebenen  Formeln  für  u  und  v.  Setzt  man  nun  die  obigen  Werte 
für  die  Grösen  u,  v,»  •  »x, y,»  •  •  ein,  fo  erhält  man 

u^e  +  u^eH Umme=F(x1e,H [-xn ethyiet-\ hyne»,-  •  •). 

Hier  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung  eine  Hauptformel  mit  den 
Zahlgrösen  Xi,«  •  «Xn,yt,«  •  -yn,-  •  ••  Diefe  Hauptformel  foll  einer  Viel- 
fachenfumme  der  Einheiten  1e,2e,«--me  gleich  fein,  fie  muss  alfo  die 
Form  haben  *efi  +  *ef8  +  •  •  •  +  "ofm,  wo  fu  fj,-  •  -fm  Zahlformelu  von 
xi  •  •  •*«>  yi  •  •  aya?*  *  *   fiQd.     Man  hat  mithin  die  Gleichung 

u  =  Ul  ie  +  u8  *e H +  umme  =  *ef,  +  *ef*  -\ hmefm  =  F(x,  y) 

und  diefe  Gleichung  wird  nach  15  erfetzt  durch  den  Verein  von  Zahl- 
gleichungen U,  =  ft,  Uj  =  f2,  •  •  -Um  =  fm. 
Auf  gleiche  Weife  wird  die  Gleichung  v  =  <P(x,  y) 
erfetzt  durch  den  Verein  von  Zahlgleichungen 

Vt  =  «jpj,    V2  =  (p2,  •  •  •    Vm2535  g>m 

wo  yi,  yi,«  •  •  wieder  Zahlformeln  der  Zahlgrösen  xt  •  •  »xn,  yt  •  •  -yn,-  •  • 
find.     Folglich  werden  die  gegebenen  Gleichungen 

u  =  F(x,y,.),  y  =  <P(x,y,...)>--- 
erfetzt  durch  den  Verein  von  Zahlgleichungen 

Ui  =  f4,     U8  =  f2,     •  •  •  Um  =  fm, 

Vi  =  91,  v8  =  y2,         vm  =  ym, 

wo  fx  •  •  -fm,  q>\  •  •  *5pm  Zahlformeln  der  Zahlgrösen  x,  •  •  «xn,  y%  •  •  «yn,  •  •  • 
find.  Nach  20  lässt  fich  nun  ein  folcher  Verein  von  Zahlformeln  durch 
eine  Hauptformel  einer  einzigen  Hauptgröse  erfetzen,  alfo  lässt  fich%auch 
der  gegebene  Verein  von  Formeln  durch  eine  Hauptformel  einer  ein- 
zigen Hauptgröse  erfetzen. 
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3.  Die  Lückenzeuge  und  die  Lückenausdrücke» 


22.  Erklärung.  Ein  Zeng  oder  Produkt  mit  n  Lücken  oder  ein 
Nlückenzeug  heist  ein  Zeng  oder  Produkt  von  beliebig  vielen  Fachen 
oder  Faktoren,  in  welchem  n  Grösen  enter  Klasse  Xi,x2,-«-Xa  als 
Luckenbtiser  vorkommen,  welche  als  Faohe  in  die  n  Lücken  eintreten 
follen. 

Das  Zeichen  diefes  Lttckenzeuges  ist  Pl^x^x*- • -Xn). 
Das  Hlttckenieug  ist  gleich  der  Summe   der  f  amtlichen  Aus- 
drucke, welche  hervorgehen,   wenn  man  in  dem  P(x„x2>-  •  -xn)  den 
Grösen  xt,  x^.—Xn   alle  möglichen  Folgen  giebt,   und  diefe  Summe 
durch  die  Anzahl  diefer  Tausche  teilt 

Es  wird  nötig  fein,  den  neuen  Begriff  an  einigen  Beispielen  zu  erläutern. 
Es  ist  demnach 

Pl*x  =  Px. 
Sei  z.  B.  P  =  at  aa  1  a*  a4,  fo  ist  Pl*x  =  at  a^  x  e^  a*. 
Es  ist  ferner 

PP(xy)  =  (Pxy  +  Pyx):2. 
Sei  z.  B.  P  =  a1aala3la4,  fo  ist 

Pl^xy)  =s  (at  aa  xa,ya4  +  aj  aj  y  a,  xa4)  :  % 
Es  ist  entsprechend 

Pl3(xyz)  r=  (Pxyz  +  Pxzy  +  Pyxz  +  Pyzx  +  Pzxy  -f  Pzyx)  :  6. 
Sei  z.  B.  P  =  atlaalajla*,  fo  ist 

Pl»(xyz)  =  (a1xaaya8za4  +  aixaaza8ya4  +  a1yaaxa8za4 
+  a1yaazaaxa4  +  a1zaaxasya4  +  a1zaayasxa4:6. 
Es  ist  übrigens  einleuchtend,  dass  die  Summe  der  Folgen  geteilt  durch  die 
Anzahl   der  Tausche   nichts  anderes  ist  als  das  arithmetische  Mittel  oder  das 
Summenmittel  zwischen  den  Folgen. 

23.  Satz.  Das  Hlttckenzeug  ist  gleich  der  Summe,  welche  man 
erhält,  wenn  man  den  Grösen  erster  Klasse  Xj,x8,  •  •  -x*  alle  ver- 
schiedenen Folgen  giebt  und  die  Summe  durch  die  Anzahl  diefer 
Tausche  n!  teilt,  oder 

Pln(x1x2...x«0  =  (SPXaX*---)  :  (12-3   -n). 
wo  Xa, x&,-  •  •  diefelben  Grösen  wie  Xj,x8,-  •  -xn  nur  in  beliebig  geän- 
derter Folge  ist. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  22. 
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Satz.    Plnxn  =  Pxx*x,  24. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  23,  denn  fetzt  man  in  23  xt  =  x2  = 
x3  =  X4  •  •  •  =  xB  =  x,  fo  werden  alle  Glieder  der  Summe  gleich 
Pxx«  •  -x,  alfo  die  Summe  gleich  der  Anzahl  der  Glieder  mal  Pxx«  -x, 
d.  h.  gleich  1«2«3«  •  «nPxx«  •  «x  und  dies  durch  l«2«3«««n  geteilt, 
gleich  Pxx-  •  -x. 

Sei  z.  B.  P^atlfi^lajlat,  fo  ist  Pl9x3  =  a1xaaxa3xa(, 
fei  P  =  a,  a^  1  aj  1  a4,  fo  ist  Pla  x*  =  %  a-j  x  aj  x  a*. 

Satz.    Pln+mf Xi  x*  •  •  •  Xn)xm  = 25. 

112  ;  (m+l)(m  +  2)...(m  +  n) 

wo  S  die  Summe  aller  der  Zeuge  oder  Produkte  ist,  welche  hervor- 
gehen, wenn  man  die  m  +  n  Orösen  xtXf  •  «Xnxx«  •  «x  auf  alle 
möglichen  verschiedenen  Arten  in  die  n  +  m  Lttcken  von  Pln+m 
verteilt. 

Beweis.     Man  fetze  zunächst  alle  n  +  m  Grösen 

Xi  X j  •  •  •  Xn  Xn  -|- 1  •  •  •  Xn  4.  m 

verschieden,  dann  erhält  man 

Pln+m(XiX2. .  .Xa+m)  _  (SPxaxe-  •  •)  :  (1  -2-3  -m  (m  +1) •  •  .(m  +  n)). 

Setzt  man  hier  die  m  Grösen  xn+i,  xn+a,*  ••xn+m  einander  gleich, 
fo  fallen  1*2*3*  •  «m  Glieder  in  ein  Glied  zufammen,  und  ist  alfo  die 
Anzahl  der  Tausche  nur  1  :  (1*2«3*  •  -m)  von  der  zuerst  entwickelten. 
Es  darf  daher  die  Summe  auch  nur  durch  (m  +  l)(m  +  2)«  •  -(m  +  n) 
geteilt  werden. 

Erklärung.    Das  Zeug  oder  Produkt  mit  n  +  m  Lttcken  oder  das  26. 
N  +  M-Lüokenzeug  von  n Lüokenbüsern  xl9x2,-  •  -Xn,  heist  der  Aus- 
druck,   den   man    erhält,    wenn   man    das   H  -f  M-Lüokenzeug   von 
n  +  m  Lüokenbüsern   xllx2,- • -in^m   nach  23  entwickelt  und  dann 
statt  jeder  der  Orösen  xn.+  i,  Xn  +  a,-  •  -Xn  +  m  eine  Lücke  fetzt,  oder  es  ist 

pln  +  m(XlXr  .  ,Xn)  _  pin  +  m(XlXg.  .  .^H«  .  .1). 

Sei  z.  B.  zu  entwickeln  Pl3x,  fo  ist  dies 

Pl»x  =  (PxU  +  Plxl  +  Pllx)  :  3,     z.  B. 

(aj  xaa  ls^  1ä4  +  «H  l«a  xa«  1^4  +  ai  laa  la3  xa4)  :  3. 
Sei  zu  entwickeln  Pl8(xy),  fo  ist  dies 

Pl»(xy)  =  (Pxyl  +  Pxly  +  Pyxl  +  Pylx  +  Plxy  -f  Plyx)  :  6. 

Satz.    Es  ist  Pl^Cxt  x, .  *  -x»)  =  — — - — ~ — —  27. 

(m  +  l)(m  +  2)- • -(m  +  n) 

wo  S  die  Summe  aller  der  Zeuge  oder  Produkte  ist,  welche  hervor- 
gehen, wenn  man  die  n  Orösen  x^g«  •  »Xn  und  die  m  Lücken  auf  alle 
möglichen  verschiedenen  Arten  in  die  n  +  m  Lücken  von  pp-  +  » 
verteilt 

Beweis.     Unmittelbar  aus  25,  wenn  man  1  statt  x  fetzt. 
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38.  Satz.     Plmx  =  (Pxll...l  4-Pbü...l  +  Pllx...l  H )  :  m. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  27. 

29.  Erklärung.  Ein  Luckenausdruck  mit  n Lücken  oder  ein 
H-Lückenausdruck  heist  eine  Vielfachenfumme  von  Lüokenzeugen  mit 
je  n  Lücken  oder  von  N-Lückenzeugen. 

Zwei  Lückenausdrucke  heisen  dann  und  nur  dann  gleich,  wenn 
fie  für  jeden  Verein  von  n  Grösen  erster  Klasse  x„x2,---Xn,  welche 
in  die  Lücken  eingeschoben  werden  gleich  bleiben  oder  wenn 
A,B,- .  -Al,Blr  .  -H-Lückenzeuge  und  a, ßr  •  -a1, ßlr  •  Zahlen,    fo  ist 

aA  +  ßB  T| =  a1  A*  +  /?*  B*  H dann  und  nur  dann, 

wenn  für  jeden  Verein  von  nGrösen  erster  Klasse  x,  •  •  -xn 
aA^  x2.  -  .xn)  +  ßBfri **•  •  -xn)  +...== 

ai  J*(>i  x2  •  •  -Xn)  +  jS1  Bi(xt  X2 •  -Xn)  H 

30.  8  a  t  z.  Jede  ganze  Zahlformel  n-ten  Grades  von  beliebig  vielen 
(veränderlichen)  Zahlgrösen  lässt  fioh  in  der  Form 

Ax» 
darstellen,  wo  A  ein  H-Lüokenausdruok  ist,  oder 

So**,-  •  -x^x^-  •  •  =  Axn,  wo  a  +  b-i <n 

wo  x  =5  6o  +  xi  el  4"  xi  e2  +  •  •  • 

auch       A  =  Sa**,-  •  -[le0]r  [teja[tej*-  •  •  auch  r  +  a  -f  b  H =  n 

ist,  und  eos  e^  ej,  •  •  •  einen  einfachen  Norm  verein  bilden,  und  die  Summe 
fich  auf  alle  möglichen  ganzen  Werte  r,  a,  b,  •  •  •  von  0  bis  n  bezieht» 
welche  der  in  Klammern  beigefügten  Bedingung  genügen. 

Beweis.     Nach  der  Annahme  ist  x  =  x0eo  +  xt  ei  4-  x*e3  4-  •  •  •* 
wo  x0  =  1  ist.     Ferner  da  Xq  =  1  und  a+  b+-"  ^n  ist,    fo    ist 

Safl,6,-  •  -x^xj*-  •  •  =  Sa**,-  ■  -VW-  •  • 
mit  der  Bedingung,    dass  r  -f  a  4~  &  +  •  •  •  =  n  fei.     Der  gewonnene 
Ausdruck  ist  aber  nach  19 

=  Sa*  t>, .    .  [xeu]T  [x6,  ]fl  [xe2]>    .  . 

=  ^xn. 

31.  Satz.  Jeder  Verein  von  ganzen  Zahlformeln  n-ten  Grades  be- 
liebig vieler  veränderlicher  Orösen  lässt  fioh  in  der  Form 

Ax* 
darstellen,  wo  A  ein  H-Lüokenausdruck  ist. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  30  verbunden  mit  21. 

32.  Satz.  Statt  einen  Lückenausdruck  mit  einer  Fachreihe  (Faktoren- 
reihe)  (XjX2  .x»)  zu  weben  oder  zu  multipliziren,  kann  man  ihn  mit 
den  Fachen  fortschreitend  weben,  oder 

A(Xt%%.  .  .Xn)  =  JXi  X2     .  .Xn. 
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Beweis  1.    Es  fei  zunächst  A  ein  Lückenzeug  mit  n  +  m  Lücken, 
fo  ist  nach  27 

_  8 

wo  S  die  Summe  aller  Glieder  ist,  welche  hervorgehen,  wenn  man 
auf  alle  möglichen  verschiedenen  Arten  xl9  x2,. .  .Xn  in  die  n-j-m  Lücken 
von  A  verteilt.  Ebenfo  fei  St  die  Summe  aller  Glieder,  welche  hervor- 
gehen, wenn  man  xt  nach  und  nach  in  jede  einzelne  Lücke  des  Pro- 
duktes A  einfetzt;  ferner  gehe  S2  aus  St  hervor,  indem  man  in  jedem 
Gliede  von  Si  die  Gröse  x2  nach  und  nach  in  jede  der  n  +  m  —  1  Lücken 
einzeln  einfetzt,  und  die  Amtlichen  fo  erhaltenen  Glieder  zufügt,  fomit 
ist  S2  zugleich  die  Summe  aller  Glieder,  welche  hervorgehen,  wenn 
man  xtx8  auf  alle  möglichen  verschiedenen  Arten  in  zwei  der  Lücken 
von  A  einfügt.  Auf  entsprechende  Weife  möge  S3  aus  S2  abgeleitet 
fein  u.  f.  w.     Dann  ist  nach  27 


Axt  =  — - — ,  An\  x8  = 


endlich 


n  +  m'        ,a        (Q  +  m)(n  +  m— 1) 

S 


AJL\  Xg  .  .  .  Xn  = 


(m  +  l)(m  +  2).,.(m  +  n) 

ä^CXjXj.      .Xn). 

2.  Es  fei  A  ein  beliebiger  Lückenausdruck  =  Sä»,  wo  jedes 
Ba  ein  Lückenzeug  mit  n  +  m  Lücken  ist,  fo  ist 

J(X,  Xa  .  .  .  Xn)  =  (SfJaXXjXg .  .  .  Xn) 

=  &Ba(xtX|.  .  .xn)  (nach  29) 

=  SfJaXiXg. .  .xn  (nach  32,0 

=  (SJBa)x,x2 .  .  .  xn  (nach  29) 

=  ^XjXg  .  ..Xn 

Satz.    In  dem  Ausdrucke  ^xLxs...Xn,  wo  A   ein  beliebiger  33. 
Lüokenausdmck  mit   n{m Lücken,   kann  man  in  der  Grösenreihe 
x,x2. .  .xn  beliebig  Klammern  fetzen  oder  weglassen  ohne  Aenderung 
des  Wertes. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  30. 

Satz.    Die  Ordnung  der  Fache  oder  Faktoren,  welche  in  einen  34. 
Iiückenausdrnek  eintreten  Tollen,  ist  gleichgültig  für  das  Ergebniss  oder 
Axxx2 . . .  ==  Aar**   . . ,  wo  i  ein  Ltiokenausdruck 

und  XiX2 . . .  nnd  XrXj . . .  diefelben  Fache  nur  in  verschiedener  Ord- 
nung enthalten. 
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Beweiß.     Es  fei  A  =  SJ5a,  wo  jedes  Ba  ein  Lückenzeug  ist,  fo  ist 
JxjXa.  . .  =  ^(x^.  . .)  (nach  32) 

=  (SÄ0(xlX8 . . .  xn)  =  8Ba(xt*i .  . )  (nach  29) 
Nun  ist  aber  nach  27  2?a(x,x2...)  die  Summe  fUmtlicher  Ausdrücke, 
welche  hervorgehen,  wenn  man  xt,  x8,  . .  .  in  allen  möglichen  Anord- 
nungen in  die  Lücken  von  Ba  hineinfugt,  geteilt  durch  die  Anzahl 
diefer  Tausche,  alfo  ist  es  gleichgültig,  in  welcher  Ordnung  die  örösen 
xt,x2,.  .  in  dem  Ausdrucke  Ba(xxX2  .  •)  vorkommen,  d.h.  Ba(xtx8. . .) 
=  BafxrXs. . .),  wenn  xtx8.  . .  und  XrX*. . .  diefelben  Fache  nur  in 
verschiedener  Folge  enthalten.     Alfo  ist 

JxlX2   .  .  =  SÄi(xrXa. . .)  =  (SJB«)(xrXf. . .)  (nach  29) 

=  ^(xrxs. . .)  =  Jxxxa. .  .  (nach  32) 

35.  Satz.  Wenn  irgend  eines  der  Fache  oder  Faktoren,  welch« 
mit  einem  Lüokenausdrnoke  gewebt  oder  multiplizirt  find,  eine  Summe 
ist,  fo  kann  man  statt  der  Summe  die  einzelnen  Stücke  fetzen,  und 
die  fo  erhaltenen  Lüokenausdrücke  zufügen  oder 

^t(x  +  y  +  . .   )u  =  Atx*  +  ^tyu  +  . . . 
wo  t  und  n  Reihen  von  Fachen  oder  Faktoren  und  A  ein  Ltteken- 
ansdrnck  ist. 

Beweis.  Nach  34  ist  ^t(x  -f-  y  -f  . .  .)u  =  -4tu(x  -f  j  -f- .  . .). 
Hier  ist  Atu  wieder  ein  Lückenausdruck,  und  daher  hat  .4tu(x-f-y-f- . . .) 
die  Form  einer  Summe  von  Zeugen,  deren  jedes  (x  +  y  -f-  . . . )  afe 
ein  Fach  enthält,  alfo  die  Form  P(x  -f  y  +  .  . )  +  Q(x +y  +  .  .)+-••• 
Dies  ist  aber  nach  73  gleich  Px  -f  Py  +  . . .  +  Qx  +  Qy  +  .  .  .  =  Px 
+  Qx  +  . . .  +  Py  -f  Qy  +  . . .  =  <4tux  +  Atuj  +  . .  .  =  ^Itxu 
+  ^tyu  +  .... 

36.  Satz.  Für  die  Lückenansdrücke  gelten  alfo  alle  Gefetze  der 
Verwebnng,  fowohl  das  Gefetz  der  Einigung  als  auch  das  der  Ver- 
tauschnng  und  das  der  Beziehung  der  Fache  oder  Faktoren. 

Beweis.     Unmittelbar  aus  33,  34  und  35. 
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4,  Die  Hauptbrüche  oder  die  Hauptquotienten. 

b 
In  der  Zahlenlehre  genügte  für  den  Brach  —  die  Erklärung,  es  folle  der 

Brach  die  Gröse  fein,  welche  mit  a  verwebt  oder  multiplizirt  b  giebt.  Wollte 
man  diefe  Erklärung  auch  für  die  Flechtbrüche  einführen,  fo  würde  man  hieraus 
nur  die  Yielfachenfummen  der  Gröse  a  erhalten.  In  einem  Hauptgebiete  nter 
Stufe  hat  man  aber  Grösen  erster  Stufe,  welche  die  Vielfach enfummen  von  n 
gegenfeitig  freien  Grösen  a,,--^  find.  Es  genügt  hierfür  die  erwähnte  Er- 
klärung nicht*,  hier  wird  der  Bruch  nur  dann  vollständig  bestimmt  fein,  wenn 
bestimmt  ist,  was  die  Flechtung  des  Bruches  mit  n  gegenfeitig  freien  Grösen 
af  -an  ergiebt,  dies  wird  in  der  folgenden  Erklärung  geschehen,  und  findet 
diefe  damit  ihre  Rechtfertigung. 

Die  Gebrüder  Hermann  und  Robert  Grassmann  haben  im  Jahre  1847 
diefe  Hauptbrüche  oder  Quotienten  in  allgemeinster  Form  behandelt,  indem  fie 
im  Nenner  der  Hauptbrüche  Grösen  beliebiger  aber  gleicher  Klasse  und  ebenfo 
im  Zähler  Grösen  beliebiger  aber  gleicher  Klasse  eingeführt  und  die  Gefetze 
dafür  entwickelt  haben.  Bei  einer  spätem  Bearbeitung  ergab  Ach  aber,  dass 
mau  diefelben  Ergebnisse  erhält,  wenn  man  im  Nenner  nur  Grösen  erster  Klasse 
bez.  im  Gebiete  nter  Stufe  auch  (n— l)ter  Klasse  zulässt,  und  dass  dies  doch  wesent. 
lieh  einfacher  wird  und  daher  den  Vorzug  verdient.  Der  Bruder  hat  deshalb 
in  feinem  Werke  von  1862  bereits  diefe  Umgestaltung  vorgenommen.  Der  Name 
Hauptbruch  ist  von  mir  eingeführt  worden,  um  diefen  Bruch  der  Erweiterungs- 
lehre von  dem  Zahlbruche  zu  unterscheiden.  Der  Name  bezeichnet  den  Bruch 
fogleich  als  auf  ein  Hauptgebiet  bezüglich;  er  bezeichnet  die  Beziehung  des 
Bruches  zu  diefem  Hauptgebiete,  wodurch  auch  die  Form  des  Bruches  be- 
stimmt ist. 

Erklärung.    Der  Hauptbuch  oder  der  Hauptquotient  37. 

q_  bt, b2, ■  ■ . bn 
at,  a2, . . .  an 
wo  al9  a2,. .  .an  n  gegenfeitig  freie  Grösen  enter  Klasse  bez.  (n — l)ter 
Klasse  in  einem  Hauptgebiete  nter  Stufe  find,  heißt  die  Gröse,  welche 
mit  a„  a2,.  .  .an  webt  oder  multiplizirt,  beziehlich  die  Werte  b^bj,. .  .bn 
liefert,  fo  dass 

bj,  b2, . . .  bn 

•  aa  =5  Da* 

»i>  a2, . . .  an 
Und  zwar  heißen  die  Zähler  b„b2,. . .  die  entsprechenden  Zähler  zu 
den  Hennern  aly  a2, . . . 
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Zwei  Hauptbrftohe  bez.   deren  Vielfaohenfummen  heisen  dann 
und  nnr  dann  gleich,  wenn  fie  beide  mit  jeder  Gröse  enter  Hatte 
des  Hauptgebietes  gewebt  oder  multiplizirt  zwei  gleiche  Größen  geben. 
Umkehrbar  heist  der  Hauptbmch 
n  _  bpba,.-  .bn 
alf  aa,...an 
wenn  anch  die   Grösen   des  Zählers  bly  b8, .     bn  n  gegenseitig  freie 
Größen  deifelben  lten  bez.  (n — l)ten  Klasse  find,  wie  die  Grösen  des 
Henners.    Die  Gröse 

1 alf  a8, . .  .an 

ft_  bnb»...!* 
heist  der  umgekehrte  Hauptbruch. 

38.  Satz.  Zwei  Hauptbrüche  und  zwei  Vielfaohenfummen  von 
Hauptbrüchen,  welche  in  einem  Hauptgebiete  nter  Stufe  mit  n  gegen- 
seitig freien  Grösen  erster  Klasse  gewebt  oder  multiplizirt,  Gleichet 
geben,  find  einander  gleich. 

Beweis.  Es  feien  Q  und  Qt  die  HauptbrUche  oder  die  Viel- 
fachenfummen  derfelben  und  feien  alv..an  die  n  gegenfeitig  freien 
Grösen  erster  Klasse  im  Hauptgebiete  nter  Stufe,  welche  mit  ihnen  ge- 
webt oder  multiplizirt  Gleiches  liefern;  es  fei  alfo  nach  der  Voraus- 
setzung 

Qai  =  Qia1?  Qa8  =  Q^, ...  Qan  =  Qian. 
Es  find  nun  nach  37  die  beiden  Ausdrücke  Q  und  Qt  dann  und 
nur  dann  gleich,  wenn  fie  mit  jeder  Gröse  erster  Klasse  des  Haupt- 
gebietes gewebt  oder  multiplizirt  Gleiches  liefern.  Jede  Gröse  erster 
Klasse  des  Hauptgebietes  nter  Stufe  läset  fich  aber  nach  24  als  Vid- 
fachenfumme  von  je  n  gegenfeitig  freien  Grösen  diefes  Gebietes  a„.  .  .a» 
darstellen.     Es  fei  demnach 

x  =  o^i  +  .  . .  +  anan 
dann  ist 

Qx  =  Qfoat  +  . . .  +  aaa>) 

=  c^Qai  +  . . .  +  anQan  (nach  Ausdehnungslehre  73) 

=  «iQiai  +  •  •  •  +  önQi&n  (nach  Annahme} 

=  Qit«iai  +  . .  •  +  an  an)        (nach  Ausdehnungslehre  73) 
=  QlX. 

39.  Satz.  Einen  Hauptbruch  vervielfacht  man  mit  einer  2att> 
indem  man  jeden  Zähler  mit  diefer  Zahl  vervielfacht»  und  Hauffr 
bruche  von  gleichen  Hennern  fugt   man  zu,   indem  man    die    m 
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sprechenden  Zähler  zufugt,   wobei  in  beiden  FUlen  die  Henner  nn- 
geändert  bleiben,  oder  *    ■ 

4bi>:bsf-  •  •  :  •      Qu  c2»-  •  •  , 

p +  y r  •  •  • 

*i»  *sr •  •  i*       •  *i>  **>•*• 

_QH»y  +yct  + . . .  Vtfb,  +  yo2  +  ■  ■  Or  • ., 

*t  •       "       f     a2  t  •  •  • 

Beweis.  Wenn  der  Satz  gelten,  foll,  fo  müssen  nach  SS  beide 
Seiten  der  vorstehenden  Gleichung  mit. jeder  der  Grösen  at,..«an  ge- 
webt oder  multiplizirt,  gleiche  Grösen  geben.  Nun  ist  nach  •  Aus- 
dehnungslehre 70  .       *■        .  ., 


Va,,a„...        'a„a2)...  /■ 

=  ßba  +  yc«  + . . .        (37) 


aj,  a2,. . .  «i,  aÄ,. .  * 


Ferner  ist 

tfbj  +  yct  + . . .),  (pb,  +  yc2  +  . . .),. . .  / 

.  tta 

at  ,  a*  ,. .. 

=  £b«  +  yca  +  ...  (37) 

Bezeichnen  wir  alfo  der  Kürze  wegen  die  linke  Seite  der  zu  erweifenden 
Gleichung  mit  L,  die  rechte  mit  R,  fo  wird  fjir  jeden  Zeiger  et 

Laa  =  Raa. 
Folglich  ist  nach  38  auch  L  =  R. 

Satz.     Jeden  Hauptbmoh  im  Hauptgebiete  nter  Stufe  kann  40. 

man  auf  die  Form  bringen,  das*  feine  Henner  n  beliebige  gegenseitig 

freie  Grösen  erster  Klasse  diefes  Gebietes  find,  oder 

bi>b2>--  •  _  S'aqba^a^ba,.  . .  -      »Mm    ««*    ai*  • 

— =  a*„*  — »  wo    a*  Zahlen  nnd  Va*  aa, 

a1?  a2, . . .      •  s1^  aa,  B'Oaaa,  ...  > 

S2aaaa,. . .  ngegenfeitig  freie  Grösen  find. 

Beweis.     Nach  Ausdehnungslehre  70  ist 

bl,b*-"  SbaÄaa  =  SBaabl,b21'"  aa  =  S*a« ba  (nach  37) 

at)as, .  . .  a1:a2, . .  . 

Ebenfo  ist 

mithin  liefern  beide  Hauptbrüche  mit  S*aaaa  gewebt  oder  multiplizirt, 
für  jeden  Wert  des  B  von  1  bis  n  gleiche  Gröseu,  folglich  find  fie 
nach  38,  da  die  n  Grösen  S*aaaa,  S2aaaa, . . .  nach  der  Voraussetzung 
gegenfeitig  frei  find,  einander  gleich. 
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41.  Sati.     Wenn  e^e* . . .  ea  die  ursprünglichen   Einheiten    des 

Hauptgebietes  nter  Stufe  find,  und  *Ea  der  Kurse  wegen  den  Hampt- 
brneh  bezeichnet,  dessen  Henner  die  ursprünglichen  Einheiten  find, 
auch  von  den  Zählern  derjenige,  welcher  dem  Henner  et  entspricht» 
gleich  e«  ist,  während  alle  übrigen  Zähler  desfelben  null  find,  d.  h.  wenn 

'Ea  et  =  e<£und  'Ea  ec  ==  0,  wenn  c  £  b 
ist,  fo  lassen  fieh  die  n'  Ausdrucke,  welche  aus  'Ha  hervorgehen,  in- 
dem man  statt  b  und  a  nach  und  nach  die  Zahlen  1. .  .n  einfetst, 
als  Brucheinheiten  fetsen,  d.  h.  es  lassen  fich  alle  Hauptbrftohe  des- 
felben Hauptgebietes  als  Vielfachenfummen  derfelben  darstellen, 
während  fie  felbst  gegenfeitig  freie  Orösen  find  oder 

et       ,  e j       , . . .  xe«,  2efl,  . . . 

und  die  Grösen  'Ea  gegenfeitig  frei  find. 

Beweis.    Nach  37  ist 

et        ,  e*       ,.. . 
Nach  Ausdehnungslehre  70  ist  aber  auch 

Sto«  cEa  et  =  Sc<c«  CE«  et  =  S'aft  'Ea  et  (nach  Annahme) 

=  S'aa  ea  (nach  Annahme) 

da  nach  der  Annahme  cEa  et  =  0  für  c  £  b  und  'Ea  et  =  et  ist  Beide 
Ausdrücke  geben  alfo  mit  jeder  der  n  gegenfeitig  freien  Grösen  e^.  .  .e* 
gewebt  oder  multiplizirt  gleiche  Grösen,  fie  find  alfo  nach  38  einander 
gleich. 

Die  Grösen  'Ea  find  aber  auch  alle  gegenfeitig  frei.  Denn  an- 
genommen, es  wäre  eine  derfelben  eine  Vielfachenfumme  der  andern, 
fo  musste  8'aa  'Ea  =  0     alfo  auch  fein 

0  =  (S'oa  *Ea)ec  =  S'aa  *Ea  ec      (naxjh  Ausdehnungslehre  70) 
=  Sca\t  cEa  ec  (nach  Annahme) 

=  ScOa  ea  (nach  Annahme) 

da  nach  der  Annahme  'Ea  ec  =  0  für  c  £  o  und  cEa  ec  =  ea  ist 

Wenn  aber  0  =  Scffa  ea  =  cat  et  +  *a%  e2  +  •  •  .  ***»  fo  müssen, 
da  die  ursprünglichen  Einheiten  gegenfeitig  frei  find,  die  sämmtliehen 
Vorzahlen  nach  14  Null  fein,  mithin 

«Oa  =  0  =  'aa  für  c  von  1  bis  n,   oder  für  b   von  1  bis  n, 
mithin  find  auch  in  der  Gleichung 

S'aa'Ea  =  0 
alle  Vorzählen   null,   d.  h.   nach  14  es  find  alle  n*  Grösen  'Ea  gegen» 
feitig  frei. 
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Satz.    Jeder  Brach  lässt  lioh  alt  LnckenauBdruck  mit  einfacher  42. 
Lücke  danteilen,  und  zwar  ist,  wenn  die  Henner  al9. .  aa  einen  ein- 
fachen Normverein  bilden, 

ai,aj, . 

Beweis.  Die  beiden  Seiten  der  Gleichung  find  nach  6  und  14 
gleich,  wenn  fie  mit  jeder  Gröse  erster  Klasse  x  gewebt  oder  multi* 
plizirt  Gleiches  liefern.    Sei  nun  x  =  x^  +  xsas  4"  •  •  •»  ß>  «t  nac^  35 

([läjbt  +  Jla^b*  +  . .  Ox  =  [xajbt  +  [xajb,  + . . . 
alfo,  da  nach  Ausdehnungelehre  218  aaa«  =  1  und  a«a*  =  0V  wenn 
a  £  b,  fo  ist  nach  22.  der  Ausdruck  =  xt  bx  +  *2  b8  + . . . 
Aber  ebenfo  ist  auch 

===  Xi  bi  +  x2  b2  4-  . . .  (nach  37). 

Beide  Seiten  der  zu  erweifenden  Gleichung  liefern  alfo  mit  jeder  Gröse 

erster  Klasse   gewebt  oder   multiplizirt   Gleiches,  fie   find   alfir  felbst 
gleich. 

Der  Hauptbruch  ist  alfo  nur  eine  einfachere  Form  des  Lftckenausdruckes 
mit  einer  Lücke,  und  kann  alfo  auch  jeder  Verein  beliebig  vieler  Zahlformeln 
ersten  Grades  von  beliebig  vielen  Zahlgrösen  als  Zeug  oder  Produkt  eines  Haupt* 
braches  in  eine  Hauptgröse  dargestellt  werden. 
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5.    Die  Höhenwerte  und  die  Hauptzahlen 
der  Hauptbrüche. 

43.  Erklärung.     Der   Höhenwert    oder   Potenzwert    eines 

Hauptbr uehes  heilt  das  bezügliche  Flach  der  Zähler,  deren  Kenner 

den  Verein  der  ursprünglichen  Einheiten  bilden..    Das  Zeichen   des 

Höhenwertes  eines  Bruches  mit  n  Nennern  ist  [Qn]. 

bj,  b*.  •  •  •  bn 

Wenn  Q  =ä  — — —  ist,  wo  e^  e^,  •  •  •  en  der  Verein  der  ursprünglichen 

®t»  ej,  •  •  •  en 

Einheiten  ist,  fo  ist  alfo  [Qn]  =fr>i  b,-  •  -bj. 

44.  ßati.  Der  Höhenwert  oder  Potemwert  eines  Hauptbruches  ist 
gleich  dem  bexügliohen  Flache  der  Zähler  geteilt  durch  cUp  bexüg- 
liche  Flach  der  Venner  oder 

wemas=hi^iii  i8t,  fo  i,t  [ft»]  =  &hnA. 

•  Beweis.  Um  den  Hauptbruch  auf  die  Nenner  ex, ej5...en  zu 
bringen,  fetze  ich  Qec  =  cc  für  jeden  Zeiger  c  von  1  bis  n;  dann  ist 
nach  40 

Q  _  ct,  c,, . . .  cn  und  [Q»]  =  [c1c2...c„]  nach  43 

eu  a*  .  • .  en 
Seien   nun   die  Orösen  a^a?,...    als  Yielfachenfummen  der    ur- 
sprünglichen Einheiten   ene2)...  dargestellt  und   fei  für  den  Zeiger  b 
von  1  bis  n 

a*  =  S'aa  ea,  fo  ist  b*  =  Qa*  =  Q  •  Sbaaea  =  S*aÄ  Qea  =  S*a«  c« 

«ithin   ist    Ib1bt...]=f(SXqacfl)(S»a«ca)...] 
K  »j  •  •  •  ]        [(8  '««  e«)(8>er«  e«) . . .  ] 

=  — ~ -  (oaoh  Ausdehnungslehre  72) 

8(}afa».  ,.)[ea.e»...] 

-  *-WW*...)jg^1j  Cnach  Ausdehnung«!.  91) 
8(— l)'(W(»...)[e,e,...] 
wo  o,  i, . . .  alle  möglichen  verschiedenen  Anordnungen  der  Zeiger  1,2,... 
darstellen,  und  r  die  Anzahl  der  Zeigerpare  bezeichnet,  die   unten   in 
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a, fc,. . .  entgegengefetzt  geordnet  find,  als  oben  in  1,2,. . ..  Hier  heben 
fich  die  beiden  Summen  S( — l^a^a*. . .)  und  da  [eHes,. .  .]  =  1  ist, 
fo  ist 

['^^-  =  [0,0,...]  =  ^]. 

Satz.    Wenn  Q  und  Qj  Hanptbrüohe  mit  n  Vennern  find,  nnd  45. 
zu  einander  in  der  Zahlbeziehung 

stehen,  fo  stehen  ihre  Höhenwerte  oder  Potenzwerte  in  der  Zahl- 
beziehung 

Beweis.     Es  fei 


fo  ist  nach  43 

[Qn]  =  [ceai .  aa8 . .  .  aa*]  =  a°[axa2 .  .  *  an]  (n.  AusdehnungsL  68) 
=  an[Qtn]  (nach  43). 

Satz.  Wenn  zwischen  den  Zählern  eines  Braches  eine  Zahl«  46. 
beziehnng  herrscht,  fo  lässt  fich  der  Bruch  stets  auf  die  Form  bringen, 
dass  alle  hörigen  Zähler  null  werden,  und  zwischen  den  übrigen 
Zählern  keine  Zahlbeziehung  stattfindet, ,  und  zwar  wenn  elf . . .  en  die 
Henner,  at,. .  .an  die  Zähler  des  Bruches  Q  find,  und  zwischen  alr>.  .am 
keine  Zahlbeziehung  stattfindet,  aber  die  übrigen  n  —  m  Zähler  zu 
ihnen  hörig  find,  so  dass 

am+*  =  %i  a!  +  *a,  a3  +  . . .  +  *ctm  am  (a) 

izt,  fo  ist 

at,  a8,  . . .  am,     0,         0,    . . .  0 

||  — :  , . t   W0 

6],  e8,  •  .  •  Cm,  Cm  +  i,  Cm  +  g, .  .  .  Ca 

Cm  + *  =  *aA  et  -f-  *cca  e8  -f-  •  •  •  +  *<*m  em  —  em  + » 

Ci,  Cj,  .  .  .  6m 

ai,a2,  . . .  am 
ist.    Und  alle  zu  cm  +  i,  Cm+a,  . . .  on  hörigen  Orösen,  aber  auch  keine 
andern  Orösen  geben  mit  Q  gewebt  oder  multiplizirt  null. 

Beweis.       Betrachten     wir    zunächst    das    Zeug    oder    Produkt 
Qcm  +  b;  es  ist 

Qcm  +  b  =  *ai  Qet  +  *aa  Qe2  +  . . .  +  *aa  Qem  —  Qem  +.* 

=  *<*i  »i  +  *«s  ai  +  - .  -  +  B«m  »m  —  am+j    (nach  3?) 
da  nach  der  Annahme  a,,  a3,  .  . .  a0   die  zu  den  Nennern  fy,  ej,  .  /.  ei 
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gehörigen  Zähler  des  Bruches  Q  find,  und  dies  (nach  a)  =  0.     Alfo 
find  die  au  den  Nennern  cm  +  i,  Cm  +  s,. .  .cft  gehörigen  Zähler  nulL 

Es  find  aber  ferner  auch  alle  Nenner,  et,  ej, . .  .  em, Cm + 1,  cm  f  t, .  .  .  c» 
gegenfeitig  frei.     Setzen  wir  nämlich  der  Abkürzung  wegen 
*ai  *i  +  ba«  ea  +  •  •  -  +  *a»  em  =  s*,  fo  ist 
Cm  -f.  6  =  s*  —  emfB)  mithin  ist 

[eAej.  .  . em  . Cm -j- 1 .  .  .Cn]  =  tel  *c2-  •  -e»(8l  — ©m  +  i)-  •  •  (*«— m ^o)] 

=s±fe1e,...en] 
denn  da  b^sj,...  Vielfachenfummen  der  Grösen  e^e^.-.em  find,  fo 
können  fie  nach  Ausd.  109  weggelassen  werden.  Das  Flach  ist  alfo  von 
Null  verschieden,  d.  h.  ei,  ea,. .  .em,  cm  +  i,. .  .cn  find  nach  Ausdehnungs- 
lehre 93  gegenfeitig  freie  Grösen,  mithin  kann  nach  40  Q  als  Haupt- 
bruch in  der  im  Satze  angegebenen  Weife  dargestellt  werden. 

Da  ferner  Qcm-|-&  =  0  ist,  fo  giebt  Q  auch  mit  jeder  Vielfachen- 
fumme  der  Grösen  cm  +  i...cn  gewebt  oder  multiplizirt  null.  Umge- 
kehrt muss  auch  jede  Gröse  d,  welche  mit  Q  gewebt  oder  multiplizirt 
null  giebt,  d.  h.  für  welche  dQ  =  0  ist,  eine  Vielfachensumme  von 
Cm4-i«..Cn  fein.  Denn  was  auch  d  für  eine  Gröse  fein  mag,  immer 
muss  fie  doch  dem  Hauptgebiete  nter  Stufe  angehören,  d.  h.  nach 
Ausdehnungelehre  24  eine  Vielfachenfumme  der  Grösen  eM  e,, .  .  .e», 
Cm +4. .  .Cn.fein,  d.  h.  fleh  in  der  Form 

d  =  ax  e4  +  a%  e8  +  . . .  -f  am  em  +  s 
darstellen  lassen,   wo  s  eine  Vielfachenfumme  der  Grösen  cm  *.  1 .  .  .  c« 
ist.     Da  nun  Qeö  =  aa  und  Qcm  +  $  =  0  ist,  fo  wird 

0  =  dQ  =  cti  at  +  a2  a2  + . . .  +  am  am 
alfo   find  nach  Ausd.  106   die  Vorzahlen  a„  a2,. .  .am  Ifcmmtlich    null 
und   ist  mithin  d  =  s,  d.  h.  eine  Vielfachensumme  von  cm  + 1 .  .  .  oB. 

47.  Erklärung.  Eine  Hauptzahl  des  Hauptbuches  Q  heist 
die  Zahl  ?,  wenn  der  Bruch  Q  mit  einer  von  Hüll  verschiedenen 
Gröse  erster  Klasse  x  gewebt  oder  multiplizirt,  das  (riaehe  dieser 
Gröse  giebt,  fo  dass  Qx  =  gx  ist.  Die  Zahl  q  kann  hierbei  auch 
eine  Igröse  werden.  Das  zu  der  Hauptzahl  q  gehörige  Haupt- 
gebiet heist  das  Gebiet,  welchem  alle  Grösen  x  angehören,  welche 
jener  Gleichung  genügen. 

48.  Satz.  Jeder  Hauptbruch  Q  mit  n Hennern  hat  auch  n Haupt- 
zahlen Qua*-  •  ?n  und  zwar  find  die  n  Hauptzahlen  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

(a)  oo^  —  a^«-1  +  a^n-2  —  . . .  +  (— l)"a«  =  0 

Wo  cu  aus  dem  Flache  [e,  e2 .  , .  e»J  der    n  Henner   dadurch   hervor» 
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geht,  data  man  a  der  Grösen  en  e2, . . .  en  in  die  entsprechenden 
Größen  fte^fte^. . .  den  umwandelt,  während  man  die  jedesmal  übrigen 
n  —  a  Größen  unverändert  lässt. 

Das  Zeug  oder  Produkt  diefer  n  Wurzeln  ist  gleich  dem  Höhen- 
werte  des  Hauptbuches,  d.  h.  QlQi. .  ,Qn  =  [Q*]. 

Das  zu  der  Hauptsahl  q  gehörige  Hauptgebiet  erhält  man,  wenn 
man  q  —  0  als  einen  Hauptbruoh  B  nach  46  darstellt,  von  dessen 
Zählern  einer  oder  mehre  null  find,  während  die  übrigen  Zähler 
gegenfeitig  frei  find,  und  «war  ist  das  Gebiet  derjenigen  Henner 
diefes  Bruches  B,  deren  entsprechende  Zähler  null  find,  das  verlangte 
Hauptgebiet. 

Beweis.    Es  fei  Q  der  Hauptbruch  mit  den  n  Nennern  e^e*, . . .  en, 
es  fei  ferner  q  eine  Hauptzahl  diefes  Bruches  und  fei  x  =  SxÄ  eÄ  eine 
von  Null  verschiedene  Gröse,  für  welche  Qx  =;  qx  fei,  fo  ist  (^ — a)x  =  0, 
und  fetzt  man  für  x  feinen  Wert,  fo  erhält  man 
(b)  0  =  Sxfl(e  —  Q)ea  =  Sxa  Ca  wo  Ca  =  (q] — Q)ea  ist. 

Da  nun  x  von  Null  verschieden  ist,  fo  muss  auch  mindestens 
eine  der  Zahlen  xlv  .  .xA  von  Null  verschieden  fein,  mithin  nach  Ausd.  14 
zwischen  clv  .  .cn  eine  Hörigkeit  stattfinden;  es  muss  alfo  nach  Ausd.  93 
ihr  Flach  oder  kombinatorisches  Produkt  null  fein,  d.  b. 

(C)  0=  [C!C2.  ..Ca]. 

Nach  44  muss  dann  aber  auch  der  Höhen  wert  des  Bruches  q  —  Q 
null  fein.  Umgekehrt,  wenn  die  Gleichung  (c)  erfüllt  wird,  fo  gilt 
nach  102  auch  die  Gleichung  (b),  d.  h.  giebt  es  dann  eine  Gröse  x  £  0, 
welche  der  Gleichung  Qx  =  <>x  genügt,  d.  h.  q  ist  dann  eine  Hauptsahl. 
Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  (b)  statt  Ca  feinen  Wert 
ca  =  (q  —  Q)ea,  fo  erhält  man 

0  =  fae,  —  QeOC^e,  _  Qej) . . .  fce»  —  QeB)  J, 
oder  indem  man  die  Klammern  löft 
(a)  öo**  —  atf»-*  +  «tf»-*  — . . .  +  (—  l)na«  =  0, 

wo  da  aus  dem  Produkte  [ele2...en]  dadurch  hervorgeht,  dass  man 
a  der  Grösen  et,  e2,...en  auf  alle  möglichen  verschiedenen  Arten  in 
die  entsprechenden  Grösen  Qel9  Qes, . . .  Qen  umwandelt,  während  man 
die  jedesmal  übrigen  unverändert  lässt.  Die  n  Wurzeln  q^.  .  .Qn  diefer 
Gleichung  (a)  find  alfo  die  gefuchten  Hauptzahlen;  das  Zeug  oder 
Produkt  derfelben  ist  nach  dem  Newtonschen  Satze  gleich  an  :  ty,  d.  h. 
nach  44  gleich  dem  Höhenwerte  von  Q. 

Die  Grösen  x  find  ferner  durch  die  Gleichung  (b)  bestimmt. 
Nach  diefer  Gleichung  herrscht  zwischen  den  Grösen  cl9ca,. .  .c«  eine 
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Hörigkeit  Folglich  laust  fich  nach  Ausdehnungelehre  19  aus  den 
Grösen  clv  .  .cn  ein  Verein  von  weniger  als  n  Grösen,  etwa  Ct,e2, .  -  -Cm, 
au8fondern,  welche  gegenfeitig  frei  find,  die  übrigen  Grösen  (cm  +  u .  .  .  cB) 
find  Vielfachenlümmen  derfelben;  dann  aber  läset  fich  der  Bruch  q  —  Q, 
dessen  zu  den  Nennern  et,  .  .  .en  gehörige  Zähler  c„  . .  .cn  find,  da 
cft  =  (jq  —  Q)ea  ist,  nach  46  auf  die  Form  bringen,  dass  unter  den 
Zählern  n  —  in  derfelben  null  werden;  die  Zugehörigen  Nenner  feien 
am  +  i,  . . .  an;  fo  haben  nach  46  alle  Viel&chenfummen  x  von 
am  +  i,. .  .an,  aber  auch  keine  andern  Grösen  die  Eigenschaft,  dass 
((? — Q)x  =  0  fei,  d.  h.  dass  Qx  =  qx  wird,  d.  h.  alfo,  das  Gebiet 
am+i.  .  .an  ist  das  zu  der  Hauptzahl  q  gehörige  Hauptgebiet. 

49.  Satz.    Wenn   die  n  Hauntzahlen  d,  ...(>u  eines  Hauptbraches 

Q  alle  von  einander  verschieden  find,  fo  find  die  n  zugehörigen  Haupt* 
gebiete  alle  von  erster  Stufe  und  stehen  in  keiner  Zahlbeziehung  zu 
einander. 

Beweis.  Es  läset  fich  nach  48  zu  jeder  der  Grösen  £„  .  .  .£ö, 
d.  h.  zu  Qa,  eine  von  Null  verschiedene  Gröse  erster  Klasse  finden, 
welche  mit  Q  gewebt  oder  multiplizirt  ihr  ga-faches  liefert.  Es  feien 
a*, . . .  an  diefe  Grösen,  fo  dass  Qa*  =  Qa*a  ist.  Angenommen  nun,  es 
herrsche  zwischen  al9. .  .  an  eine  Hörigkeit,  fo  müssten  fich  nach  Aus- 
dehnungslehre  19  aus  ihnen  m  Grösen,  etwa  ani .  .am,  ausfondern  lassen, 
welche  gegenfeitig  frei  find,  fo  dass  jede  der  übrigen,  am+*  eine  Viel- 
fachenfumme  derfelben  wäre.  Es  fei  am  +  b  =  ax  at .+ .  . .  amam,  fo 
muss,  da  am  +  b  von  Null  verschieden  ist,  auch  mindestens  eine  der 
Vorzahlen  o,v..am  von  Null  verschieden  fein.  Es  fei  dies  z.  B.  at. 
Nun  hat  man 

Qam  +  b  =  QSctaaa  =  SaaQaa  =  8«a^aaa 
da  nach  der  Vorausfetzung  Qaa  =  £aaa  ist,  mithin  wird 

ttl^lftl  +  •  •     <*m(?mam  ===  Qftm  +  *  —  ?m  +  b  »m  +  b 

=  gm  +  böi&i  +  .  .  b(>m-{-btt>n&m, 

folglich  find  nach  Ausdehnungslehre  16  die  entsprechenden  Vorzahlen 
gleich,  alfo  ist  aiQi  =  ct^m-f  &,  d.  h.  da  ax  £  0,  ist  Qm  +  t>  =  gi,  was 
gegen  die  Vorausfetzung  ist.  Mithin  kann  zwischen  at,  .  .  .  an  keine 
Hörigkeit  herrschen.  Es  kann  alfo  auch  keins  der  Hauptgebiete  von 
höherer  als  erster  Stufe  fein.  Denn  wäre  z.  B.  das  zu  q{  gehörige 
Hauptgebiet  von  höherer  Stufe,  fo .  müsste  dies  Gebiet  nach  Aus- 
dehnungslehre 31  mit  dem  Gebiete  (n  —  l>ter  Stufe  der  Grösen  a2  .  .  .&• 
mindestens  ein  Gebiet  erster  Stufe  gemein  haben.  Sei  nun  c  eine  (von 
Null  verschiedene)  Gröse    diefes  gemeinschaftlichen  Gebietes,   fo    wäre 
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c  zu  a2,**-an  hörig,  und' würde  fich  doch,  da  es  in  dem  zu  Qt  ge- 
hörigen Hauptgebiete  liegt,  in  fein  g-faches  verwandeln,  was  wie  be- 
wiefen  unmöglich  ist. 

Sati.     Wenn   unter   den   Hanptiahlen   des   Hauptbruohes   0,   50. 
r  =  a  find,  wo  r  >  1  ist,  fo  lassen  fich  r  Orösen  erster  Klasse  au-  •  ar 
von  der  Art  finden,  dass  diefe  fowie  n  —  r  der  Orösen  ei,*  •  -en,  etwa 
mit  ea  f  l,-  •  -en,  gegenfeitig  frei  find  und 

(a)  ftax  =  aat,  [a^Gag]  =  a[ata2]  u.  f.  w.,  endlich 
[a^g-  •  -ar-i-ftar]  =  a^a^-  •  *ar] 

ist.    Die  Gleichung  Ar  die  Hauptzahlen  q  wird  dann 

(b)  (q  —  a)r[ajaa.  •    arCr+1-  •  -Cn],  WO  Or  +  a  =  (q  —  ft)6r  +  a 
für  jeden  Zeiger  a  von  1  bis  n  —  r  ist. 

Beweis.    Die  Bezeichnungen  feien  diefelben  wie  in  Satz  48,  dann 
ist  nach  diefem  Satze 

(C)  0  =  fciCg  •  •  -Cn],   WO   Ca  =  (fl  —  Q)ea 

d.  h.  es  find  nach  37  die  Grösen  Ct,cj, •  • -Cn  die  zu  den  Nennern 
ei)  ei->' '  <en  gehörigen  Zähler  des  Bruches  q  —  Q  und  ist  das  Flach  der 
n  Zähler  null,  d.  h.  nach  43  auch  der  Höhenwert  [(q —  Q)n]  gleich 
null.  Die  Gleichung  (c)  bleibt  aber  auch  bestehen,  wenn  man  statt 
der  Nenner  e^  e2,  •••en  beliebige  n  gegenfeitig  freie  Grösen  erster 
Klasse  fetzt. 

Die  n  Werte  von  p,  welche  der  Gleichung  (c)  genügen,  find  nach 
49  die  n  Hauptzahlen  von  Q.  Wenn  nun  r  derfelben  =  a  find,  wo 
r  >  1  ist,  fo  muss  alfo  die  Gleichung  (c)  im  Ganzen  für  q  auch 
r  Werte  ergeben,  welche  =  a  find.  Nach  48  l$sst  fich  dann  aber, 
da  zunächst  ein  Wert  von  q  gleich  a  ist,  eine  von  Null .  verschiedene 
Gröse  erster  Klasse  a,  finden,  für  welche 
(*)  Qai  =  gäi  i8t«     Es  fei  dtefe  Gröse 

a!  =  xtet  +  x2e2  +  •  — \-  xnen,  fo  muss,  da  ai  £  0  ist,  nach 
Ausdehnungslehre  14  mindestens  eine  der  Vorzählen  x1---xn  ungleich 
Null  fein,  es  fei  dies  x,  dann  find  nach  Ausdehnungslehre  21  die 
n  Grösen  ax,  e2,---en  gegenfeitig  frei  und  können  mithin  nach  25  statt 
e^egj-'-en  in  die  Gleichung  (c)  eingefetzt  werden.     Dann  wird 

Ci  =  (?  —  Q)ai  =  £a,  —  Qa,  =  Qat — aat  =  (q  —  a)ag  (nach  *) 
Die  Gleichung  (c)  wird  dann 

0  =  (q  —  a)[*i  c2  •  •  -'cn]  und  Qat  =  aa,. 

Qanz  auf  gleiche  Weife  ergiebt  fich,  da  r  ;>  1  ist, 

0  =  ((>  —  a)2[a!  a2  c3  •  •  •  cn]  und  [at  Qa2]  =  afa,  a2] 

u.  f.  w.     Und  wenn  b  <  r  ist,  fo  ist  auch 
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(d)  0  =  (e  —  a^fa^,  •  ..ab-cj+1. --CnJ  und  fa^-  •  •at_1-Qa»] 

=  a[at  a8-  •  «a*J 
und  find  nach  Ausdehnungelehre  21  die  n  Grösen  al9as,«  •  •  a^et  +  i,-  •  -en 
gegenfeitig  frei,  und  dicfe  Formeln  bleiben  bestehen  bis  b  =  r  —  1  ist 
Wenn  es  nun  r  —  1  Wurzeln  q  =  a  giebt,  welche  alfo  der  Gleichung 

(d)  genügen,  fo  kann  man  jene  Gleichung  nach  der  Lehre  der 
Gleichungen  (Zahlenlehre  401)  durch  (q  —  d)T"1  teilen  und  muss,  da 
es  r  Wurzeln  q  —  a  geben  foll,  der  Bruch  oder  Quotient  noch  mindestens 
eine  Wurzel  q  —  a  darbieten,  d.  h.  es  muss  für  q  =  a  auch  noch 

n 

(e)  0s=[at  Sj-  •  »ar-iCr'  •  -Cn] 

fein.  Setzt  man  hier  in  den  Größen  cr---cn  statt  q  den  Wert  a,  fo 
mögen  dlefe  Grösen  in  dr—-dn  übergehen,  dann  ist 

(f)  0  =  [ai  a2-  •  -ar-idr-  •  -dn]  wo  dr  +  c  =  (a  —  Q)er.|-c  ist 
Nach  102  ist  dann  aber  eine  der  Grösen  a,,aj, •  •  *ar-_i,  dr, •  • -dn,  su 
den  andern  hörig,  d.  h.  es  wird 

(g)  0  =  Oi  ai  -\ h  ar-iar-i  +  ctrdr  +  •  •  •+  «nd« 

wo  mindestens  eine  der  Vorzahlen  £  0  ist  Hier  muss  eine  der  Vor- 
zählen ctr,»  •  *an  ungleich  Null  fein;  denn  wären  fie  alle  null,  fo  müsste 
eine  Hörigkeit  zwischen  a^-'-ar-i  herrschen,  was  unmöglich  ist,  da 
diefe,  wie  bewiefen,  gegenfeitig  frei  find.  Sei  alfo  ar  £  0  und  fei 
ctr  er  +  •  •  •  +  flu  en  ==  ar  gefetzt,  fo  find  nach  AuBdehnungslehre  21  die 
n  Grösen  a^aj,- • -ar,  er -|-i, •• 'di  gegenfeitig  frei  und  können  mithin 
statt  et,  es,*  •  -en  in  die  Gleichung  (c)  oder  statt  aH  a2,-  •  -ar_i,  er-  •  -eB 
in  die  Gleichung  (d)  eingefetzt  werden,  dann  wird  nach  (c)  auch 
c»  =  (q  —  Q)ar  und  da  ar  =  a*  e»  -| —  •  +  a*  en  ist  fo  wird 
(a  —  Q)ar  =  ar(a  —  Q)er  +    •  •  +  a»(a  -  Q)e« 

=  ar  dP  -\ 1-  an  dn  (nach  f) 

=  —  c^a,—  a8a, ar^1^T^1        (nach  g) 

mithin  ist 

Qar  =  «ifti  +  «,  a2  H +  Or-ja^! -f  oar 

undfai  •  •  -a^jQaJsrfaj  •  •  -a,^  (a^-f  a8a2-| +at-l*r-.1  +aa,)] 

(h)  =  a[a,  ••<ar,1ar]       (nach  Ausdehnungslehre  109) 

Nun  ist  aber  auch,  wie  bewiefen  cT  =  ( q  —  Q)a,  =  far  —  Q**  mithin  ist 

faj  •  •  -«r-iCr]  =  rfa,  -  •  -a,_xar]  —  fo  .  -  •ar.lQsr] 

=  (ll*i ' •  -ftr-iar]  —  ß[*i  •  •  -ar-ia,]   (nach  h) 
=  (?  —  ofo-'-aJ 
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Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  (d)  ein,  fo  erhält  man 

(0  (Q  —  «)*+ l[ataj  •  •  •  arOr ^  t  •  •  •  Cn]  =  0 

Die  Gleichung  bleibt  alfo  auch  bestehen,  wenn  man  r  statt  r  —  1  fetzt, 

es  gilt  alfo  die  Gleichung  (b)  und  ebenfo  die  Gleichung  (a). 

Satz.    Die  Grösen  at, a2,*-*ar,  welche  durch  die  Gleichungen  51. 

(a)  Qai  =  (H4,  [aj  a2-  .  aa-iftaa]  =  a[at  a2-  •  aa] 

f»i  aa-  •  .ar-iQa,]  =  afa  a,»  •  aj 
bestimmt  find,  wo  unter  den  Hauptzahlen  des  Bruches  Q  r  gleich  a 
find,  haben  die  Eigenschaft,  dass  jede  Viel&chenfumme  derfelben  der 
Gleichung 

(b)  Op  =»  ap  -f  q 

gentigt,   wo,   wenn  p  eine  Vielfachenfumme   der  Grösen  at,*--a*  ist, 
q  eine  Vielfachenfumme  der  Grösen  aif  •  •  -W-i  ist 
Beweis.     Aus  der  Formel  (a)  folgt  unmittelbar 
[aj  a*.  •  -aa-iQaa]  ==  a[aia2-  •  -aaJ 

d.  h.  [at  a2  -  -  -aa  -  x(Qaa  —  aaa)]  =  0 
mithin    herrscht    nach    Ausdehnungslehre    14    zwischen    den    Größen 
al5aa,«  •  «aa-i,  Qa«  —  aaa  eine  Hörigkeit,  d.  h.  es  ist,  da  ai,»**aa— i 
gegenfeitig  frei  find, 

Qa«  —  aaa  =  aa,  wo  a*a  eine  Vielfachenfumme  von  a„«  •  »aa— i 
ist,  oder  es  ist 

(c)  Qaa  =  aaa  +  aa  wo  aa  eine  Vielfachenfumme  von  a^*  •  «aa-i 
Sei  nun  p  =  a1a1+aia2H f-a*aa  wo  a*£0  und  b^r  ist,  fo  hat  man 

Qp  =  Q(«i  »i  +  «2  a2  H |-  a*  a&) 

—  «i  Qai  +  a2  Qa2  -f-  •  •  •  -f  a*  Qa*  mithin  nach  (c) 

=  a1aa1  +  a2aa2H t-a*aa*  +  öia1,  +  a2a12-j \-a*&H 

=  a(aj  a,  -f  a2  a2  -\ -f  a\>  a*)  +  q 

=  ap  +  q 
wo  q  eine  Vielfachenfumme  von  ai,---at_i  ist. 

Satz.    Wenn  unter  den  n Hauptzahlen  des  Bruches  0,  mit  den  52. 
n  Hennern  e,  •  •  •  en,  d.  h.  unter  den  n  Wurzeln  der  Gleichung 

(a)  0  =  [foe,  —  de^eg  —  de2)  •  •  •  (pen  —  de»)] 

=  <*o  Qn  —  <*i  Qn~ l  +  fls  Cn~2 f  (—  l)nßn- 

a  Wurzeln  =  a,  b  Wurzeln  =  ß  u.  £  w.  find,  wo  a  Z  ß  Z  ' '  >  '°  kann 
man  n  gegenfeitig  freie  Grösen  a*, a* •  •  -aa,b„*  •  b*,»  -  -  von  der  Art 
angeben,  dass  wenn  p  eine  Vielfachenfumme  der  m  ersten  Grösen 
einer  diefer  Gruppen  von  Grösen,  z.  B.   der  Grösen  bj  •  •  •  bm   bildet, 
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dann  Qp  =  0p  +  q  ist,  wo  q  eine  Vielfachenfumme  der  m — 1  ersten 
Grösen  derfelben  Gruppe  ist 

Beweit.  Wenn  unter  den  Hauptzahlen  von  Q  nicht  nur  a  der- 
felben vorkommen,  welche  gleich  a,  fondern  auch  B,  welche  gleich 
/?,  C,  welche  gleich  y  find  u*  f.  w.,  wo  a,  /?,  y,  •  •  •  alle  von  einander 
verschieden  find,  fo  lassen  fich  nach  51  b  gegenfeitig  freie  Grösen 
bi,-««b6  von  der  Art  angeben,  dass  jede  Vielfachenfumme  pt  von 
bi,-  •  -bb  der  Gleichung  Qpi  =  ßpt  +  qt  genügt,  wo,  wenn  pt  eine 
Vielfachenfumme  der  m  ersten  jener  Grösen  ist,  q,  eine  Vielfachen- 
fumme der  (m  —  1)  ersten  derfelben  Grösen  ist,  und  ebenfo  lassen 
fich  c  gegenfeitig  freie  Grösen  ct,-  •  -Cc  von  der  Art  angeben,  dass  jede 
Vielfachenfumme  pa  von  q,  •  •  •  Cc  der  Gleichung  Qp2  =  ypt  -+-  qi 
genüge,  wo,  wenn  p2  eine  Vielfachenfumme  der  m  ersten  der  Grösen 
cl9**-Cc  ist,  q2  eine  Vielfachenfumme  der  m  —  1  ersten  derfelben 
Grösen  ist  u.  f.  w.  Dann  find  ferner,  wie  noch  bewiefen  werden 
muss,  die  Grösen  a*,«  •  -aö,  blv-  •  «b&,  Cj,«  •  «Cc  gegenfeitig  frei  und  können 
alfo  als  Nenner  des  Bruches  Q  gefetzt  werden.  In  der  Tat  nehmen 
wir  einmal  an,  dass  zwar  die  Grösen  a^-  •  «aa,  bi,-  •  -be,  c,,«  -  -cm_i 
noch  gegenfeitig  frei  feien,  dass  aber  die  Gröse  cm  eine  Vielfachen- 
fumme der  genannten  Grösen  fei,  fo  wird,  wenn  p  eine  Vielfachen- 
fumme von  a„-**aa,  Pi  eine  Vielfachenfumme  von  bi,«  •  «b*,  p,  eine 
Vielfachenfumme  von  c,,-  •  -cm  ist,  jene  Vielfachenfumme  die  Form  haben 
(b)  0  =  p  -f-  pi  -f-  Pa,  alfo  wird  auch 

0  =  Q(p  +  Pi  +  pf) 
fein.     Dies  aber  ist  nach  51 

—  «p  +  q  +  ßpi  +  qi  +  rpa  +  q*i 

oder,  indem  wir  statt  pa  feinen  Wert  =  — -  p  —  pt  aus  der  Gleichung 
(b)  fetzen, 

0  =  (a  — y)p  +  {ß  —  y)Pl  +  q  +  qx  +  q2. 

Da  nach  51  q2  eine  Vielfachenfumme  von  Ci,***cm-.i  ist,  fo 
find  alle  in  diefer  letztern  Gleichung  vorkommenden  Grösen  Vielfachen- 
fummen  der  nach  der  Annahme  gegenfeitig  freien  Grösen  a,,*  •  •&«, 
b,,«  •  «b*,  ct,«  •  -Cm  —  i.  In  der  letzten  Gleichung  wird  fich  alfo  die 
rechte  Seite  als  Vielfachenfumme  der  letztgenannten  Grösen  darstellen 
lassen,  und  da  die  linke  Seite  null  ist,  fo  werden  nach  Ausd.  15  alle  ein- 
zelnen Vorzahlen  diefer  Vielfachenfumme  null  fein.  Wenn  nun  p  von  Kall 
verschieden,  etwa  =  x,'  84  +  •  •  •  x»  a*  wäre,  wo  x»  £  0  ist,  fo  würde 
q  nach  51  eine  Vielfachenfumme  von  ai,***af_i  fein,  mithin  würde 
a«,  da  es  auch  in  pl5  q„  q2,    nicht  enthalten  ist,   in  jener  gleich  Kuli 
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gefetzten  Vielfach enfumme  nur  eiamal  vorkommen,  nämlich  mit  der 
Vorzahl  (a  —  y)x«  verbunden;  diefe  Vorzahl  müsste  alfo  null  fein,  was 
unmöglich  ist,  da  x«  nach  der  Annahme  ungleich  null,- und  a  ungleich 
y  ist.  Mithin  ist  die  Annahme,  dass  p  von  Null  verschieden  fei,  un- 
möglich, d.  h.  p  ist  gleich  null,  aus  gleichem  Grunde  ist  pt  =  0.  Dann 
aber  folgt  aus  der  Gleichung  (b),  dass  p2  =  0  ist.  Da  nun  aber  die 
Grösen  .  a„«  •  «a«  gegenfeitig  frei  find,  fo  folgt  aus  p  =  0,  dass  alle 
Vorzahlen  des  Ausdruckes,  durch  welchen  p  aus  ai,*  •  »a*  abgeleitet 
ist,  null  find,  und  dasfelbe  folgt  für  pt  und  p2.  Alfo  find  in  der 
Gleichung  (b)  alle  Vorzahlen  gleich  Null,  alfo  giebt  es  zwischen  den 
Grösen  ax,-  •  «a*,  bj,-  •  -b*,  c1?-  •  -Cc,-  •  •  gar  keine  Zahlbeziehung  oder 
Hörigkeit,  diefelben  find  alfo  alle  gegenfeitig  frei. 

Satz.    Wenn   ein  Bruch  Q  die  Eigenschaft  hat,   dass  für  be-  53. 
liebige  von  Null  verschiedene  Grösen  erster  Klasse  a  und.b 

(*)  [ftab]  =  [ftbl]  und  [ftaä]  ^  0 

ist,  fo  lassen  fich  stets  n  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Klasse  Oi,*  •  cn 

von  der  Art  finden,  dass 

(a)  [ftcace]  =  0,  wo  a  £  B. 

Ferner  find  dann  die  n  Hauptzahlen  des  Bruches  Q  alle  Zahlen 
d.  h.  reell»  und  unter  ihnen  fo  viel  Pluszahlen,  als  es  unter  den  Zeugen 
oder  Produkten 

(b)  [ftCiCll-'-taCnCn] 

Plusgrösen  giebt. 

Endlich  lassen  fich  dann  stets  n  zu  einander  normige  Grösen 
ei,  •  •  •  en  von  der  Art  finden,  dass  jede  derfelben  mit  ft  gewebt  oder 
multiplizirt  ein  Vielfaches  derfelben  liefert,  alfo 

(C)  Qea  =  Qata,      WO    [eae*]  =  0,    W6UH   a  £  fc   ist. 

Beweis,     a)   Da  a  £  i  fein  foll  und  nach  der  Annahme  [QcaC*] 

=  [Qc*ca],  fo  genügt  es,  wenn  wir  beweifen,  dass  fich  n  Grösen 
oU'  •  -Cn  der  Art  finden  lassen,  dass  fie  der  Gleichung  (a)  genügen  für 
den  Fall,   dass   a  <C  t  ist.     Es   fei    Qca  =  qa,   dann  ist  die  Gleichung 

n  ■—  n     —  n    •— 

[Qcacb]  =  [qaCh]  —  [ceqj  nach  Ausdehnungslehre  219.  Für  Cj  können 
wir   eine   beliebige   Gröse   erster   Klasse   ungleich  Null   wählen;   dann 

muss  c2  der  Gleichung  [c2q,]  =  0,  d.  h.  es  muss  nach  Ausdehnungs- 
lehre 201  c2  zu  q!  normig  fein,  oder  es  muss  dem  Gebiete  qt,  welches 
von  n — Iter  Stufe- ist  angehören,  im  Uebrigen  kann  c,  eine  beliebige 
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Gröse  erster  Klasse  £  0  fein.    Die  Größe  c3  muss  dann  den  Gleichungen 

0  =  [c^qi]  —  [cjqa]  genügen,  d.  h.  es  muss  c3  den  Gebieten  qt  und  q, 
voq  (n  —  l)ter  Stufe  angehören,  alfo  dem  beiden  gemeinschaftlichen 
Gebiete,  welches  nach  Ausdehnungslehre  30  mindestens  von  (n—  2)ter 
Stufe  ist,  in  ihm  kann  Cg  eine  beliebige  Gröse  erster  Klasse  £  0  fein. 

Auf  gleiche  Weife  muss  c4   den  Gleichungen  0  =  Lc4<li]  —  tc4q*]  = 

faqs]  genügen,  alfo  dem  den  drei  Gebieten  qt,  q"2,  q3  von  (n  —  l)ter 
Stufe  gemeinschaftlichen  Gebiete  angehören,  welches  nach  Ausdehnungs- 
lehre 30  mindestens  von  (n — 3)ter  Stufe  ist,  in  ihm  kann  c4  wieder 
eine  beliebige  Gröse  erster  Klasse  £  0  fein.     So  kann  man  fortfahren 

und  mute  endlich  cn  den  Gleichungen  0  =  [cnq,]  =  [enq2]  =  •••== 

n     — • 

[cnqn-i]  genügen,  d.  h.  cn  muss  den  (n — l)Gebieten  (n — l)ter  Stufe 
qi«  q»9*  *  aQn-i)  angehören,  diefe  haben  mindestens  ein  Gebiet  erster 
Stufe  gemeinfam,  in  ihm  kann  cn  eine  beliebige  Gröse  £  0  fein.  Wir 
haben   alfo   n  Grösen   erster   Klasse   c,,.-.cn   ungleich   Null  gefunden, 

welche  der  Gleichung  0  =  [c*qfl]  =  [qaC*]  =  [QcaCb]  genügen,  woa<b 

und  da  [QcaC»]  =  [QcbcJ  ist,  auch  wenn  a  >  6,  kurz  a  £  b  ist.  Diefe 
n  Grösen  Ci,*»-cn  find  aber  auch  gegenfeitig  frei.  Denn  wäre  eine 
derfolben  zu  den  andern  hörig,  fo  lässt  (ich  nach  Ausdehnungslehre  14 
eine  Gleichling  XiCj  +  »jCj  +  •  •  +  xncn  =  0  aufstellen,  wo  wenigstens 
eine  der  Vorzahlen  z.  B.  xa  £  0  ist.     Dann  hätte  man 

0  =  [QCafoCj  -f  X2C,  H 1-  XDCn)]  =  Xa[Qca"ca] 

weil  alle  andern  Zeuge  oder  Produkte  null  find,    alfo   wäre   dann    da 

xa  £  0  *6*>  iQc«cd  =  0,  dies  aber  ist  gegen  die  Vorausfetzung  in  der 
Gleichung  (*).  Es  ist  alfo  unmöglich,  dass  eine  der  Grösen  cir  . -c. 
zu  den  andern  hörig  fei,  fie  find  alfo  gegenfeitig  frei. 

b)  Es  fei  nun  JQca"ca]  s?  aa  und  aa  =  ca  :  (aa)1'*,  wo  a  £  0  nach  (*), 
dann  bilden  die  Grösen  a^a^—an  einen  Verein,  welcher  den  Be- 
dingungen entspricht,  d.  h.  es  ist 

(d)  fQa«ai]  =  0,  wenn  a  £  6  und  fQattaa]  =  1. 

Hier  ist  aa  eine  Zahl  oder  reell,  wenn  [Qcaca]  eine  Plusgröse,  dagegen 
ist  aa  eine  reine  Igröse  iba  (wo  ba  eine  Zahl  oder  reell,  und  i  =  ( —  1)* «) 

wenn  [Qcacft]  eine  Strichgröse.    Es  find  alfo  unter  den  Grösen  aj,-  -  -a* 

fo  viele  Zahlen  oder  reell,  als  unter  den  Zeugen  [Qct  c^,- • -[Qo*TÄ] 
Plusgrösen  find.     Unter  Beweis  d  wird  fich  dann  noch  ergeben,   dass 
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die  Zahlen  oder  reellen  anter  den  Größen  al9.  •  *an  ftmmtlich  Pluszahlen 
oder  pofitiv  find. 

e)  Die  Grösen  bi,--«b»  wollen  wir,  wenn  fie  wie  die  Grösen 
at,«  •  -an  der  Gleichung  (d)  genügen  und  jede  entweder  eine  Zahl  (reell) 
oder  eine  reine  Igröse  id  ist  (wo  d  reell),  einen  trauten  Verein  nennen. 
Jeder  traute  Verein  al9*  •  -an  bleibt  auch  bei  der  Ereifeländerung  nach 
Aasdehnungslehre  211  ein  trauter  Verein,  in  welchem  die  Anzahl  der 
Zahlgrösen,  der  reellen  Grösen,  unverändert  bleibt,  fofern  bei  der 
Kreifeländerung  aa  und  a*  in  ba  =  xaa  +  JH  und  in  b&  =  xa*  — yaa 
Obergehen,  wo  x  stets  eine  Zahl  oder  reell,  y  aber  nur  dann  eine  Zahl 
ist,  wenn  aa  und  a6  beide  Zahlgrösen  oder  reell,  dagegen  y  eine  reine 
Igröse  wird,  wenn  eine  oder  beide  der  Grösen  aa  und  a&  reine  Igrösen 
find,  auch  x»  +  y*  =  1  ist,  alfo 

(e)  bft  =  xaa  +  ya*       b*  =  xa*  — ya„       xf  +  y,=  l. 

Es  leuchtet  fofort  ein,  dass  auch  ba  und  b»  beide  Zahlen  oder  reell, 
oder  beide  reine  Igrösen  find,  oder  eine  derfelben  eine  Zahl,  die  andere 
eine  einfache  Igröse  ist,  je  nachdem  dies  für  at  und  a8  der  Fall  war, 
und  dass  alfo  die  Anzahl  der  Zahlgrösen  oder  reellen  Grösen  des 
Vereins  bei  der  Kreifeländerung  diefelbe  bleibt.  Setzen  wir  nun  b  >  % 
fo  wird  nach  (e) 

[Qbiat]  =  x[Qat7*]  +  yfQa2a"*]  =  0 
da  nach  (d)  lQa,ä*]  =  0  und  £Qa,a*]  =  0  ist. 

Ebenfo  wird  [Qbgat]  =  0,  mithin  ist 

FQbt  b2]  =  x'[Qa^]  —  y^Qa^Ij  +  xy(fQa,at]  —  fQat  Zj) 

nun  aber  ist  0  =  [Qa^j]  =  [Qa^]  und  1  s  [Qat  aj  =  [Qasat] 

alfo  ist    fobibj  =  0. 

Ferner  ist  [Qbt bj  =  x'tQa^]  +  y'fohl*]  +  2xy[QaiIt]  =  1 

da  1  =  fea*  a,]  =  EQajaj],  auch  x»  +  y*  =  1,  und  [Qatä2]  =  0  ist 

Ebenfo  folgt  [Qb2b2]=l.  Alfo  genügt  der  Verein,  welcher  aus 
at,-'-8n  durch  Kreifeländerung  hervorgeht,  der  Gleichung  (d),  ebenfo 
genügt  alfo  auch  jeder  Verein,  der  aus  a^-.-an  durch  wiederholte 
Kreifeländerung  hervorgeht. 

Sollen   hier  bi  und  b2   zu  einander  normig  fein,   fo    muss   nach 

Ausdehnungslehre  201  auch  [bjbj]  =  0  fein,  man  hat  dann  alfo  nach  (e) 

0  =  f  (xat  +  yaa)7xaa  —  yaj] 

=  x^a^]  —  yafa,ai]  +  xy(a8~  —  a^). 
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wir  ^-2^  =  1,  d.  h.  i«r±Cl+y»)"s 


8  2  *    — . 

Setzen  wir  nun  y  =  (at— — „a2— )  :  2[ata8],  fo  wird 

0  =  x2 — y2 — 2yxy  und  teilen  wir  diefe  durch  y2,  so  erhalten 

*_2y* 

j2       y       '         j 

Sind  nun  at  und  a8  beide  Zahlgrösen  d.  h.  reell,  oder  fiad  beide 
reine  Igrösen,    fo    ist   y  eine  Zahlgröse   d.  h.  reell,   alfo   auch  —    eine 

Zahlgröse  (reell)  d.  h.  wenn  x  stets  eine  Zahlgröse,  auch  y  eine  Zahl- 
gröse oder  reell,  alfo  find  dann  die  Grösen  ax  und  a2  durch  Kreifel- 
änderung  normig  gemacht 

Ist   dagegen    von  den  Grösen  at  und  a2  die  eine  eine  Zahlgröse 
oder  reell  =  d,  die  andere  eine  reine  Igröse  =  id',  fo  wird 

y  —  ±(d1  +  d'1)  :  2i[d  d'],  alfo  ist 

>   2[dd']     /        V  2[dd']    '\  2£dd']    ' 

_  d1  +  2[dd']  +  d'1  #  2(dd']  — d^-r-d'- 
~~  2[dd']  2[dd'] 

-(d  +  d'^Cd  — d')1 


—  n  —     2 

4[dd']~ 
Mithin  ist  (1  +  y2)"*   eine  reine  Igröse,    ebenfo  auch  y,   alfo    ist  auch 
—  =  y+ (1  +  y2)''>  eine   reine   Igröse.     Setzen '  wir   alfo    x    als    Zahl 

(reell),  fo1  ist  y  eine*  reine  Igröse,  und  wird  dann  die  eine  <rer  Grösen 
b,  und.  ba  i eine  Zahlgröse,  die  andere  .eine  reine , Igröse.  Dies  aber 
war  die  Bedingung  der  Kreifeländerung  in  diefem  Falle.  Mithin  lassen 
lieh  in  allen  Fällen  je  zwei  Grösen  des  Vereins,  welche  noch  nicht 
normig  zu  einander  find,  durch  Kreifeländerung  normig  zu  einander 
machen. 

Bei  diefer  Kreifeländerung  wird  das  Zeug  oder  Produkt  der  Zahl- 
werte der  Grösen  jedesmal  kleiner,  wobei  unter  dem  Zahlwerte  von 
id,  wo  d  eine  Zahl,  der  Zahlwert  von  d  verstanden  wird.  Seien 
nämlich  at  und  ctg  die  Zahlwerte  von  at  und  a2,    und  ß{  und  ß%  die 

von  bi  und  ba,   fo  ist  nach  Ausd.  192  [a^]"  =  [bib*]-,   aber  nach 

2 

Ausd.  249  ist  [ata*]-  =  (ctia2fin.  £  aia*)2,  wenn  ai  und  a2  Zahlen 
oder  reell  find;  dasfelbe  wird  nun  auch  der  Fall  fein,  wenn  at  und  a« 
reine  Igrösen   find,    und   unter   £.  ata2  stets  der  Winkel  zwischen  den 
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entsprechenden  Zahlgrösen  (den  reellen  Grösen)  verstanden  ist;  dagegen, 
wenn  eine  der   Grösen  at  und  a*   eine  Zahlgröse  (reell))  die  andere 

eine  reine  Igröse  ist,   fo    wird  c&iagj^  s=  —  (0*0*  fln.  £-  &i&t)'9   aber 

dann  auch  [bibj-  =  —  (ßtß%  fin.  ^  bibt)J  alfo  da  [aiaty~  =  Jbtbf)- 
ist,  fo  ist  in  allen  Fällen 

(ctia2  fln.  z.  ataO*  sss  (jJift  ßo.  ^  bibj)a- 
Wenn  nun  at  und  a8  nicht  zu  einander  normig,  hingegen  bi  und  b% 
zu  einander  normig  find,  fo  ist  (fin.  Z.  ata*)*  <  1,  (fin.  Z,  bibf)*  ss  1, 
alfo  (aicta)*  >  (PiftP,  d.  h.  da  au  at,  ßu  ß%  Plusgrösen  (pofitiv)  find, 
«i«i  >  ßiß%.  Alfo  wenn  von  den  Grösen  eines  trauten  Vereins  irgend 
zwei  noch~nicht  zu  einander  normig  find,  fo  lässt  fleh  der  Verein  durch 
Kreifeländerung  fo  umwandeln,  dass  das  Zeug  oder,  Produkt  der  Zahl- 
werte aller  Grösen  des  Vereins  kleiner  wird.  Den  geringsten  Zahl- 
wert wird  dies  Zeug  oder  Produkt  erhalten,  wenn  alle  Grösen  des 
Vereins  zu  einander  normig  find.  Es  fei  Th  r2,<--rn  diefer  Verein, 
fo  genügt  derfelbe,  da  er  aus  dem  Vereine  at,  ag,  •  •  «a»  abgeleitet  ist, 
wie  oben  bewiefen  nach  der  Gleichung  (d),  und  enthält  eben  fo  viele 
Zahlgrösen  (reelle  Grösen),  wie  der  letztere  Verein,  alfo  eben  fo  viele 

Zahlgrösen,  als  unter  den  Zeugen  oder  Produkten  [Qc^cJ,  •  •  •  [QcBe»} 
Plusgrösen  (pofitive)  vorkommen. 

d)  Es  bleibt  nun  noch  zu  beweifen,  dass  unter  den  n  Hauptzahlen 
des  Bruches  Q  fo  viele  Pluszahlen  (pofitive)  vorkommen,  als  es  unter 

den  Zeugen  [QcjCj],«  •  -[QcnCn]  Plusgrösen  giebt.     Es  fei  nun  Qrj  ss 

xtr,  H —  -Xnrn,  dann  verwandelt  fich  in  (d)  die  Gleichung  0  =  [Q^rJ  in 

0  =  (fci^+xsrjH xnrn)7,]  as  xxfr,7,],  da  alle  Übrigen  Zeuge  oder 

Produkte  frifj],  [r8r^]  u.  f.  w.   wegen  der   normigen  Beziehung   nach 

Ausdehnungslehre  201    null   find.     Da   nun   ferner  rj,  alfo  auch  (<r*r2] 

von  Null  verschieden  ist,  fo  folgt  aus  der  Gleichung  0  =  x*[r2rt],  dass 
x2  =  0  fei;  auf  gleiche  Weife  folgt  x8  aas  0,.  •  -x*  s  0,   alfo   ist  Qrt 

n  mm 

ss  x^.      Dann    verwandelt    fich    in    (d)    die    1  ss  [Qrtrt]    in    1* 

*-  «  1  1 

xiL7iri]  =ss  xiri~~>  a^°  *8t  xt  ==:      »    un<*  Qr»  =  "~~*ri> 

ri—  r4— 

und  aus  gleichem  Grunde  ist 

1  n  1 

Qr,  ss  ~ i*ir  •  •  Vi«*  ss  — ^rn. 

r2—  Tn — 
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Betet  w*n  degiifeoh 

und  fetzt  rt,  ra,-  •  «rn  als  die  Nenner  des  Bruches  Q,  fo  werden  die 
zugehörigen  Zähler  QtT^  ß,r8,-  •  -Qnf^  und  die  Zahler  des  Bruches  Q — Q 
werden  alfo  (?— $i)rt,  fe  —  9t)*h"m(t  —  e«Or»i  der  Höhenwert  des 
Bruches  q  —  Q  ist  aber  nach  43  gleich  dem  Flache  feiner  Zähler  geteilt 
dural  «das  Flach  feiner  Nenner,  alfo  gleich  (q — Qi)($ — Qt)-  •  •(? — (>»)• 
Die  &leachu«ig  aber,  durch  welche  die  Hauptzahlen  q  eines  Bruches 
bedingt  And,  drückt  aus,  dass  der  Potenzwerth  von  q  —  Q  niril  fei,' 
alfo  hat  man    : 

(e— ?tXe  —  «!>•  •  •(>—?*)  —  o» 

d.  4ii  tiy'  +  'QK  fiod  die  Hauptzahlen  von  Q,  es  waren  diefelben  (nach 

•'.'.  i      1  l 

(f))  gleich  -rit  """$,•••* — %.    Je  nachdem  nun  r  eine  ZaWgröse  (reefl) 

;^-    '    •  1 

odet  enie  rein*  Igröse   ist,    ist  ~?    eine   Pks-   oder  eine  Strichgrose 

r— 

(pofltiv  oder  negativ),  alfo  kommen  unter  den  Hauptzahlen  von  Q  fo 
viel 'Pluszahlen  vor,  ab  unter  den  Grösen  rt,rs,-  •  -rn  Zahlgrösen  (reelle) 

vorkommen,   d.  h.  wie   oben  gezeigt,   als   unter  den  Zeugen  [Qct  cj, 

•  •  •[QcnCn]  Plusgrösen  vorkommen.  Alfo  ist  auch  diefer  Teil  des 
Satzes  bewiesen. 


n   • 
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6.   Die  verwandten  Vereine. 


Erklärung.    Verwandt  heisen  zwei  Vereine  ven  Grösen,  wenn  54. 
jede  Zahlbeziehung,  welche  »wischen  den  Grösen;  dei  einen  Vereine« 
herrscht,  auch  »wischen  den  entsprechenden  des  andern  stattfindet, 
d.  h.  wenn  der  Gröse 

p  ss  oa  +  0b  H 

die  Oröse 

pÄ  r=oat  +  ßbt  H 

entspricht  und  umgekehrt,  wo  nämlich  et,  /?,•••  beliebige  fahlen  und 
a,  b,  •  •  •  beliebige  Grösen  des  ersten  Vereins  und  &h,  bi9-  •  •  die  ent- 
sprechenden des  andern  find. 

Satz.  Wenn  zwei  Vereine  von  Grösen,  in  denen  die  Gröien  55. 
eines  jeden  Vereins  zu  n  gegenfeitig  freien  Grösen  desfelben  hörig 
find,  einander  terwasdt  lein  fetten,  fo  kann  man  beliebigen  n  gegen- 
feitig  freien  Grösen  des  einen;  Vereins  beliebige  n  gegenftitqf '  fieie 
Grösen  des  andern  entsprechend  fetzen;  dann  ist  zu  jeder  Grösetikes 
jeden  der  beiden  Vereine  die  entsprechende  des  andern  genau  bestimmt. 

Beweis.  Es  feien  a,  b, •  •  •  beliebige  n  gegenfeitig  freie  (fräsen 
des  einen,  und  at,  bj,«  •  •  beliebige  n  gegenfeitig  freie  Oröseu  des  andern 
Vereins,  fo  Iftsst  fleh  nach  der  Vorausfetzung  je^e  Oröse  p  jjes  erstpn 
Vereins  als  Vielfachenfumme  aus  a,  b>«  •  •   darstellen  undr  fei   . 

p  =  aa4:/»b^ /  _,  .,_ 

fo  find  nach  Auedehnungslehre  16  die  Zahlen  a,  /?,:•'•.  genau  besüigjjat, 
fobald .  p  eine  bestimmte  Oröse  ist.    Sollen  nun  beide  Vereine  verwandt 

fein,  fo  muss  nach  54  der  Oröse  p  eine  Gröse       *. 

Pi  =  aa1+/?biH 

entsprechen.  Es  ist  alfo  zu  jeder  Oröse  des  einen  Vereins  die  ent- 
sprechende des  andern  genau  bestimmt. 

Sollen  die  fo  gebildeten  Vereine  einander  verwandt  fein,  fo  Jnu6s 
ferner  jede  Zahlbeziehung,   weiche  zwischen  den   Grtfeen   deir  ersten 

3* 


56.  Erweiteruugslehre.  36 

Vereins  herrscht,  auch  zwischen  den  entsprechenden  Grösen  des  zweiten 
herrschen  nnd  umgekehrt    Sei  alfo 

(a)         qt  +  <rs  -\ »0 

eine  zwischen  den  Größen  r,  s,  •  •  •  des  ersten  Vereins  herrschende 
Zahlbeziehung,  und  feien  rt,  s*,**«  die  den  Größen  r,  s,  •  •  •  ent- 
sprechenden Orösen  des  zweiten  Vereins,  fo  ist  zu  beweifen,  dase  auch 

QTt  -f  (fst  +...=»  0 
fei.    Setzt   manjn,  (<})  r,  s,v  >  ab  Vielfaohenfummen  von  a,  b, •••, 
löft  die  Klammern  auf,   und  fasst  die  Glieder,   welche  a  enthalten,  in 
ein  Glied  zufammen  u.  f.  w.,  fo  erhält  man  einen  Ausdruck  der  Form 

«a-f  ßb  H =0, 

wo  Ot  ß;-  •  •  Formeln  der  Vorzählen  $,  <V  *  •'  und  der  Ableitungssahleo 
von  r,  s,  •  •  »  find.  Hieraus  folgt,  da  a,  b,  •  •  •  gegenfeitig  frei  find,  nach 
Ausdehnungslehre  15 

OsOJssO,..., 

Wendet  man  nun  dasfelbe  Verfahren  auf  den  Ausdruck  <>ri  4- 
0*i  +  •  •  •  an,  fo  erhält  man,  da  die  Ableitzahlen  von  rt,  st,«  •  •  die- 
selben find,  wie  die  von  r,  s,*  •  •, 

$rx  +  0%x  H =  o%  +  ßbx  +  •  • ;, 

wo  a,  ß,-  -  *  diefelbe  Bedeutung  haben,  wie  oben.  Da  aber  a,  /?,•  •  • 
null  find,  fo  erhält  man  auch 

eV+*8i  +•••  —0, 
d.  h.  jede  Zahlbeziehung,   welche   zwischen   den  Grösen  des   ersten 
Vereins  herrscht,  herrscht  auch  zwischen  den  entsprechenden  des  zweiten, 
•ad  ebenfo  umgekehrt,'  d.  h.  die  beiden  Vereine  find  verwandt. 

$6.  Satz.    Man  kann  in  zwei  Vereinen,  deren  jeder  zu  n  Griten 

desfolben  Mrig  ist,  nnd  welche  einander  verwandt  fein  fbllen,  in 
jedem  beliebige  n  +  1  Griten  annehmen,  von  denen  je  n  gegenfeitig 
frei  And  nnd  festsetzen,  dass  den  n  + 1  Grösen  des  ersten  Vereins 
n  -f  1  Grdsen  entsprechen  follen,  welche  den  n  +  1  im  zweiten  Verein 
angenommenen  Grösen  deckend  oder  kongruent  find;  dann  ist  zu  jeder 
CMse  eines  Vereines  die  entsprechende  des  andern,  mit  Ausnahme 
einet  ihr  alle  gleichen  Vorzahl,  genau  bestimmt  (Deckend  heizen 
zwei  Grdsen,  wenn  die  eine  Ach  als  ein  Vielfaches  der  andern  dar- 
stellen lisst). 

Beweis.  Es  feien  alv  .  .aB  +  r  die  Grösen  des  ersten  und  biv  . . 
bm+i  die  des  zweiten  Vereins,  welche  der  im  Satze  ausgesprochenen 
Bedingung   genügen,   fo  wird   fich,   gemfts  diefer  Bedingung,  jede  der 
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Grösen  %,. .  .an+i  als  Vielfachenfumme  der  übrigen  darstellen  lassen, 
deren  Vorzählen  alle  ungleich  Null  find.  Denn  da  der  Verein  zu  n 
gegenfeitig  freien  Grösen  hörig  fein  foll,  fo  muss  er  auch  nach  Aus- 
dehnungslehre 26  aus  je  n  diefer  Bedingung  unterworfenen  Grösen  ab- 
leitbar fein,  alfo  auch  jede  der  Gröseu  a&, . . .  an  +  x  als  Vielfachenfumme 
der  übrigen  darstellbar  fein,  und  follte  von  den  Vorzahlen  irgend  eine 
Null  fein,  fo  würde  zwischen  den  n  übrigen,  gegen  die  Vorausfetzung 
eine  Zahlbeziehung  herrschen.  Dasfelbe  gilt  für  die  Grösen  bt,.  .  .bn+i. 
Nun  fei 

aa  + 1  =  ctiaj  + . . .  cban 


00  lbn  +  1  =  ftbt+.../?nbn, 

alfo  cti,. .  .aQ9  0t, .  .  .ßn  alle  ungleich  Null. 

Ferner  feien  ct,.  .  .cn  +  1  die  Grösen,  welche  beziehlich  den  Grösen 
at, ...  an  -|- 1  entsprechen  und  den  Grösen  bi, . . .  bn  + 1  deckend  oder 
kongruent  fein  follen.  Dann  muss  für  jeden  Zeiger  a  von  1  bis  n  -f  1 
fich  Ca  als  Vielfaches  von  ba  darstellen  lassen,  alfo 

(b)  Ca  =  Xaba  WO   Xa  £  0. 

Da  ferner  Ot,...cB  +  i  den  Grösen  ai,...an.fi  fo  entsprechen 
follen,  dass  die  Vereine  verwandt  find,  fo  muss  nach  54 

(C)  Cn  +  i  =  CLiCt  +  .  .  .Cn^n 

fein.     Setzt  man  in  (c)  die  Werte  aus  (b)  ein  und  teilt  durch  Xn+i, 
fo  erhält  man 

Xi«i  XnQn, 

Dn  +  i  =  Di  -f-  .  .  . DB. 

Xn  f-i  *n+l 

Aber  aus  (a)  hat  man  zugleich 

bn  -f 1  =  ßi  bj  +  .  .  .  /?nbn, 

alfo  muss  nach  Ausdehnungslehre  15 

H*.  =  ßh..,™L==ßu  fein. 

Xn  -f  i  Xn  .+. 1 

Hierdurch  bestimmen  fich  alle  Unbekannte  bis  auf  eine.  Setzen 
wir  xB  <r  i  =  Ä,  fo  wird 

(d)  xt  =  -p,. . .,  Xn  =  -fs  xn+i  =  X. 

öl  On 

Wenn  diefe  Bedingungen  (d)  erfüllt  find,  fo  wird  auch  umgekehrt 
die  Gleichung  (c)  erfüllt.  Dann  find  alfo  die  Vereine  verwandt  in 
Bezug  auf  die  n  +  1  Grösen  at, . . .  an  + 1  und  die  ihnen  entsprechenden 
Ci, . . .  Ca  +  !  und  jeder  Gröse 

p  =s  diat  + . .  .dBan 
entspricht  die  Gröse 

q  =  diCt  +. .  ,dnCB. 


57.  Erweiterungslehre.  38 

Setzt  man    hier   statt  cl:...cn   ihre  Werte    aus   (b)    und    dann    statt 
xtv  *  .x»  ihre  Werte  aus  (d),  fo  hat  man 


«-<¥*■ +-¥4 


d.   h.    q   ist   mit  Ausnahme   der  fttr  alle  gleiehen  Vorzahl  X 
bestimmt. 

57.  Satz.    Wenn  man  ans  zwei  verwandten  Vereinen  zwei  neue 

▼ereine  dadurch  ableitet,  dass  man  jedem  linigen  Zeuge  oder  Pro- 
dukte P,  welches  aus  Grösen  des  ersten  Vereines  gebildet  ist»  das- 
jenige  Zeug  oder  Produkt  als  entsprechend  fetzt,  welches  auf  gleiohe 
Weife  aus  den  entsprechenden  Grösen  des  zweiten  Vereins  gebildet 
ist,  fo  find  diefe  beiden  neuen  Vereine  einander  gleichfalls  verwandt; 
d.  h.  wenn  r,  s,. . .  beliebige  Größen  des  einen  und  rt,  st,. . .  die  ent- 
sprechenden des  verwandten  Vereines  find,  und  die  linigen  Zeuge 
oder  Produkte  P(r,  s9. . .)  und  P(rt,  st,. . .)  einander  entsprechend  ge- 
fetzt werden,  wie  auch  r,  s,. . .  gewählt  fein  mögen,  fo  find  auch  die 
fo  erhaltenen  Vereine  einander  verwandt. 

Beweis.  Es  feien  at,  aa,. .  .an  Grösen  des  ersten  Vereins,  welche 
gegenseitig  frei  find,  und  lassen  fich  alle  Grösen  des  ersten  Vereins 
als  Vielfachenfummen  derfelben  darstellen,  und  feien  bt,  bj,...b»  die 
entsprechenden  Grösen  des  andern  Vereines,  welche  alfo  denfelben  Be- 
dingungen unterworfen  find,  und  fei 

r  =  S^aaa  =  q iat  -f  •  •  •  ?aan?  8  =  Sö'«««1  u.  £  w., 

alfo  (nach  54) 

n  =  S^aba,         st  =  S<rabflv  . ., 
fo  wird 

P(r,  s,  . .  .)  =  Sea<rt. .  .P(aa,  a*,.  .  .)|  r      %    *     ^    «, 

P(r,,8iv  .  .)  =  Sßa(T6. .  .P(bft,  b*,.  .  .))  ^ 

Da  nun  die  Zeuge  lioige  find,  fo  muss  nach  Ausdehnungslehre  111 
jede  Bedingungsgleichung,  welche  zwischen  den  Zeugen  P(a«,a#,...) 
herrscht,  auch  bestehen  bleiben,  wenn  man  statt  ai,  a*,.  .an  die  Grösen 
bi,  b2,  ...bn  fetzt.  Nun  lassen  fich  nach  Ausdehnungslehre  111,  wenn 
p  die  Anzahl  der  verschiedenen  Zeuge  von  der  Form  P(att,  a*,...) 
und  q  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Bedingüngsgleichungen 
ist,  die  fömmtlichen  Zeuge  P(aa,a*,. . .)  als  Vielfachenfummen  der  p  — q 
derfelben,  welche  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen,  darsteüefi 
und  zwar  fo,  dass,  wenn  diefe  p  —  q  Zeuge  bestimmt  find,  auch  fllr  jedes, 
der  Übrigen  Zeuge  die  Ableitzahlen  bestimmt  find.  Die  Ausdrücke  diefe 
Ableitung    fiod    nur   von   den   Bedingungsgleichungen   abhängig.     Setzt 
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man  daher  statt  at,  a*, ...  aberall  bi, b*,.  ..,  fo  müssen,  da  die  Be- 
dingungsgleichungen bei  diefer  Setzung  noch  geltend  bleiben,  auch 
die  Ausdrucke  jener  Ableitung  bestehen  bleiben,  d.  h.  wenn  Au  A2,  .  . . 
die  in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander  stehenden  Zeuge  find,  aus 
welchen  fich  alle  übrigen  Zeuge  der  Form  P(aa,  a&,,  . .)  ableiten 
lassen,  und 

P(aa,  a&, . .  )  =  at,  a,  *,...  At  +  a2,  *>  &,...  A%+... 
ist,   wenn   ferner  Bh B2, ...    diejenigen   Zeuge   find,    welche   aus   den 
Zeugen  AA,  A2,. . .   dadurch  hervorgehen,  dass  man  in  diefen  bi, b?,. . « 
statt  ai,  a*, . . .  fetzt,  fo  ist 

P(ba,  06,...)  =  «l»  a>  f>y  &i  +  <**>  a?  by-  Bi  + 

Alfo 

P(r,  s,  .  .  .)  =  2Qafff> ,  .  .(Cl, «,»,...  At  +  0***..  Atf,. .) 
P(ri,8lv  . .)  =  SQa<ff>m .  .(ai^^-Bt  +  a»  «,»,..  Bt  +. . .), 
d.  h.  es  ist  P(r,  s,.  .  .)  durch  diefelben  Zahlen  aus  At,As,.  . .  abge- 
leitet, wie  das  entsprechende  Zeug  P(rn  st,. .  .)  aus  den  entsprechenden 
Zeugen  Bt,  B2,.  .,  d.  h.  nach  54  es  ist  der  Verein  der  Zeuge 
P(r,  s, .  . . )  verwandt  dem  Vereine  der  entsprechenden  Zeuge  P(rt,  s,, . . .  )• 
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1—24. 


Einleitung  in  die  Zahlenlehre  oder  Arithmetik. 


Die  Erklärungen  und  die  Beweisform  der  Grösenlehre. 

1.  Denklehre,  Grösenlehre. 

2.  Gröse. 

3.  Zeichen  der  Gröse:  a,  b,  c. 

4.  Einfaches  (Element):  e|,  e2,  e3,-  •  •. 

5.  Knüpf  ung,  Ergebniss  oder  Gefammt. 

6.  Zeichen  der  Knüpf ung:  aob,  gelefen  „a  mit  b.tt 

7.  Klammer:  ao(boc),  gelefen  „a  mit  Klammer  b  mit  c  geschlossen." 

8.  Fortschreitend  knüpfen.    Einfache  Gröse. 

Geaa  =  ajoaaoa3o-  •  'oan. 

9.  Formel,    foa,  F<*,  qraa,  ^oa*,  gleichlautend,  verschieden,  entsprechend. 

10.  Gleich,  ungleich. 

11.  Zeichen  a  =  b,  gelefen  „a  gleich  b,"  a  ^  b,  gelefen  ,.a  ungleich  b.w 
Gleichung,  linke,  rechte  Seite. 

12.  a  =  a.     . 

13.  aobocod  =  [(aob)ocjod. 

14.  Geaa  =  Geaa  oa. 

l,n  +  1  l,n     n  +  1 

15.  Bedingt  gleich    *  *  Bedingung. 

16.  Foa  JL  Fob  *  wenn  a  =  b. 

17.  aob  J*-  aoe  *  wenn  b  =  c. 

18.  Wenn  a  =  c  und  b  =  c  \  fo  a  =  b. 

19.  (a  =  b)  =  (b  =  a). 

20.  Wenn  a  =  b  und  b  =  c  j  fo  a  =■  c. 

21.  Wenn  a  =  (bocodo-  ♦  •)*,  fo  ist  a  =  bocodo  ■  •  • 

22.  Gerader  Beweis:  Wenn  ai  =  aj,  aj  =  a3-  •  «an—  1  =  an}  fo  aA  =  an. 

23.  Fortlei tender  Beweis:  Wenn  Foai  —  4>©at   un(l  fofrrn  Foaa -- <J>oia,    fo 
auch  Foaa  f  1  —  #oaa  -1- 1  *,  fo  Foan  —  «£o:in. 

24.  Einfacher  (elementarer)  Beweis. 

1* 


25—65.  Zahlenlohrc.  4 

Die  Arten  der  Grösenknüpfung. 

25.  Knüpf ungsgröse  (ob). 

26.  ac(ob)  =  aob. 

27.  Drei  Arten  der  Knüpf  ung. 

28.  Anreihung:  aoboc  £  ao(boc). 

29.  Einigung. 

30.  ao(boe)  =  aoboe. 

31.  aob  eine  einfache  Gröse. 

32.  ao(boc)  =  aoboc. 

33.  ao(bjobao  •  ■  •  obn)  :=  aobiobao  •  •  «obn. 

34.  Jede  Gröse  als  Einfaches  (Element)  zu  fetzen. 

35.  Vertauschung. 

36.  eioe2  r=  e2oei. 

37.  aobocod  =  doaoboc. 

38.  Jede  Gröse  als  Einfaches  zu  fetzen. 

Die  Gattungen  der  Knüpfung  und  der  Zerlegung. 

39.  Nicht  ändernde  Gröse.  Zeichen  //. 

40.  aof*  =  a,  ^*oa  =  a. 

41.  Unveränderliche  Gröse.  Zeichen  i». 

42.  aoi»  =  v  t»oa  =  v. 

43.  Zwei  Gattungen  der  Knüpfung. 

44.  Zwei  Gattungen  der  Zerlegung. 

45.  Trennbare  Knüpfung. 

46.  Wenn  aob  =  aoe  oder  boa  =  coaj  f 6  b  =  c,  wo  a  £  r. 

47.  T  r  e  n  n  u  n  g.  Gefammt.  Trenncr  £  *. 

48.  Zeichen  a*/b-  c,  gelefen  „a  trenn  b  gleich  c."        Gefammt  a.        Trenner  b. 
Bleibfei  c. 

49.  a  =  acb^b;  a  =  awbob. 

50.  Trenngröse  (^b),  gelefen  „Trenn  b.u    Mitgröse  (ob),  gelefeu  „Mitb." 

51.  ao(v/b)  =  a^(ob)  =  av/b ;  a^/(^/b)  =  ao(ob)  =  aob. 

52.  Drei  Arten  des  Trcnnens. 

53.  An  trennen. 

54.  ao(b  \s  c)  ^  aob  %s  c. 

55.  Eint  rennen. 

56.  ac(b^c)  r-- :  a^b^c,  ac(^boc)  —  a^/boc. 

57.  b  w  b  =  fj.  \  \s  beb  =  fi. 

58.  aw(boc)  =  a^/b^c;  a»/(bwc)~Rx/boc. 

59.  Gefetz  der  Einigung  und  Eintrennung. 

60.  Jede  Gröse  als  Einfaches  zu  fetzen. 

61.  Abtrennen. 

62.  Gefetz  der  Vertauschung  und  Abtrennung. 

63.  Jede  Gröse  als  Einfaches  zu  fetzen. 

64.  Untrennbare  Knüpf  ung. 

65.  Löfung. 


5  Einleitung  in  die  Zahlenlehre.  66  — 105. 

66.  Zeichen  der  Löfung  w,  Gelös,  Wurzel. 

67.  Entsprechend  gleich  £?. 

68.  Gelös  mehre  Werte,  kein  Gefetz  der  Grösenlehre  gilt. 

Die  Beziehung  zweier  Knüpfungen. 

69.  Fügung,   Addition:  Stück,  Summe. 

70.  Zeichen  der  Fügung  -(-,  gelefen  „plus."  Plusgröse  (+b), 
Plusklammer  +  (    ).       Saa  =  aj  -f-  &a  +  ' ' '  4~  an* 

M 

71.  Null.  0. 

72.  a  +  0  =  a;  0  +  a  =  a. 

73.  Drei  Arten  der  Mgung. 

74.  Anfügung. 

75.  a  +  (b  +  e)  £  a  -f-  b  +  e. 

76.  Einfügung. 

77.  a  +  (b  +  e)  =-:  a  +  b  +  e. 

78.  Gefetz  der  Einfügung. 

79.  Zufügung. 

80.  et  +  ea  =  ea  -|-  ei- 

81.  Gefetz  der  Zufügung. 

82.  Weben,  Multipliziren. 

83.  Zeichen  des  Webens  a-b,  gelefen  „a  mal  b,"  oder  ab,  gelefen  .,ab.u 
Fach  (Faktor),  Zeug  (Produkt).    Malgröse  (-b),  gelefen  „Malb." 

84.  Malklammer  a(be);  Beziehungsklammer  a(b -|- c). 

85.  Formelzeichen  (Funktionszeichen)  fürs  ganze  folgende  Glied  gültig. 

86.  (a  +  e) b  —  ab  -|-  eb ;  a(b  +  e)  =  ab  -f-  ae?  ejea  =  e. 

87.  Das  Zeug  ae  ist  wieder  eine  Einfachgröse. 

88.  Das  Zeug  ac  ist  wieder  eine  Einfachgröse. 

89.  (a  -f  b)c  =  ac  +  bc-,  c(a  +  b)  =  ca  -J-  cb. 

9o.(^)b=1^b'  b(^)^ba- 

«.(SS(ib|)=Mfv.^ 

90    fSa^/Sb^/ScA S  'aab*cc.... 

93.  Gefetz  des  Webens. 

94.  0-a-O;  a-()  =  0. 

95.  Eins.     1. 

96.  e-1  =  e;  1-e  —  e. 

97.  1-1  =3  1. 

98.  a-1  =  a-  1-a  =  a. 

99.  Drei  Arten  des  Webens. 

100.  Anwehen. 

101.  Gefetz  des  Anwebens. 

102.  Einweben. 

103.  ei(eae3)  —  e,eae3. 

104.  a(e|e3)  =  ae|C2. 

105.  a(be)  =  abe. 


106—136. 


Zahlenlehre. 


106.  Gefetz  des  Einweben?. 

107.  Verweben. 

108.  ete2  —  e2e!. 

109.  Gefetz  des  Verwebe  ns. 

110.  Formenlehre  oder  Mathematik:  Aeusere  Fügung. 

111.  Die  Einheit  das  Einfache  der  Formenlehre  oder  Mathematik. 

112.  Zweige:  Rechenlehrc   oder  Analyfis. 

Niedere:  Zahlenlehre  oder  Arithmetik. 
Höhere:  Folgelehre  oder  Funktionenlehre. 
Auscnlehre  oder  Synthefis. 
Niedere :  Ausdehnungslehre. 
Höhere:  Erweiterungslehre. 


Erster  Abschnitt  der  Zahlenlehre:    Die   niedere   Zahlenlehre 
oder  ganze  Zahlen  und  Brüche. 


113. 
114. 
115. 

116. 
117. 


118. 
119. 
120. 
121. 
122. 
123. 
124. 
125. 
126. 

127. 


128. 
129. 
130. 
131. 
132. 
133. 
134. 
135. 
136. 


Zahlenlehre   oder  Arithmetik:    Nur  eine  Einheit  die  Eins. 
Zahlen:  Jede  Zahl  allen  andern  ungleich. 
S       1  2  Sl. 


Sieben. 

7 


Acht. 

8 


Hundert  taufend. 
100000 


Neun. 
9 

Million. 
1000000 


l,m  +  n  1 

Null.    Eins.     Zwei.    Drei.     Vier.     Fünf.     Sechs. 

0  1  2  3  4  5  6 
Stelle.    Nullte  Stelle,     atc  Stelle. 
Eins.     Zehn.     Hundert.     Taufend.     Zehntaufend. 

1  10  100  1000  10000 
a  +  (b  +  l)  =  a  +  b  +  l. 

Auf  einer  Stelle  9  +  1  giebt  1  auf  der  nächst  höhern  Stelle 
a  +  (b  + 1)  ==  a  +  b  +  1,  1  +  V  =  V  +  1. 

Das  Eins  und  Eins. 
Zufügen  der  Zahlen:  Gefetz  dafür. 
Zufügen  mehrziffriger  Zahlen. 
Rechenregel  füre  Zufügen. 

Zahlenznfügen  ist  trennbar.     Wenn  a  -|-  b  =  a  +  c« 
Abziehen  (Subtrahiren),        Vorrat  (minuendus). 
Rest  oder  Unterschied. 

Zeichen  des  Abziehens  — ,  gelefen  „strich"  oder  ^nüiiusp 

Strichgröso  (negative  Grösc)  ( —  b),  Strichklammer  —  (     ). 

„Plus"  und  ^Strich"  entgegengefetzte  Zeichen. 

Gliederausdruck  (Polynom)-,  Glied,  durch  Plus  oder  Strich  geknüpft. 

a  =  a  -f-  b  —  b;  a  =  a  —  b  -f-  b; 

Das  Eins  von  Eins. 

Gefetz  der  ersten  Ordnung  der  Zahlenlehre. 

Jede  Zahlgröse  ist  als  Einheit  zu  fetzen. 

+  (-a)  =  -(+a)  =  -ai  +(+a)=-(-a)  =  +  a. 

a  +  0  =  a  — 0  =  a. 

0-a-a  =  -a  +  a.  Wenn  a  =  b,  fo  ist  a  —  b  =  O. 

Das  Abziehen  mehrziffriger  Zahlen, 


fo  b  -=  e. 
Abzug  (subt!'acttir> 


7  Niedere  Zahlenlehrc.  137 — 171. 

137.  Rechenregel  fürs  Abziehen.     Borgeregeln. 

138.  Gleichartig,  gleichwertig,  entgegengefetzt. 

139.  -\-  a  und  —  a  find  entgegengefetzte  Zahlen. 

1-10.  Jede  Zahl  ist  entweder  Pluszahl  oder  Strichzahl  oder  Null. 

141.  Die  Summe  von  Pluszahlen,  die  von  Strichzahlen. 

142.  Grösere  Zahl,  kleinere  Zahl,  a  ;>  b,  b  <r  a. 

Ausschliesendes  Mittel  c  =  Mitt  (b  [ ,  ]  a).    Einschliesendes  Mittel  c  =  Mitt  [b ,  a], 

143.  Jede  Zahl  entweder  gröser,  gleich  oder  kleiner  als  a. 

144.  Wenn  a,  ;.>  a?.  o?  *>  a3,  •  •  «an  —  l  ^>  an,  fo  ai  ^>  an. 

145.  +  a">0,  —  a<.0. 

146.  Wenn  a  ^>  b,  fo  ist  a  —  li  gleichartig  mit  a. 

147.  Wenn  a  ^>  b,  fo  ist  a  +  c  ^>  b  +  c. 

148.  Wenn  a  -\-  c  >»  a,  fo  ist  (a  +  c)  -\-b  ">  a  +  b. 

149.  Wenn  a,  -|-  Ci  ">  a„  a^  +  c2  ">  a2,  •  •  •,  fo  ist 
(al+c,)4-(a2  +  c2)+b>  ^  +  ^+0. 

150.  Wenn  a  +  c  ^>  a,  fo  ist  b  —  (a  +  c)  <;  b  —  a. 

151.  Benannte  Zahl  ae,  Anzahl  a,  Name  e,  gleichbenannte. 

152.  In  der  Zahlcnlehre  nur  gleichbenannte. 

153.  ae  +  be  +  -*  =(a-f-b-f-")e:  ae  —  be  =  (a  —  b)e. 

154.  Alle  Sätze  erster  Ordnung  gelten  filr  benannte  Zahlen. 

155.  Vervielfachen,   Multipliziren.     Vielfaches,  Produkt. 

156.  (a+l)b  =  ab  +  l.b-  a(b  +  l)  =  ab  +  a.l;  i-l'  =  l'.l 
a*l  =  l«a  =  a. 

157.  (+  a)(+  b)  =  ab  =  (-  a)(-  b);  (+  a)(^  b)  =  -  ab  =  (-  a)(+  b). 
—  (a  +  b)  c  =  —  (ac  -|-  bc)  =  —  ac  —  bc ;  —  (a  —  b)  c  =  —  (ac  —  bc) 
=  —  ac  -}-  bc. 

158.  (—  l)a-=  —  a. 

159.  2a  Strichfache  geben  ~{-\  2a  +  1  Strichfache  geben  Strich. 

160.  Gefetz  der  Vervielfachung. 

161.  (a.l0n)(b.l0«0  =  ab.l0n4ra. 

162.  Vervielfachung  einer  einziffrigen  mit  einer  mehrziffrigen  Zahl. 

163.  Vervielfachung  mehrziflriger  Zahlen. 

164.  Trennbares  Vervielfachen. 

Wenn  ac  =  bc,  f ö  a  =  b  wenn  c  £  0- 

165.  Teilen,  Dividiren-,  Zuteilende  Grösc  (dividendus)*,  Teiler  (divifor)} 
Quote  (quotiens) •,  Bruch,  Zähler,  Nenner-,  Vorzahl  (Koeffizient).    Nenner  £  0. 

166.  Zeichen  des  Teilens  :  oder   /  gelefen  „durch,11 

a-fb 
Teilgröse  (:10t  gelefen  „durch  b,u  Teilklammer  :(     ),  Teilstrich  — t     . 

„Mal"  und  „durch"  umgekehrte  Zeichen. 

ab        a 

167.  a  =  -.- =  T-«b  =  a»b:b  =  a:b«b. 

168.  B.(:b)  =  a:(.b)=sa:b;  a:(:b)=ra-(-b)  =  ab. 

169.  (a!  +  aj  -(- •  •  •+  »n)  '•  b  =  a1 :  b  -J-  aa  :  b  -f  •  •  —\-  an  :  b. 

a        c       a-+"  c 
170.^1^  =  -^-. 

171.    •  (:  a)  =  :  ( -a)  — :  a  }  :  (:  a)  =  *a  wo  a  %  0. 


\ 


172—202.  Zahlenlehrc. 


172.  a  =  a.l=  *. 


173. 

1  =  a:a  — :a-a, 

wo 

a£0. 

174. 

0 

I==0.a  =  0, 

wo 

a£0. 

175. 

a 
Wenn  ^  =  0  oder  aL 

» = 

0  und  b£0; 

fo 

a  =  0. 

176. 

Brucheinheit 

1 
a 

l:a. 

177. 

1 

-  =  l:a  =  :a-, 

m            1 
-  =  m.-. 
a            a 

178. 

l:(-a)  =  -(l:a); 

1 

—  a  —  ~ 

1 
a" 

179. 

a               a 

^~b  =  ""  b* 

180. 

Gefetz  der  zweiten  Ordnung  der  Zahlcnlehre. 

181. 

b              c 

a  :  --■  =  a  •  7-. 
•   c             b 

182. 

a       ac 
b  =bc* 

183. 

Beziehungsgefetz  der  zweiten  Ordnung  < 

ier  Zahlenlehre. 

184.  Rechenregel  fürs  Teilen. 

185. 

Gemeinnenner    7-, 

aj 

ba 

,  •  •  •  r— ,  Gemeinnenner  bt 

•ba.-. 

186. 

b,  —  ba  —       -bn 

El 

±v2±-..±v 

P 

i 

K 


wo  P  =  b|ba •  •  -bn  und  Pa  =  b^j •  •  -ba  —  l  «aa -ba +  l         •  •  «bn 

187.  Jede  Zahlgröse  iat  als  Einheit  zu  fetzen. 

188.  Zehntbruch   (Dezimalbruch). 

a-J-1  Bruchstelle  =  V io  mal  a-f-lte  Bruchstelle;  gleichnamige 
Zehntel.    Hundertel.    Tanfendtel.    Zehntaufendtel.    Milliontel. 
0,i  0,0|  0,ooi  fyoooi  0,000001 

189.  Otfa  =  0000,paoooO' 

190.  Gleichnamig  machen  der  Zehntbrüche. 

191.  Zufügen  der  Zehntbrüche. 

192.  Abziehen  der  Zehntbrüche. 

193.  Vervielfachen  mit  zehn,  hundert,  taufend,  milliou. 

194.  Teilen  durch  zehn,  hundert,  taufend,  million. 

195.  Vervielfachen  mit  Vioi  Vwoi  Viooo  u-  f-  w- 

196.  Teilen  durch  Vuh  Vioo«.  Viooo  u.  f.  w. 

197.  Vervielfachen  eines  Zehntbruches. 

198.  Vervielfachen  zweier  Zehntbrüchc. 

199.  Teilen  durch  Zehntbrüche. 

200.  Teilen  eines  Zehntbruches  durch  einen  Zehntbruch.  ■ 

201.  Vergleich ung:    Wenn    a  >  b    und    c    Pluszahl,     fo    ist    ca  >  cb     und         I 
—  ca  <C  —  cb.  J 

202.  Wenn  a  +  c^a  und  b  eine  Pluszahl,  fo  (a  -J-  c)  b  >  ab.  ' 
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203.  Wenn  at  -\-  ct  ">  a^  a^  +  ca  ^>  a,,  •  •  •,  fo  (ai  +  ci)  Oh  +  ca)  ">  aiaa- 

204.  Wenn  aL  <.  1^  <.  I,---,  fo  a^  •••<.!. 
Wenn  a,  ">l,aa  *>!,-•.,            fü  a^«'  •*>  1. 

205.  Echte  Bruchzahl,  Zähler  kleiner  als  Nenner. 

206.  Wenn  ~  echte  Bruchzahl,  fo  ~  <  1. 

207.  T--V    •••-<1,  wenn  -.-  echte  Bruchzahlen. 

208.  ,  -.  -  <.  r  wenn  b  +  c  ">  b  • 
b  -f-  c        b  ' 

209.  Aufgehen  von  a  in  ac,  wenn  c  ganze  Zahl. 

210.  a  und  1  gehen  in  a  auf. 

211.  Wenn  a  in  b  aufgeht,  fo  b  ^a, 

212.  Wenn  a  in  b  und  b  in  a  aufgeht,  fo  a  =  b. 

213.  Wenn  b  =  aa  und  c  =  bb,  fo  c  =  aba. 

214.  Gemeinmas  (gemeinschaftliches  Mas).     Fremd  (primär). 

215.  Wenn  a  Gemeinmas  von  b  und  c,  fo  auch  von  bb  +  Cc,   wo  b  und  c  ganze 
Zahlen. 

216.  Auffinden  des  grosten  Gemeinmases  von  2  Zahlen. 

217.  Wenn  m  gröstes  Geraeinmas  von  a  und  b,  fo  mc  das  von  ac  und  bc. 

218.  Wenn  c  in  ab  aufgeht  und  dem  a  fremd,  fo  geht  c  in  b  auf. 

219.  Primzahl,  zufammengefetzte  Zahl,  Primfache. 

220.  Wenn  Primzahl  a  nicht  in  b  aufgeht,  fo  ist  fie  dem  b  fremd. 

221.  Wenn  Primzahl  a  nicht  in  b  und  c  aufgeht,  fo  auch  nicht  in  bc. 

222.  Wenn  fie  nicht  in  aha^--«-an  aufgeht,  fo  auch  nicht  in  aja2>*-an. 

223.  Jede  zufammengefetzte  Zahl  lässt  lieh  in  Primfachc  zerlegen. 

224.  Wenn  ah  o2, •  •  »a,,  Primfache  und  aj  a^  •a„=  B,  fo  nur  Ordnung  verschieden. 

225.  In  jede  Zahl  gehen  nur  ihre  Primfache  und  die  Zeuge  derfelben  auf. 

226.  Gröstes  Genieinmas  von  n  Zahlen  finden. 

227.  Kurzer  oder  reduzirter  Bruch. 

228.  Wenn  a  <1  bb  und  die  Primzahlen  <C  b  gehen  nicht  auf,  fo  a  eine  Primzahl. 

229.  Zwei,   vier,   acht   gehen  auf,    wenn  fie   in  die    letzte,    in  die  beiden,  in  die 
3  letzten  Ziffern  aufgehen. 

230.  Gerade  Zahlen,  ungerade  Zahlen. 

231.  Fünf  geht  auf,  wenn  die  letzte  Ziffer  5  oder  0  ist. 

232.  Quer  f limine  einer  Zahl. 

233.  Drei  und  neun  gehen  auf,  wenn  fie  in  die  Qucrfumme  aufgehen. 

234.  Neunerrest,  gleiche  Neunerreste. 

235.  Neunerprobe  beim  Zufügen. 

236.  dgl.  beim  Abziehen. 

237.  dgl.  beim  Vervielfachen. 

238.  dgl.  beim  Teilen  ohne  Rest. 

239.  dgl.  beim  Teilen  mit  Rest. 

240.  Aufgehen  von  11. 

241.  Aufgehen  von  7,  13. 

242.  Kleinster  Gemeinnenner  oder  Dividuus. 

243.  Kleinsten  Gemeinnenner  zweier  Zahlen  finden. 


244 — 282.  Zahlenlehre.  In 

244.  Kleinsten  Geniei mienner  mehrer  Zahlen  finden. 

245.  Zahlenreihe  (arithmetische  Reihe)  ersten  Ranges. 

a  erstes,   t  ntes  Glied,  b  Unterschied    2er  Glieder,    ©  Summe    der    n  erotec 
Glieder. 

m  t^  +  to-l»;  6=  '^  =«.+  *^fc 

247.  Summe  der  ganzen  Zahlen   von  1  bis  u  = «T" —  • 

248.  Summe  der  ungeraden  Zahlen  von  1  bis  (2n  —  1)  =  Ua- 

249.  Zahlenmittel  (arithmetisches  Mittel)  von  a^,*  ^=^1  +  aa4-  •••+an)n 

250.  Verwandlung  eines   Bruches   in   einen   Zehntbruch. 

251.  Endlicher,  unendlicher,  gekürzter  Zehntbruch.     Kürznngsstelle. 

252.  Wiederkehr    (Periode).      Rein    wiederkehrender   (periodischer),    gemischter 
Bruch. 

253.  Brüche,  die  nur  2  und  5  als  Fache  im  Nenner,  geben  endlichen  Zehntbruch. 

254.  Brüche,    die    nicht    2    und    5    als   Fache    im   Nenner,    geben    rein    wieder- 
kehrenden Zehntbruch. 

255.  Brüche,    die    2,    5    und    andere   als    Fache    im    Nenner,    geben    gemischten 
Zehntbruch. 

256.  Verwandlung  des  endlichen  Zehntbruches  in  gewöhnlichen  Bruch. 

257.  Verwandlung  des  rein  wiederkehrenden  Zehntbruches  in  gewöhnlichen  Bruch« 

258.  Verwandlung  des  gemischten  Zehntbruches  in  gewöhnlichen  Bruch. 

259.  Praktisches  Rechnen.    Abgekürztes  Rechnen. 

260.  Abgekürztes  Zufügen  und  Abziehen. 

261.  Abgekürztes  Vervielfachen. 

262.  Abgekürztes  Teilen. 

263.  Wertzahl  eines  Mases. 

264.  AuQöfen  (refolviren)  des  höhern  Mases  ins  niedere. 

265.  Zurückführen  (reduziren)  des  niedern  Mases  ins  höhere. 

266.  Die  mehrfach  benannte  Zahl  einnamig  machen. 

267.  Die  einnamige  Zahl  mehrfach  benannt  machen. 

268.  Mehrfach  benannte  Zahlen  zufügen. 

269.  Desgleichen  bei  zehnteiligen  Masen. 

270.  Mehrfach  benannte  Zahlen  abziehen. 

271.  Desgleichen  bei  zehnteiligen  Masen. 

272.  Vervielfachen  benannter  Zahlen. 

273.  Alle  Gefetze  der  Vervielfachung  gelten. 

274.  Vervielfachen  einer  einfach  benannten  Zahl. 

275.  Vervielfachen  einer  mehrfach  benannten  Zahl. 

276.  Zweite  Art. 

277.  Teilen  benannter  Zahlen  :  Messen  und  Schneiden. 

278.  Alle.  Gefetze  der  Teilung  gelten  fürs  Schneiden. 

279.  Teilen  einer  einfach  benannten  Zahl. 

280.  Teilen  einer  mehrfach  benannten  Zahl. 

281.  Zweite  Art. 

282.  Alle  Geictze  der  Teilung  gelten  fürs  Messen. 
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283.  Einfach  benannte  Zahl  teilen  durch  gleichnamige. 

284.  Mehrfach  benannte  Zahl  teilen  durch  mehrfach  benannte. 

285.  Bruch  gleich  ung    (Proportion)     Verhältniss.    Acusere,    innere    Grösen, 
a :  b  =  c  :  d. 

286.  Wenn  a :  b  =  c :  d,  und  b  £  0,  d  £  0,  fo  ad  =  bc. 

287.  Wenn  ad  =  bc,  fo  a :  b  =  c :  d. 

288.  Wenn  a :  b  =  c  :  d,  fo  d  :  b  =  c  :  a  und  a :  c  =  b  :  d. 

289.  Wenn  a:b  —  c:d  und  a  — c£0,  fo  b  =  d. 

bc  ad 

290.  Wenn  a :  b  =  c :  d,  fo  ist  a  =  ~t  und  b  =  — . 

1  (1  c 

ma  4-  nc        c 

291.  Wenn  a :  b  =  c :  d,  fo  ist  yq^  =  4. 

a       b        c  ma  -4-  nb  4-  pc  4 —  •         a 

292.  Wenn  -  —  .-=-=...,  fo 7"  .      ,--  - =     . 

ai      b|       Ci  '  mai  +  ™>i  +  Pci  -r-  •  •  •       ai 

a        c  ma  4-  nb       a 

293.  Wenn  T  =  -r,  fo —  -j  =  - 

b       d'  mc-(-nd       c 

294.  Wenn  t-  =  -j    und   -g  =  j,  fo  a  =  e. 

«Qk    w         ai        ci     aa        °i      an        cn  aiaa...aQ        c,Ci...cn 

295.  Wenn  t—  =  -r-,  t-  =  -^  ....-==  -;--,  fu  ,— r      "r   =  j~t T  • 

U|       d^   b2       d2>     bn       dn'  l>iV--un       d,d2-.-dn 

a  |  c 

296.  Brnchkreuz   t—  t,  Scheitelzeuge  ad  und  bc. 

a !  c 

297.  Im  Bruchkreuze  -,  -.-r  ist  ad  =  bc. 

298.  Dreifatz  oder  Regeldetri. 

-nn    „r  x  |  d  a !  c  ad 

299.  Wenn  — —  oder  — '  ,-,  fo  x  =  — . 

a|c  x  d'  c 

300.  Die  gleichbenannten  einnamigen  Zahlen  unter  einander. 

301.  Erweiterter  Dreifatz. 

302.  Gleichung  ersten  Grades.     Unbekannte,  Wurzel,  Aullöfung. 

a        b 

303.  Wenn  a  =  b,  fo  a+c  =  b  +  c,  ferner  ac  =  bc,  und  -  -  —  — ,  wo  c^O, 

304.  Wenn  a  -j-  c  =  b,         fo  a  =  b  —  c;  Wenn  a  —  c  =s  b,         fo  a  =  b  -f-  c. 

b  a 

Wenn  ac  =  b,  fo  a—  —\  Wenn  -  =  I),  fo  a ^  bc. 

305.  Wegschaffen  eines  Gliedes,  eines  Fachs  oder  eines  Nenners. 
30l3.  Alle  Vorzeichen  der  Glieder  kann  man  entgegengefetzt  nehmen. 

307.  Wenn  beide  Seiten  Brüche,  fo  kann  man  fie  umkehren. 

308.  Eingerichtete  Gleichung.     Gleichung  nten  Grades. 

309.  Die  Gleichung  ersten  Grades  ist  aufgelöst,  wenn  eingerichtet. 

310.  Löfung  der  Gleichung  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten. 

311.  Anwendung  diefer  Gleichungen. 

312.  Löfung  der  Gleichung  ersten  Grades  mit  2  Unbekannten. 

313.  Löfung  der  Gleichung  ersten  Grades  mit  3  Unbekannten. 

314.  Löfung  der  Gleichung  ersten  Grades  mit  n  Unbekannten. 


315—344.  Zahleulehre.  12 

Zweiter  Abschnitt  der  Zahlenlehre:  Höhere  Zahlenlehre  oder 
Höhen,  Tiefen  und  Logen. 

315.  Höhen,   Potcnzircn. 

316.  Zeichen  des  Höhens:  am,  gelefeu  „a  hoch  m.a 
Bafe  a,  Stufe  (Exponent)  m,  Höhe  (Potenz). 

317.  Bafenklaramer  (ab)c  und  (a  -f-  b)c,  Stufenklammer  abc  und  ab  +  c. 

318.  ab  +  i  —  ab.a«,  a1  =  a;  l1  =  1. 

319.  a«  =  1,  wo  a  ^  0. 

320.  a*>  +  c  =  ab«ac,  wo  c  eine  ganze  Zahl. 

321.  afnb*  =  Pab*  oder  ab»  +  b>+"  '+h»  =  &h'.J>> .  -aV 

],n 

322.  ai  =  a  1»=1. 

323.  ac  *bc  =  (ab)c,  wo  c  eine  ganze  Zahl. 

324.  abc  =  (ab)c. 

325.  (ab)c  =  (ac)b. 

326.  Gefctz  der  Zahlenhöhung. 

327.  an  .  *Pna=a-a- • -a,  *  wo  n  ganze  Pluszahl. 
Vorläufig  foll  die  Stufe  stets  ganze  Pluszahl  fein. 

328.  0»  =  0. 

329.1»  =  1;  (_l)2n^l.  (_l)2n+l  =  —  1. 

330.  (+  a)»  =  +  (a») ;  (—  a)'*  =  +  (a'*) ;  (-  a)*»  +  i  —  —  (a*a  -+  i ). 

331.  Desgleichen. 

332.  a- ■=*=—,  an  *   a_n  «wo  a£0. 

333.  Zahl  vervielfachen  bez.  teilen  durch  10n. 

ab 

334.  ab  -  c  =  ac  wo  a  2  0. 

(a  \c       ac 
b)  =bc  wob  20. 

336.  (-M    C  =  (aj  wo  a  und  b£0. 

337.  Echter  Plusbruch  erhöht. 

338.  Wenn  an  =  1,  und  n^O,  foart  1. 

339.  Wenn  ab  =  1  und  a  2  *■>  f o  b  =  0. 

340.  Wenn  ac  =  bc,  wo  c^ü,  fo  a  =  b. 
Wenn  ac  =  ad,  wo  a  2  ^  fo  c  =  d. 

341.  Tiefen,   Radiziren.  Stufe  £  0. 

l 

342.  Zeichen  des  Tiefens  a n,  gelefen  ,,a  hoch  n     oder  ,,a  tief  n.u 
Zutiefende  Gröse  (radicandus),  Senke  (radicator),  Tiefe  (radix). 


343. 
344. 
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345.  la  =1. 

346.  Für  das  Tiefen  gelten  alle  Gefetze  des  Höhens. 

i_ 
i       an 


i_        1     ^  /a\     __    1 

347.  (ab)n=an.bn.         V>/     ~~bn. 
m  1 

~-r-WHO". 


l 

1  n 

349.  amn  =  Vam/    =  VaV   •     am:n  =  am. 

350.  Logen,  Logarithmiren.     Loghöhe  (potentia   log.)     Logbafe   (bafis  log.) 
Log  (Logarithmus). 

351.  Zeichen  des  Logens  =  ,  gelefen  „b  gelogt  nach  a*,w  lab,  gelefen  „log  b  nach  a." 


ac 
352.  c  =  — 
a  . 

1 
353.   b  =  0. 

b 
354.^1. 

355.Ä=a  +  b-. 
c         c    '    c 

356.?i-b  =  -a_b. 
c           c         c 

ab              a 
357.        =  b  .  -    . 
c                c 

lcab  =  b.lca. 

l 

358.  a^  _  1    a 
c        b  *  c* 

l 

*ca     =="j^lca' 

359.  Gefetz  des  Logens. 

„~    a        ab 
360.  —=,-.=. 
c         b     c 

lca  =  lca-lc-b. 

^     a        a      c 
361.  =  =  —  :  =?=. 
c        b     b 

1 
lca  =  ^a :  lbc. 

36*2.  Zehn  log  (gemeiner,  briggischer  Logarithmus),  loga  =  l10a. 

a 

363.  log  a  =  logio  a  =  jg    ,       logabc»  =  log  (abcn). 

364.  log  a  «10n  =  log  a  -[-  n  j  log  a :  10n  =  log  a  —  n. 

365.  Desgleichen. 

366.  Stellenlog  (characteristica),  Ziffernlog  (mantissa). 

367.  Diefelben  Ziffern  haben  denfelben  Ziffernlog. 

368.  Logtafel  (Logarithmentafel):  Tafel  der  Ziflcrnloge. 

369.  Stellenlog  gleich  der  Stelle  der  höchsten  Ziffer. 


370—396.  Zahlenlehrc.  14 

370.  Auffinden  des  Logs  zur  Zahl. 

371.  Auffinden  der  Zahl  zum  Loge. 

a 

372.  log  ab  =  log  a  -\-  log  h }  log  y  =  log  a  — -  log  b. 

373.  log  an  =s  n -log  a  *,  log  a  n  =  —  «log  a. 

li 

374.  Elog  (natürlicher,  neperscher  Log),  e  =  2,718281828459.  log  e  ^=  0,4342944819 

375.  =|  =  ^ :  ^  •,  1  ea  =  2,3025851  -log  a. 

376.  ä  =  f  "  iü'  log a  -  °'4342945 1 *■ 

377.  Wenn  a  >  b  und  a,  1),  c  Pluszahlen,  fo  an  >  b*  und  an  >  b  n . 

a  b 

378.  Wenn  a  ">-  b  und  c  "j>  1  und  a,  b  Pluszahlen,        fo  ca  >  cb  und    =  ">»  --. 

^  1  c  c 

379.  Wenn  a  ">  1,  fo  ist  log  a  Pluszahl,  wenn  a  «<  1,  fo  Strichzahl. 

380.  Wenn  p  in  ab  aufgeht,  fo  auch  in  a;  wo  p,  a,  b  ganze  Pluszahlen. 

381.  Wenn  a  und  b  fremde  und  n  ganze  Zahl,  fo  an  und  bn  fremde. 

382.  Endzahl  (llationalzahl),  Unzahl  (Irrationalzahl). 

383.  Alle  Sätze  der  Zahlenlehre  gelten  für  Unzahlen. 

_i 

384.  an  ganze  Zahl  oder  Unzahl,  wenn  a  ganze  Pluszahl. 

385.  loga  Unzahl,  wenn  a  weder  Höhe,  noch  Tiefe  von  10. 

386.  Wenn   a  eine  Primzahl   auser  2   und  5,    fo  ist   a**4- *  =  b-l0  + 1  oder  = 
b-10-|-9,  und  ist  a4a  =  b«10-|-jl,  wo  b  eiue  ganze  Pluszahl. 

387.  Geschiedszahl    und   Geänderzahl    von    n   zur    mten   Stufe,    wo    n 
ganze  Zahl. 

n(n-l)(n-2)...(n-m  +  l) 
n#*=  yt~ 2" 3..~ ü '  n'm  =  n(n— lXn  — 2J-.  -(n  — m+1). 

Tauschzahl  von  m  =  m !  =  1  •  2  •  3  •  •  •  m. 

388.  Zeichen    der    Geschiedszahl    n#m,    gelcfcn   „n   Punkt  m,u   Geänderzahl    i/B 
gelefen  „n  Schlag  m,"  Tauschzahl  m!,  gelefen  „in  Tausche." 

n'm 

389.  n#m  =  — r  n'ul  =  ™'-  '*fm- 

m! 

390.n-m  =  ;^-- 

391.  (n  +  l)#m  =  n-»  +  n#™  -  * . 

392.  (a  +  b)2  —  aa  +  2ab  +  b'. 

393.  Binomischer  Lehrfatz: 

(a  +  b)n  =  a«  +  n-a»  - 1  b  +  fT~2  "  ftD  ""  *b^ hnabn  "~  *  +  *>*, 

=  Sn,flan  — «ba  wo  n  ganze  Pluszahl. 

394.  Rcchcnrcgel  für  zweite  Tiefe. 

395.  Abgekürztes  Berechnen  der  zweiten  Tiefe. 

396.  Log  der  Summt». 
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397.  Log  des  Unterschiedes. 

398.  Zahlenreihe  (arithmetische  Reihe)  pten  Ranges. 

399.  Die  p  ten  Unterschiede  find  gleich. 

Das  ate  Glied  der  cten  Unterschiede  caa. 

400.  canH_1  =  «an  +  e  +  ian. 

401.  p  +  «a6  +  !  —  P  +  «a&  =  0. 

402.  can  +  j  =  Sn'a  (c  +  aft|). 

403.  <-ian  +  i(-c~lai)  =  Scaa- 

M 

404.  S*aa  =  Sn»«  (c  +  «  -  ift,). 

405.  Stufenreihe  (geometrische  Reihe)  ersten  Ranges.     ad  +  1:aa  =  b. 
a  erstes,  t  n  tes  Glied,  b  Folgebruch,  S  Summe  der  n  ersten  Glieder- 
te —  a        bn  —  1         1  —  b*. 

406.  t  =  abn-i,  ö=]73i=ab-T  =  aT^b"- 

p 

407.  Zinfen  und   Renten:  Vermögen  k,  Zinsfus  p,  Zinsfach  z  =  l-f-.|^. 

Jährlicher  Beitrag  b,  Jahresrente  r. 

408.  Vermögen  k  hat  nach  n  Jahren  Wert  x  =  kzn. 

409.  Vermögen  k  hatte  vor  n  Jahren  Wert  x  =  kz  —  » 

z*  — 1 

410.  Jährlicher  Beitrag  b  giebt  nach  n  Jahren   Vermögen  x  =  bz-— —r. 

z*»  — 1 

411.  Anfangsvermögen  x  giebt  für  n  Jahre   die  Rente  r;    x  =  r;"~~ "ii7n^"i. 

41'i.  Jährlicher  Beitrag   x  für  n  Jahre  giebt   nach   n  +  1  Jahren  die  Rente   r  auf 

413.  Höhenreihe  (Potenzreihe)  von  x.     axn  -}~  bx*  —  i  -f-  cxn ~~  *  ~\ 

Entsprechende  Vorzählen-,  Vorzahl  Null. 

414.  (axn-fl,xn-l+..)  +  (axn  +  bxn-i+..)  =  (a+ajx»+(b  +  b)xn-i+... 

415.  (axn  _j_  bxn-i  +•  •)  —  (ax^  _j_  6xb-i  _[-. .)  ==?(a  —  a)x»  +  (b  —  b)x°-H 

416.  (ax*  +  bxn-  i  +•  -)axm  —  aax»  +  m  _j-  bcix*  +  m  -  l  _| 

a  b 

417.  (axn  +  bxn  —  *  -) )  :  axm  =  — x»  —  m  -f-  —  x«»  —  m  —  i  -J 

418.  (axn  +  bxn  -  * -^ )(axra  +  bxm-i  -f  ex™  -a  -|-. .) 

=  aax*  +  «» +  (ba  +  ab)xn  +  m  -  i  -f-  (ca  +  bb  +  ac)x»  +  m  —  a  _| 

419.  Vorzahlen  für  jede  Stufe. 

^     A  A  —  BC 

420.^0  +     -B— , 

421.  Reihenzahl,    Systemzahl.     Grundzahl,    Reihenbruch. 
Zehntzahl  (dekadische  Systemzahl),  Zehntbruch  (Dezimalbruch). 

422.  a  auf  nter  Stelle  =  a-10n;  Ote  Stelle  links  neben  Komma. 

Dritter  Abschnitt  der  Zahlenlehre:  Die  dehnende  Zahlenlehre. 

423.  Das  J  (die  imaginäre  Eins)  — i.  die  Jgröse  (imaginäre  Gröse)  =  ia- 

424.  i  =  (—  l),/a:  i*  =  -  1. 


425—446.  Zahlenlehrc. 

425.  (-»)'/»=  i.aV». 
.      426.  Richtgröse    (komplexe  Gröse)  =  a  +  ib.    Erste,  zweite  Zahl. 
Richtwert  r  =  (a>  +  b>)V';    Richteinheit  (.»  +  b'/'1  =  1 
«•    »    !T  "  +  ,A  dan"  Und  nnr  dann'  wenn  a  =  a  und  b  =  /» 
427   5".     "f?,""  UmfaSSCn  di°  Zah,en  »nd  die  Kichtgrösen. 
loo  "*"  *  wenn  a  +  ib  gegeben 

So   rt  1  i  ,^y  medeni  Zah,e»lehre  Bdto»  ßr  Richtgröscn. 

430.  (a  +  ib)  ±  («  +  W  =>  ±  a)  +  i(b  ± 

431.  (a  +  ib)(«  +  iß)  =  (ao  -  bfl  +  i  W  +  b«). 

432.  (a  +  ib)(a-ib)  =  a'  +  b'=T>. 

433    ?i^_fr+J?>)(5L-W 

«  +  V  ~~  «a  +  /*2       "' 

404    *-+-        a    .    .b   ■ 

*°*"       r      —  r  +  V  lst  eine  Richteinheit. 

435.  Winkel  der  Richteinheit  ß. 
Kreisumfang:  2t  =  2.3,UU9235359  =  360«  ä  6(V  k  60". 

Echter  Winkel  zwischen  -n  und  +*.    Rechter  Winkel^  =90-. 

Erster  PJusrechter  0  bis  ^  zweiter  ~  bis  tt. 

Erster  Strichrechter  0  bis  -  ~    zweiter  -  ~  bis  -  n. 

436.  Ergänzungswinkel  =  90°  —  ß=  Z-  —  ß. 
Nebenwinkel  =  180°  —  ß  —  n  —  5. 

437.  In  Richteinheit  1  te  Zahl  Cosinus  ß  =  cos  A  2  te  Zahl  Sinus  ä  =  sin  j* 

.00  fl  a  b  r  f. 

<Wö.  cos  £  =  y;        sin^  =  y;        cos  f  +  isin  />  =  Richteinheit. 

439.  (cos  ß  +  i  sin  «(cos  0  —  i  sin  ß)  =  1. 

cos  /*  —  i  sin  ß  = a  -.-.-  -.— 

cos  /?  -f  1  »"i  /*' 

440.  a  -f  ib  =  r(cos  /?  +  i  sin  «  wo  r  =  (a'  +  b')Va. 

441.  (cos  fl«  +  (sin  fl«  =  l;   cos  f  =  (1  -  (sin  ^)Va    sin/?  =  (1  _  (coifll)V». 

442.  cos^Mitt.|-l,  +  l].  8ia/»  =  Mtt[-l,  +  l|.  WJ 

443.  Im  ersten  Plusrechten  sin  und  cos  Pluszahl. 

444.  sin  (—£)=:  —  flin  /?;  Cos  (-  ß)  =  cos  /?. 

445.  sin  (1800  -  «  =  sin  ft  cos  (180«  -  fl  =  -  cos  /*. 

446.  Sin  Pluszahl  von  2a*  bis  (2a  +  1)*, 

Strichzahl  von  (2a  +  1)tt  bis  (2a  +  2)rr. 

Cos  Pluszahl  von  (ftl  — g)71  bis  (2*  +  ^)7r-> 

Strichzahl  von  (%x  + g)«  bis  (2(0+  1)  -  *-).7. 
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447.  cos(-  ß)  +  isin(-  ß)  =  cos/J  -  isin/J  =  ~ 8/?+isin/r 

448.  co8(180o  -  ß  +  isin(180°  -  fl  =  -  cos/J  +  isin/J  =  -  C0B/?+iBi^ 

co8(180>  +  /?)  -f-  isin(180°  -f  £)  =  —  cos/J  —  isin/?  i=  —  (cos/J  +  isin/3). 

449.  sinn7T  =  0;  cos2n7T  =  l;  cos(2n  +  l)rc  =  —  1*,    wo  n  ganze  Zahl* 

450.  Wenn  a(cosa  -f-  isina)  =  b(cos/J  +  i«a/0      und  *  £  0,      b  £  0, 
und  a  und  /S  =  Mitt[-f-  *r, —  77],      fo  ist  a  =  b      und  a  =  /9. 

451.  (cosa  -|-  isina)(cos/J  -f-  isin£)  =  cos(a  -|-  £)  +  isin(a  -f"  £)• 

452.  cos(a-f-/J)  =  (cosa)cos0  —  (sin a) sin/9. 
sin(a  -|-  /?)  =  (sina)cos/9  +  (cosa) sin/J. 

453.  cos  (a  —  /J)  =  (cos  a)  cos  £  -f-  (flin  °0  8*n  /*• 
sin  (a  —  /*)  =  (sin  a)  cos  /J  —  (cos  a)  sin  £. 

454.  sin2a  =  2(sina)cosa. 

cos2a  =  (cosa)*  —  (sina)*  =  1  —  2(sina)a  =  2(cosa)a  —  1. 

-„„      .     «         .   /l  — cosa\'a  a         ,    /14-cosa\'a     ' 

455.  siny  =  ±(— ^~)     5  COBT  =  ±^—T—j     . 

456.  cos(n-f-1/a)*  =  0;  sin(2n  +  Va)*  =  1  i  sin(2n  —  >/a>f  =  —  1",  n  ganze  Zahl. 

457.  cos90°  =  0;  sin90°=rl. 

458.  cos 450  =  sin45°  =  -^  =  1/2  -2/a. 

459.  Sinx  wächst  von  —  1  bis  -f-  1  für  x  von  (2n  —  l/a)*  bis  (2n  -f-  Va)* 

nimmt  ab  von  -f- 1  bis  —  1  für  x  von  (2n  +  Va>*  his  (2n  -f-  lVa)*- 
Cos  x  wachst  von  —  1  bis  -(- 1  für  x  von  (2n  —  l)n  bis  2ii7r 
nimmt  ab  von  -(-1  bis  —  1  für  x  von  2nn  bis  (2n  -[-  1)tt. 

400.  cos  (90°  —  a)  =  cos/tt  —  aj  =  sin  a;        sin  (90°  —  a)  =  sinf  «-  —  a J  =  cos  a. 

461.  cosa  -f  isina  =  sin (90°  —  a)  -f-  icos(90°  —  a). 

462.  cos(a,  -f  a2  -(-•  •  •+  an)  -f  isinfo  +  aa  -J f-  an) 

it=  (cos  aj  -{-  i  sin  aj  )(cos  a2  -{-  i  »in  <*a)  •  •  •  (c<>s  an  -f-  rsin  an). 

463.  cos  na  -\-  i sin  na  =^=  (cosa  -f-  ißina)n  *  n  ganze  Zahl. 

464.  cosnx  JU  S(—  l)«n#Ja(cosx)n  -  *»  .(sinx)*«  *  n  ganze  Zahl. 
sinnx=^S(— l)«n#a«  +  i(cosx)«»-(M  +  1).(8inx)2«+  1  *n  ganze  Zahl. 

465.  [a(cosa-f-isina)]n=5_  an(cosna-(-isinna)  *n  ganze  Zahl. 

466.  Tan  =  Tangente-,  Cot  ss  Cotangente. 

-«-.  flinÄ  cos/J  1 

467'ta^  =  c^         «*/»  =  -**         «*'  =  » 

1  +  (tanfl*  =  — L;         1  +  (co  tfl>  =  5^ 

468.  tan(— /S)  =  tan(180°  —  £)  =  —  tan/J. 
cot(—  £)  =  cot  (180«  —  ß)  =  —  cot/J. 

469.  Tan  und  Cot  Pluswert  im  1.  Plus-,  2.  Strichrechten. 

Strichwert  im  2.  Plus-,  1.  Strichrechten. 

tana  +  tanÄ  tana  —  tan/J 

470.  tan(g  +  j9)  =  1_(tena)ten/>;  ten(a  _  ,)  =  __-^. 

R.  QraMmann,  Formelbuch  der  Z*hlenlehre.  2 
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2  tan  a 

.,__  ot  sina  1  —  cosa  n 

472.  tan-^-  =  t—. =  — : :  tan-p  =  1. 

2        l-)-co9a  sina      '  4 

473.  tannw  =  0  =  cot(n  -|-  Va)7*  j  tan(n  -|-  7a)71  =  °°  =  cotnrr,  n  ganze  Zahl 

474.  Tanx  wachst  von  —  oo  bis  -|-  co  flir  x  von  (n  —  x\^n  bis  (n-|-  1/a)7r- 
Cotx  nimmt  ab  von  -f-  oo  bis  —  oo  für  x  von  nn  bis  (n  -f-  l)n. 

475.  cot(90°  —  a)  =  cot(y  —  a)  =  tana;    tan (90°  —  a)  =  tanf -j-  —  a)  ==  cot o, 

476.  sin (n;r  +  (—  l)Bx)  =  sin  x  \  sin  (nn  —  (—  l)nx)  =  —  sinx. 
cos  (2n7r  Hh  x)  =  cos  x ;            cos  ((2n  +  l>r  +  x)  =  —  cos  x. 
tan  (n7r  -{-  x)  —  tanx  j            tan  (n/r  —  x)  =  —  tanx. 

cot  (nn  -{-  x)  ==  cot  x  \  cot  (nft  —  x)  =  —  cotx. 

477.  Winkeltafel,  trigonometrische  Logarithmentafel. 

478.  Praktischste  Einrichtung  der  Winkeltafcl. 

479.  sin(a  -{-  /S)  +  sin  (a  —  ß)  =  2(8ina)coB/J. 
sin  (a  4*  £)  —  8in  (a  —  ß)  ss  2(cosa)sin/9. 
cos(a  +  W  +  C09(a  —  0)  =  2(cosa)cos0. 
cos(a  +  /0  ""  c°s(a  —  ß)  =  2(sina)sin/J. 

480.  sin  a  +  sin  /?  s=  2  (sin  Va(«  +  «)cos  Va(«  —  /<)• 
sin  a  —  sin0  =  2(cos  Va(«  +  ^))sinI/a(a  —  W- 
cos  o  -f-  coBß  =  2(co8  VaC«  +  /?))cos  l/aC«  —  £)• 
cos/J  —  cosa  =  2(sinVa(a  +  ß^nVaC*  —  £)• 
sinot-f-sinjS  sina  —  sin/? 

481   cos«  +  cos,J  =  taB'«B  +  »i  cos«  +  cos/»  =  ** '««  ~  «• 

sin  a  4-  sin£  sina  —  sin  £ 

C08^-C08a  =  COt'/aC«-/»);  COa/}-C08li  =  COt/'Ctt  +  ^ 

sin  a  —  sin  /J 

^  8l^+-8i^  =  (cot,«a  +  «)tan '/,(«-/»); 

cos£  —  cosa 

ZZ+ZTß  = (tanl/a(a  +  »)  ta,M«  -  fl. 

483.  (sina)2  —  (sin/?)2  =  (sin(a  +  /J))sin(a  —  £); 
(co*0)2  —  (cosa)2  =  (sin(a  -j-  £))sin(a  —  /J). 

484.  sina  +  cosa  =  21'2sin(a  +  45«)  =  2,'2cos(a  Zjl  45°). 
cos  a  Hh  sin  a  ==  21'2sin(45°  +  a)  ==  2  '2cos(45°  4:  a). 

/l  +  sin2a\1'a'  A       ,  _ 

485.  (-^ )      =sin(45o±a)~cos(450  4.a)- 

1  -I-  sina 

j±^—  -  tan(45o  +  >/»«)  =  cot(45»  - '/,«). 

sin(«  +  /J)  ,  sin  («+/») 

486.  ton«  ±  tan  fi  =  ^^5  cot/9  ±  cot«  =  ^^j^- 

i/_  sin(45°-Ha)        1/  cos(45°_l.  a) 

487.  l  +  tana  =  2/a-     \~-  =  2l2 — ~; ~~i 

—  cosa  cosa        ' 

i/„8in(45°  -f-  a)         1/ cos(45°  Z  a) 
cota  +  1  =  2  '»-      .    -    7  =  2  /a         .    ^  -. 
—  gma  sina 
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1  +  tancc 
48a  1  j=  tan«  =  ^t450  ±  gJ  -  cott45°  +  ">' 
14-tana      1  —  tana 

489.  i  _i_^^  =  ^TI i=tana. 

1-f-cota       cota  —  1 

490.  Bogen,  arcus/9,  wo  der  Winkel  zwischen  — -z-  und  +"T- 

491.  Zeichen :  arc(gin  =  x),        arc(cos  =  x),        arc(tan  =  x),        arc(cot  =:  x). 

492.  arc(sin  =  x)  =  arc(cos  =  (1  —  x2)  '2)  =  arcl  tan  = rr  | 

\  (1  -  x»)  'V 

=  arc(cot  =  ö-=i^a). 

arc(tan  =  z)  =  arcl  cot  =  -  - 1  =  arcl  sin  = rr  \ 

=  arcl  cos  = rr  V 

\  (1  +  z2)'2/ 

493.  arc(sin  =  x)  +  arc(coß  =  x)  =  -jr-  =  90°. 
arc(tan s=  z)  -f-  arc(cot  =sz)  =  x-s 90°. 

494.  arc(sin  =  x)  +  arc  (sin  =  y)  «S=  arc(sin  =  x(l  —  y2)''2  +  y(l  —  x2//2), 

arc(sin  =  x)  -f-  arc  (sin  =  y)  *=  n  —  arc(sin  ss  x(l  —  y2)  '2  +  y(l  —  x3)    )> 

*x2  +  y*:>l. 
arc(8in  =  x)  —  arc  (sin  =  y)  =  arc(sin  =  x(l  —  y2)  '2  —  y(l— x2)  '2J. 

495.  arc(tan  =  x)  -|-  arc(tan  =  y)  =£=  arc(tan  =  1  _  x \  *  xy  <&  1- 
arc£tan  =  x)  +  arc(tan  =  y)  =^=  ?r  —  arcUan  =  ^  _      J,  *  xy  ">  1. 

arc(tan  =  x)  —  arc(tan  =  y)  =  arc  (tan  =  ^  __      V 

496.  Allgemeiner  Bogen  Aare. 

497.  Aarc(8in  ss  x)  as  Ott  -f-  (—  l)öarc(sin  =  x). 
Aarc(cos  =  x)  as  2a*  +  arc(cos  =  x). 
Aarc(tan  r=  x)  as  an  -J-  arc(tän  =  x). 
Aarc(cot  =  x)  as  a*  -f-  arc(cot  =  x). 

2an  2an 

498.  Wenn  xn  =  l,  wo  n  eine  ganze  Zahl,  fo  x==  cos— -f-isin— ,    wo    a  alle 

ganzen    Werte  von  0  bis  n  —  1. 

499.  Richtgröse  in  der  Bafe. 

[a(cosa  -["  ißin«)]c  —  ac(cosc«  ~\-  isinca),  wo  c  reine  Zahl. 

e  =  cosl  +  i  sinl. 

500.  a(cosc  -|-  isinc)  =  atc. 

501.  (atc)II*£s.an-fcCn  *  wo  entweder  n  ganze  Zahl,  oder  c  echter  Winkel. 

502.  ab  +  c  =JL  ab  -ac  *  wo  b  und  c  Zahlen,  a  eine  Zahlgröse. 

503.  ab  —  c  =*=»  a*>  :  ac  *  wo  b  und  c  Zahlen,  a  £  0. 

%+ 
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504.  «a  ss  cos«  -f-  isina  j  e  "~  a  =  com  —  isina. 

505.  cosa= j ;  siDa  = ^ . 

506.  ««=«**+«. 

507.  aq  -b«  .  e« . .  .JL  (abc- .  .)q  -fc*1**  *  wo  q  Zahl  and 
a  +  /*  +  y  +  • '  '=2n*  +  p>  wo  ct,^,y-.«  wie  p  echte  Winkel. 

50S.  abc-*=(ab)Vn7rc  *  wo  b  und  c  Zahlen  und  ab  =  2n7i  +  p,    wo 

a  und  p  echte  Winkel. 

509.  *ßrt  a  (fapyyV  .e**o»y'+»<r+  «x 

*  wo  arsa^*  und  a  echt,  ßtf&i  Zahlen  und  a/J  =  2m*  +  rh 
rÄy  =  2nn  -|-  rj,  ri<f=2ott-f-r3  und  r^r^rj  echte  Winkel. 

510.  Richtgröse  in  der  Stufe. 

a)ei  =  c  (e^at0. 

b)  W)*  JL  aV(e«)*  aV  =  («tf  W  =  (|)* 

*  wo  a  eine  Pluszahl,  ß  eine  reine  Zahl  und  a  eine  echte  Zahl. 

c)  aa  +  V  -£=  aa  •  etß  *  wo  a  und  0  Zahlen,  a  eine  beliebige  Zahlgröse. 

511.  (e^sCe^^e^*« 

eia4-e~to  eia  — e"~ta 

512.  cosa  = ^ ;  »na  = ^ . 

513.  2n-(cosa)n=^=  Sn#flcoB(n  — 2a)a  *  n  ganze  Plonahl, 
oder  für  gerades  n: 

2»-  i(cosa)B ä  cosno  +  n-cos(n  —  2)a  +  n#a-cos(tt  —  4)a  +  •  • 

+  a'C/2»  - 1)  COB2a  +  */a-n"(1/lB), 
für  ungerades  n: 
2*  -  Kcoso)»  =s  cosna  +  ncos(n  —  2)a  +  n#a-cos(n  —  4)a  +  •  - 

+  n#(l/au  -  3)  c083a  +  n#1/»(»-i)Cosa. 

514.  Für  gerades  n,  wo  n  eine  ganze  Pluszahl: 

2*  - 1(_  1)  '*n(8ina)n  =  cosna  —  n-coe(n  —  2)a  +  n*a-cos(n  —  4)a . 

+  (_  !)('/*  -  On'O/m  - 1)  cogj^  +  (_  ^l^lin.i^ 
für  ungerades  n: 
2»-  i(— l)'aCn~1)(sina)n==sinna--nsin(n  —  2)a  +  n#a.sin(n  --4)a 

+  (-  l)V2(n-  8)n-l/K»-»)  Bin3a  +  (-  l)l/l(»-  l)nM/l(—  1)  .^ 

/     1 

515.  «*  =  -T- 

516.  e  ss  cosi  —  i sin  i. 

517.  aib  =JL  cosb-lea  +  isinblea  #  wo  a  reine  Pluszahl. 

518.  (cosa  +  isina)ib  =  (ea)ib  =  (7-)*. 

519.  e^ssl. 


21  Höhere  Zahlenlehre.  520 — 537. 

520.  (a  +  ib)e+ ,d  =  (e«(cos/J  +  isin/J))0  + ld  =  (e«(/»)e  +  "  =  eae-/»d  e^+'d 
wo  ß  echter  Winkel. 

521.  a  +  ib  ss  eß  +  to  und  zwar  a  echter  Winkel,    eß  +  ,a  =  ea(cosß  -f  isin/9> 

522.  (e*  +lb)c  +id=^  e<Ä+lb)<c  +  id)  *  wenn  b  echter  Winkel. 

523.  (ea£b)c  +  id=ieac-bd«be  +  Äde-2,l7r(c  +  ld>  *  wenn  b  =  2n*  +  p,  wo 
p  echter  Winkel. 

524.  e(»  +  ib)(c  +  id)A(e.4fl>)«  +  lde-,to»fe  +  ,d>  »wenn  b  =  2n*  +  p,  wo 
p  echter  Winkel. 

525.  e»+ib.ec  +  M=e»  +  c+,(b+d). 

526.  (a  +  ib)c+  ,d•(a+ib)'+,,  =  (a  +ib)e+f+l(d  +  g). 

527.(a  +  ib)-C+«d)  =  (^I5)e+M 

528.  (a  +  ia^+^.Cb  +  ib,)n+im.  •  .=i,((a +1^)0+100  •  •  .)*+■*■  .«WC» +i«0 
wo  ai+ft  +  *  •  •=2p7r-|-r,  und  r  echter  Winkel,  auch  a+iaisse""*"*01!.  •  .. 

529.  (a  +  iaOCm  +  ,mi)(n  +  ^)^((a  +  ial)m  +  imOn  +  in^*^(n+iBi), 

wo  a  4-  iai  =  ea"*"ioi,  o(m  +  imO  =  2pn  -f-  r,  und  a,  und  r  echte  Winkel. 

530.  Wenn  e*  +  i*i  =  eb+,bi,  fo  ist  at  ==  bt  +  2d7r,  a  +  iai  =  b  +  ibt  +  i207r. 

531.  Wenn  (a  +  ia,)*  =  b  +  ib„  fo  ist  x  =        aV\a 

b-fibt 

532.  Richtgröse  im  Loge.    Mehrwertiger  Log  ^_^_^i. 

a+iat 

eß  +  Vi      ß  +  ißi 
Einwertiger    a  +^a  sss^rT- ,  wo  at  und  ßt  echte  Winkel. 

533.  ££a,fcfc*±22}  ^S&JtlÄiÄ  ^A  echt. 

534    s  0  -|-  ißf  +  i2a^-,         Sl-^L1  -.*=  ß  -f  ißt  *  fr  echt 

e  e 

535.  le(a  +  ib)sVale(aa  +  bJ)  +  i[arc(tan  =  —  )±«*],  w<>  "J"  echter  Winkel-, 

/  b\  b 

le(a  +  ib)  JL  VaUC»'  +  b1)  +  langten  =  — )  *vo^  echt 

Für  a  Plusgröse  |t(a  +  ib)  2*  VaU*1  +  ba)  +  i[a*c(tan  =  "J")  ±  2**]. 

Für  a  Strichgröse  le(a+ib)  Sß1/2U(a2+b2)+i[arc(tan  =  — )  +  (2a  —  1)*]. 

l^±g=i2i[arc(tan  =  ^)]  *  wo  £  echt 

537.  —  B  f  +  *g!;  «  =*«  A  *  wo  ß  and  a  echte  Winkel. 


538—550.  Zahlenlehre.  23 

538.  Ä'  *  LtÄ!  +  Star— %=. 
a  -|-  iai      a  +  iai  a  -f-  iai 

539.  ===*=  —  V  und  a  echte  Winkel. 
ta         a 

ea  +  toi  eßt-tßi 

540.  (a  +  iax)  ^f^  +  (b  -f  ibt)  ^fif-  +  •  -  • 

-*->-  -—  J -l>e  J  +  i2n7g     c  . 

*wo    aa1  +  aa1  +  bjSl  +  0b1+--=2n7r  +  p,    und    a„fr---     und    p     echte 

Winkel. 

a  +  ta,       b_+  ib,  ,  (a  +  l»,Xb  +  ib,)-V       i2n        «  = 

»wo    «t  +  ft  +..=  2n7i  +  p,    wo    <*!,/»!, -*P    echte  Winkel    und    a-fb, 

o  +  iaj 
=  e    ..  .  . 

542.  (a  +  iaO^TT?i=^=~ ^«T     +l2n7?e^+i?i 

*  wo  acti  +  aa,  =  2n7r  +  P  una  wo  «iiP  echte  Winkel. 

M3-    ,+»  ftnc; = |Ö! : (b + ib,)    * wenn  ebl + *• = c  und  c  echter 

l.e  »J 

Winkel. 

KJJ     a  +  ia,-      b  +  ib,  ,  (a  +  ial)°(b+ib,)/,;: 

54^  ff  .............  _j,^ ••••••••  _j_.  .^ 


r  +  iri        r  +  ir,  r  +  irt 

dann  und  nur  dann,    wenn  a,ß-*-  ganze  Zahlen  und  zwei    von    ihnen    Eins 
zum  grösten  gemeinschaftlichen  Mase  haben, 
a  +  ia,      b  +  ibj   t  (a  +  iaOO  +ib,>  •  • 


r  -j-  irt       r  -f-  ir,  r  +  irt 

546.  Richtgröse  im  Winkel. 

_     .    .         .ey_e-y  ey4-e-y 

547.  siniy  =  i_ — j  cosiy  = i- 

54vS.  sin(x  +  iy)  =  e    ^e — sinx  +  i- -T — cosx 

2  * 

=s  (sinx)cosiy  -f-  (cosx)siniy. 

»-y  .ey_e-y. 


ey  4_e— y  .< 

co8(x  +  iy)  =  — -X- cosx  —  1 


2  2 

=  (cosx)cosiy  —  (sin  x)  siniy. 

549.  tan(x  +  iy)  =  ^*  +  iCf  ~*^  =  ^+^ 

2cos2x  +  e2y  +  e  -  ay         C08*x + cos2iy 

sin2x  —  sin2iv 

cot(x  +  iy)  =  c082jr^2iy* 

1     1  +  ix 

550.  arc(tan  =  x)  =  -^ri^  _^. 


23  .  Höhere  Zahlenlehre.  551 — 580. 


1     (1  —  x*Va  +  ix 

551.  arc(8in  =  x)  =  ~-le 77 . 

Zl    (l-x>)/a  —  ix 

n 

552.  arc(sin  =  a  -|-  ib)  =  x  +  iyi  arc(cos  =  a  +  ib)  =  -k  —  (x  +  iy). 


2 
2' 


7T 

553.  arc(sin  =  a  +  ib)  -f-  arc(cos  =  a  +  ib)  =  ~rr 

7t 

554.  arc(tan  :=  c  +  id)  =  x  +  iy;  arc(cot  =  c  +  id)  =  -?r  —  Cx  +  iv)- 

555.  arc(tan  =  c  -|-  id)  -|-  arc(cot  =  c  +  id)  =  -tt. 

Vierter  Abschnitt  der  Zahlenlehre:  Die  Gleichungslehre. 

556.  Gleichung.     Unbekannte  x,  Wurzeln.    Entfernen  (eliminiren). 

557.  Gleiches  zufügen,  abziehen,  mit  Gleichem  vervielfachen,  teilen. 

558.  Wenn  a  +  c  =  b,  fo  a=ib-c,  wenn  a  —  c  =  b,  fo  a  =  b  -|-  c. 

b  a 

Wenn  ac  =  b,  fo  a  =  — ,  wenn  —  =  b,  fo  a  ==  bc. 

1  c 1  c  7 

559.  Wegschaffen  eines  Gliedes,  Faches  oder  Kenners. 

£  i_ 

560.  Wenn  an  =  b,  fo  a  =  b  n,  wenn  an  =  b,  fo  a  =  bn. 

b        •  a 

Wenn  n*  =  b,  fo  a  ^  =,  wenu  =-  =r  b,  fo  a  =  n*>. 

561.  Alle  Vorzeichen  entgegengefetzt  nehmen. 

562.  Die  Bruche  umkehren,  wenn  Zähler  ungleich  Null. 

563.  Gleichung  nten  Grades,  eingerichtet. 

564.  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  einzurichten. 

565.  Gleichung  ersten  Grades  auflöfen. 

J.    üfÜE 

566.  Wenn  xn  =  a,  fo  xa  =  a11  -e  n  ,  wo  d  ganze  Zahl  von  1  bis  n  —  1. 

567.  Jede  Gleichung  nten  Grades  eine  Wurzel. 

568. 1  ao  +  atx+aax'-l \-*n=a0+(al+a9x-\ |-cm-ixn-a+xn-i)(x— a), 

569. )  wo  a0  =  ao  -|-  oa1 5      «fl  =■  aa  +  «aa  4  1  '•>      «n  —  1  =  an  _  1  -{-  a. 
570.) 

571.  )  ^  +  aix  -1 h  an-  ixn-  1  +  xn  =  (x  —  a,)(x  —  <r2).  - .  (x  —  an). 

572.  In  ao  -\-  atx  -j \-  an  —  1  x>»  —  1  +  *n  ist  an  —  r  =  Sora^tc •  •  •(—  1)', 

wo  aaabaQ' ' '  r  Fache  enthält  und  a, b,c  jede  Gröse. 

573.  Wenn  a  +  i°  eine  Wurzel,  fo  auch  a  —  ib. 

574.  Jede  Gleichung  nten  Grades  lässt   Ach  fo  einrichten,    dass   die  Vorzahl  von 
xn  — 1  Null  wird. 

575.  Gleichung  und  Wurzel  zweiten  Grades. 

576.  Reine,  gemischte,  reine  J  gröse  i  =  ( —  1)  'a. 

577.  (a  +  b)*  =  a2  +  2ab  +  b\ 

578.  Ca  —  b)*  ss  aa  —  2ab  +  b\ 

579.  Ca  +  b)(a  —  b)  =  aa  —  b*. 

580.  Wenn  x2  =  a2,  fo  x  s  ±  a. 
Wenn  x'=-ba,  fo  xö  +  ia. 


581—596.  Zahlenlehre.  24 


Vi 


581.  Wenn  x2  +  ax  =  b,  fo  ist  x  =  —  -j  +  (b  +  hjT  H    • 

582.  Wenn  x2  —  ax  =  b,  f o  ist  x  =  y  +  ( b  +  (yj  )     . 

583.  Wenn  xa  +  ax  =  b,  fo  ist  x,  =  b^tanVa?,  *a  =  —  b^cot1^, 

wo  tangp  =  — — . 

584.  Wenn  x2  +  ax  =  —  b,  fo  ist  xt  =  —  afrin'/i?)1,        x2  =:  —  aCcos1/)?)1! 

wo  sin  a>  = . 

x  a 

585.  Wenn  x8  +  3px  =  2q,  fo  ergicbt  fleh 


P8 
Für  +  p  ist  (tan?)2  =  tj-,  tan  V 


=  (tan|)     ; 

xt  =  2p1'2 :  tan»*;         J  j  =  -  J  ±  i(s(p  +  VA*)1'1)- 

P*  /      V\  '* 

Für  —  p  und  p8  <c  q2  ist  (sinqp)2  =  ^  tant*  =  V^^J     > 

x,  =  2p1'2 :  sin2  VS         J }  =*  -  J  ±  ((3(p  -  iUxt*),a). 

Für  —  p  und  p8  >  q2  ist  sin3qp  =  ß^\    . 

—  xt  =  2p1'2  •  sin  (jp  j  *'  |  =  2p,'2sin(60°  4.  9p). 


586.  Wenn  x*  +  ax2  +  bx  +  c  ^  0  und  e8  +  2ae2  +  (a2  —  4c>  =  b», 

b 
auch  d  =  */a(a  +  e),  f  =  —  -sr  ist,  fo  ist 

x  =  +  Vae1'2  ±  0/*e  ±  f  V2  —  d)  *. 

587.  Wenn  xo4-an-ixn-i-|-an-axn-a+-..+  ao  =  0,  fo  lässt  fich  eine 
andere  Gleichung  finden,  deren  Wurzeln  die  Quader  der  Wurzeln  diefer 
Gleichung. 

588.  Näherung  nach  Newton:  x  =  c-f-z,  fi>x  =  fcc  -f-  zfo'c. 

589.  ^c   =  bn  -  ix»  - 1  +  bn  -  ax»  -  «  H h  btx  +  b0. 

590.  Hier  ist  bn  —  1  =  an,  bn  —  (a  +  1)  =  an  —  a  +  bn  —  ac,  foc  =  ao  +  b« c 

591.  Gleichung,  wo  die  Wurzeln  um  c  kleiner. 

592.  Näherung  nach  Homer. 

593.  Näherung  nach  Graeffe  (Pluswerte  der  Wurzeln). 

594.  „  Zahlwurzeln  (reelle  Wurzeln). 

595.  „         eine  Unbekannte  entfernen. 


596.        ^         nach  Encke  (Richtwurzeln). 
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Niedere  Folgclehre.  1 — 17. 


Zweiter  Zweig  der  Formenlehre: 
Die  Folgelehre  oder  Funktionenlehre- 


Einleitung. 

1.  Folgelehre  oder  Funktionenlehre,  höhere  Analyfis. 

2.  Folge  (Funktion)  von  x,  Veränderliche  (Variable),  Beständige  (Konstante). 

3.  Zeichen  der  Folge  f0,  F0,  rp o,  «£w  der  Veränderlichen  x,  y,  der  Beständigen  a,  b. 

4.  Folge  einer  Veränderlichen. 

5.  Reinfolge  (reelle  Funktion),  Richtfolge  (komplexe  Funktion)  f0(x,  i). 
Die  Zahl  folgen  umfassen  die  Reinfolgen  und  die  Richtfolgen. 

6.  Richtfolge  f0(x,  i)  =  <p0x  -{-  i  \l0x. 

7.  Gefolge  (Funktional)  von  x  ist  die  mehrwertige  Formel  G0x. 

8.  G0x  £2  G0'x,  die  Gefolge  können  nur  entsprechend  gleich  gefetzt  werden. 

9.  Unendlicher  Zehntbruch,  abgebrochner  Zehntbruch,  Rest. 

10-  (fo)n  '">  (iö)Ta'(ro)  +  a»(iö)  +  a3(ro)  +•••]'  wo  ft'^--^10- 

11.  Stetig  wachfende  Reihe  von  Zahlen. 

12.  Satz  der  Zahlenreihe. 

13.  Satz  der  Richtreihe. 

14.  Die  Zahl  x  wächst  stetig  von  a  bis  b.  x  =  Mitt.  [a,  b]. 

Die  Zahl  x  wächst  stetig  zwischen  a  und  b.  x  =  Mitt.  (a[,  |b). 

15.  Reinfolge,  die  stetig  wächst,  bez.  abnimmt,  von  a  bis  b. 

16.  Richtfolge,  die  stetig  wächst,  bez.  abnimmt,  von  a  bis  b, 

Erste?  Abschnitt:  Niedere  Folgelehre  oder  echte  Reihen. 

17.  Unendliche  Reihe  =  u0  +  iii  +  ^a  H —  Sua. 

Fortflchreitungsfach  ua  +  t :  ua;  der  nte  Rest  rn  =  Sn  ^  jUd. 

1* 


18 — 47.  Folgelehre.  4 

18.  Echte  (konvergente)  Reihe,  wo  der  Piaswert  von  rn  <L  c,  und  c  eine 
beliebige  gegebene  Piaszahl. 

Unechte  (divergente)  Reihe  entweder  Uebergangs-  oder  fehlerhafte  Reihe. 

19.  Jede  echte  Reihe  ist  einwertig,  man  kann  fich  dem  Werte  beliebig  nähern. 

u0 

20.  Sua  <  f^"— ,   wo  Pua  >  ua  +  l  und  +  P  <■  *  iflt 

21.  Wenn  a  >  1,  fo  an  >  k  i  was  auch  k  fein  mag,  wenn  n  hinlänglich  grose 


Wenn  a  <  1,  fo  an  <  k  (  ganze  Pluszahl. 


22. 

Sufl  ist  echt,  wenn  — Ü+J  <;  p,  wo  p  echter  Bruch. 

23. 
24. 
25. 

Wenn  rn  «C  c,  fo   ist  un  +  a  <.  2c. 

Sa^x0  echt,  wenn  x2  <,  1  und  aa  endliche  Zahl. 

8aax "" a  echt,  wenn  xa  >  1  und  aa  endliche  Zahl. 

26.  Jede  echte  fallende  Reihe  und  jede  echte  Reihe  mit  gebrochner  Stufe  lädst 
fich  in  eine  echte  steigende  Höhenreihe  verwandeln. 

27.  Wenn  Saaxfl  =  0  für  jeden  Wert  des  x  von  0  bis  c,  fo  ist  aa  =  0. 

28.  Wenn  Saax«  =  Sbax«  für  jeden  Wert  des  x  von  0  bis  c,  f 6  aa  =  bd. 

29.  f0x  =  Saftxa,  wenn  x2<l  und  f0x  stets  zunimmt,  bez.  stets  abnimmt,  wenn 
x  wächst,  auch  aa  stets  endlich  ist. 

30.  Saaxa  -{-  iSbjx*  echt,  wenn  xa  <_  1  und  aa,  bb  endliche  Zahlen. 

31.  Geschiedszahl  a'n  (gelefen  a  Punkt  n),  wo  n  stets  ganze  Pluszahl. 

„        a(a-l)(a-2)..-(a-n  +  l) 
a     —  1.    2.  3       ...         n 

32.  Tauschzahl  von  n  =  n !  =  1  -2  -3  •  •  -n. 

33.  a'°  =  l;  a#"n=0;  0!  =  1. 

34.  a-'  =  a;  »'"---- M  i  (a- n)  1  'woa^n. 

35.  a#n  =  0   nur,   entweder    wenn  n  Strichzahl,    oder  wenn   n   ganze    Pluszahl 
und  zugleich  n  >  a. 

36.(-.)-=(-i).(.+n-i)-.-,i-.f--+1"-+a);;;"+;-1). 

»■  (y^-arVV:::""-"^ 

» (-i)-=(-,).(y+'»2'i-'>;;;«-'>n-+^. 

39.  (a  +  l^ssa'n  +  a*11-1. 

40.  (a  +  b)#n  =  a,n  +  a#Il-1b  +  a#Il-"ab#2+...=rSa#,1-ab-«. 

41.  Zweigliederreihe  (Binomialreihe)  Sa#axa. 
x  die  Bafe,  a  der  Zeiger  (Index). 

42.  Sn-axa  hat  n  -f-  1  Glieder,  wenn  x  £  0  und  n  ganze  Pluszahl. 

43.  Sa*axa  echt,  wenn  x2<l  ist. 

44.  (Sa#flx«)(Sb,flx«)  =^  S(a  +  b)*«x«  *  wo  x»<l  oder  a  =r  0  oder  a 
ganze  Pluszabl. 

45.  (Sa*«x«)n  =*=  S(na)-äx«  *  wo  xa  <  1  oder  a  ganze  Pluszahl  oder  0. 

46.  (1  +  x)«»  =1=  Sn*xö  *  wo  x2<l  oder  n  ganze  Pluazahl  oder  0. 

47.  (1  —  x)n  _•-  S(—  l)«n#*x«  »wo  x'  <.  1  oder  n  ganze  Pluszahl. 


5  Niedere  Folgelehre.  48 — 70. 

48.  j-^JLl  +  x  +  xa  +  x8  +  ..=  S(:j:i)«xft  *  wo  x2<l. 

49.  Binomischer  Lehrfatz: 

(a+  b)n  Jt=  Sn-V^V  *  wo  b2  <  a2  oder  n  ganze  Pluszahl. 

50.  Polynomischer  Lehrfatz. 

(tt+b+c+..on^sy2-;);2^c-a+lJan-«btct,.. 

*woa  =  b  +  C  +  "  und  entweder  n  ganze  Pluszahl  oder  aa  ^>  ba  >  ca  >  •  •  •• 

51.  (l  +  a)nAl  +  nc  +  n'V+..  =  Sin.(,t+1);;;("+aa^)c«. 

*  wo  c  =  <    ■   _  und  cJ  <:  1  oder  a  "">  —  '/»• 
1 


«w    nx   ,ö      „(n  +  l)(2n  +  l)..((q-l)n  +  lV       1       y> 

52.  (1  +  a)    =  S  -^-  3~T^  —        ^pQ  j  • 

53.  (1  -a)    =1  -  l—s: 3 {-)  . 

54.  C1  +  »)«  Al  +  x(o+ J  +  J+..)  +  x»P  *wo  c  =  r^,  c><1, 
oder  a  ■>  —  '/a- 
log(l  +  a)=i=log1-^r3  =  M(c+|,  +  |3  +  ...)  *wo  c><ll. 


oder  a 
55. 


56.  log  (1  —  x)  =  —  MS  ~  log  (1  +  x)  =  MS(-  1)*  - 1  x«. 

a 

57.  log(l  +  x}=slog  Ji|afc2M(i  + J  +  J  +  -.)  *wo  z2<l. 

58.  log(l-x)  =  logj=|jL-2M(«  +  ^  +  ?+•')  *woz2<l. 

59.  Für  Zehutloge  ist  M  =  0,4342944819 ;  g  =  2,30258509. 

60.  Berechnung  der  Zehnloge  für  Primzahlen  von  1  bis  100. 

61.  Wenn  £  =  £  =  y,  fo  log(a  —  b)  =  log(c  —  d)  =  log(e  —  f). 

62.  Berechnung  der  Zehnloge  für  Primzahlen  von  100  bis  1000. 

63.  Berechnung  der  Tafel  der  Zehnloge. 

64.  Die  Eloge  (Neperschen  oder  natürlichen).  Zeichen  lcj  Me  =  1. 

65.  le(l±x)=i  +  2(j  +  J  +  f  +  ..)  *woZ'<l. 

66.  li0x  =  M'lex;  lex==Ifliox 

67.  e  =  s|i  =  l  +  l  +  -|j  +  -ij+..=  2,718281828459. 

68.  sinx  JL  x  +  a-jX3  +  a5x5  +  •  •  *  wo  xa  <  1. 
tanx  =*=  x  4~  C3  x3  +  csx*  +  '  *  *  wo  xa  <c  1- 

69.  cosx  A  1  -f  a^x2  +  a4*4  +  •  •  *  w<>  x'  <  1- 

70.arc(Uau  =  x)JLx~|%y  =  S(-l)-^^  *  wo  x2  <.  1. 


7 1  —90.  Folgelehrc. 

71.  7i  =  3,141592653589793;  1°  =  0,01745  32915. 

1'  ==  0,0002908882 ;  1"  =  0,00000  48481  36811. 

Si-3.5...(2a  — 1)   x2a  +  1  , 


2a  +  l 
2       ~~':"  — -^ 


arc(cos  =s  x)  =  -k-  —  arc(sin  =  x). 


tt 


M.  smx  _  öt      1J  (2a  +  iji  '  (2a) 

x3         2x*  17  x7  62  x9 

74  tanx--x  + 1.3  +  1.375  +  1.3.57.3+ t:3:5.7^T3 +*• 

1         *_  x*  _  2x&  x7  2x» 

cotx   :*    -  — 173  —  1.3.5.3  — 1.3. 5. 7. 9-1.3. 5. 7. 9. 5-1.3.5.7. 9- ll"9 
*  wo  x2  <C  1  und  x  ^  0. 

75.  Berechnung  der  Loge  für  cos,  tan  und  cot  aus  log  sin. 

76.  Berechnung  der  Loge  von  sin  für  Sekunden  von  0  bis  0''  30'. 

77.  dgl.         für  45",  30^,  15°,  18°,  3°,  Vfo«,  2°,  1°. 

78.  Berechnung  der  Winkeltafel  von  0°  bis  15°. 

79.  dgl.  von  15"  bis  90°. 

Zweiter   Abschnitt   der   Folgelei) re:    Höhere   Folgelehre   oder 
Diffe  und  Integern. 

Die  Diffe  oder  Differentialquotienten. 

y« 

80.  fo(x  -f-  y)  «—  S"  ~ffo  x  *  vvo  *°(x  +  y)  stets  wächst  oder  stet«  abnimmt, 

wenn  y  wächst  und  ya  <Z.  1. 

81.  Abgeleitete  Folgen  fo'x,  foÄx,  wo  fo(x  -J-  y)  echt  und 

fo(x  +  y)  =r  fox  +  yfo'x  f  j^fo"x  +  ■  .  =  S^fo'x. 

d  da 

82.  Diffx  (Differentialquotient  von  x).     Zeichen:    sf©x-,  ■*  fox. 


83. 

Hx  =  fo'x. 

X 

84. 

x         foX  ~  xx  f°x- 

85. 

*a  =  0:              *b 

X                  '                      X 

86. 

!«-«• 

87.  ä(u  +  v  +  z  +  ...)    *_  *u  +  *v  +  *z  +  . 
xv    —      —     —        J        x— x— x     — 


*  wo  u,  v,  z, . 


88.  4n(u  +  v  +  z  +  •  •  .)    *J\  +  *\  +  *\  +  .  •  •  Fol*en  Von  X* 

X  v      —        —       —  J  X        —    X       —    X      —  ; 

89.  juv  ^*=  u^v  -f-  v  *»u  *  wo  u,  v  Folgen  von  x. 

|(foK)<jfoX  =  (foX)|^oX  -f-  (<foX)|foX. 

90.  ^au=t=a?u:  **—  =£•  —  ^  u  *  wo  u  Folge  von  x. 
x               x    7              xa          ax  ° 
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i  4        4        4 

91.  ^^  =  ^+Iv+2z+.... 


92.    x  uv  "*"  ^n*\  x  U  )x        v  *  wo  u*  v  folgen  von  x- 

»f --s-s^^.'^r""-)^')^) 


94. 


*  wo  n,  v,  z,  •  •  •  Folgen  von  x  und  a  —  6  +  C  +  * 

an      V4U      U4V 

-* —   r^n       v        —        v 


95.  ^foy=*^  (  .foyf^y   oder  jfoy  J?t=  y'iVy  *  wo  y  Folge  von  x. 

d  JL  d  X 

96.  sx=  j  oder  f9x  =  j,    . 
y          9y  fox         Sfox 

X  X 

97.  Jf.Cy,  v)  _•_  (Jy)j6Cy,T)+ *  vf%,»)  oder 

fo(y,  v)  -*^  v'fo'y  -J-  v'fo'v  *  wo  y,v  Folgen  von  x. 

98.  £fo(x,y)   iL,  fo' x  +  y'fo'y  *wo  y  Folge  von  x. 

99.  jf.(y,i^v,.Os*  =  (£y)j^ 

^  *_-  y' fo'  y  -{-  u'  fo'  u  -J-  vr  f0'  v  -j-  •  •  •   *  wo  y, u,  v,  •  •  Folgen  von  x. 

100.  Taylorscher   Lehrfatz: 

f.(x  +  y)^f*+yjf.x  +  ^*^x+..=  ^ 

*  wo  ya  <Z  1,    fo(x  -|-  y)  stets  wächst,    oder  stets  abnimmt,    wenn  y  wächst 
«iiv»       fox  endlich. 

101.  Mac  Laurinscher  Lehrfatz: 

*  wo  für   ^  fox  x  =  0  gefetzt  y]<l  und  j*  fox  endlich. 

x  x 

102.  Wenn  Fo(x,  fox)  =  0,  fo  ist    ^4Fo(x,f.x)  =  0. 

d  i*<*^  F.'x 

103.  Wenn  Fo(x,y)  ■*-.  0,  fo  ist    »  y  =  —  . oder  y'  =  —  ^-r-. 

9F„(x,  y)  *•  5 

*  wo  y  Folge  von  x. 


104.  *  x-ssmx»-1;   J*m=ni(m-1)- -(m -a  +  l)xm~  ^^-^x01- \ 

105.  f(gV') -&-«- s ■•       ?(M  =  MW-*'-" 


'   106.  äVsm!  =  l.J-3-m;  |  x»  =  0. 


107.   x 


xx         -l     1J       (m  — 1)!     x 


108—128.  Folgelehic. 

108.  ^»=—71;  i,x-=(-l)a-,ju-"!ö!--!li. 

d«     -1       (-l)«(«  +  l)(l2n  +  l)-(C2a-l)n-l) 

109.  s   x      n— 


110.  jy-=smy— »jy. 


1 

„    a  r  — 


i«-i(M=(W(8->— > 

1  ä 

112.  4lex  -*=JL  4lev    *-xy  *  wo  x  =  M(0l,]1). 

x  x  x  — 

y 

113     4,    x_     L-Ja?.  i]    v_,aejv--1_.4v 

luxl|X-xl^-x'  x,a>~    v    x}  —  y.leax}' 

ii4iv  =  w-u-»  ---xn(— 1J. 

115.  f  lc(a  +  bx)  ^lce(-  1)"- ».1.2.3-  ..(ii  -  l)-^^- 

117.  £a«  =  a*lea-,  |a^  =  ayiea|y. 

118.  |e*  =  e*;  9e»x=acax. 

119.  ^V  =  a*(lea)'». 


120.  *™e*  =  e« ;  fe«  =  a»  •  e«.  ^  _  C(«)* 

00«)''  "! 

122.  £  u*  =  u»  I  1,«| z  +  z  x"   1. 

123.  |tt*l»u'|l.(n")5t  +  t.l.aj»  +  «x^\ 
u(»0  =  u(.t).2t/'leU.leZqt  +  tl()U.Jz+^a\ 


124  .J 

125.  £  sinx  =  cosx;  j*cosx  =  —  sinx-, 

*  (sin  x)a  ä  sin  2  x ;  •*  (cos  x)*  =  —  sin  2  x. 

126.  *  sinx  =  sin  (■£■*  +  xh  *  cosx  _  c03  i  —  n  _|_  XJ. 

127.  Jtanx  =  (To-^  =  l  +  (ta„x)>;     *  cotx  =  -  -^  =  -  (1  +  (cotx)»> 

a  sinx  j  cosx 

128.  *eccxS=j-c5ix)1  =  (taiix)gccx;  ■  ccwecx  =  -  (3inxy=-Cc»tx)coa»ci 


9  Höhere  Folgelehre.  129—148. 

.  1  a  1 

129.  «  arc(si»  =  x)  =  ^  _  ^y,,;  *  arc  (cos  =  x)  =  -  (1  _  ^i/,. 

.,  1  d  * 

130.  •»  arc  (tan  —  x)  =  ^jr^i  5  x  arc  (cot  =  x)  =  —  f+ xä- 

131.äarc(sec=x)  =  x(i  +  xj)1/j-,  9are(coiec  =  x)==_^i  +  ^1/i. 

132.  ^lesinx  =  cotxj  ^lecosx  =  —  tanx. 

133.  ^lecosccx  =  —  cotx-,  ^le9ecx  =  ianx. 

134.  I  letanx  =  ^  *  lecotx  =  ^. 

135.  ?  .  f  Fo(x  -|-iv)  =  f«(x  +  iy)    dann    und    nur   dann,    wenn    fowohl  £  als 
x  -f-  ly  x 

auch  £  Fo(x  +  iy)  =  fo(x  +  iy). 

136.  }_  .   (x  +  iy)*  =ä,  c (x  +  iy)c -  *  *  wo  c  reine  Zahl. 
x  -\-  iy 

13T  x  +  iy(x  +  ij')0—  c(c-l)--(c-m  +  l)(x+iy)c-m. 

138.  x  f  .y  Saa(x  +  iy)«  =  j^z^  aa  (x  +  iy)'  ~  m. 

139-x  +  iy(x  +  iy)~n  =  (-1)0n(n  +  1)"(n  +  a-1),:x  +  iy)_(,'  +  a)- 

14°-  x^iyCx  +  ly)lr=(-l)a~1(n-l)(2n-l)..((a-l)n-l)(x+iy)lr     *. 

*«■  x^iy('+^"°=("1)aCn+1)(2ny--((a-)J^Cx+iy)-(tt+^. 

i4^  Ami/+"-eI+i' 

x-f-iy 
143.  x *™ya*  +  *  =(leayV+*;  x f  iye»<«  + iy)  =  a»e»<x  +  ">. 

^xfiyieCx  +  i^^C-ir-^m-D'fT^iy^- 

145.  x_^iysin(x  +  iy)=rco8(x  +  iy);  x_|_.iycos(x-f  iy)  =  —  sin(x-fiy). 

am  /m  \ 

146-  x + iy sin  (x  +  ^)  = sin  {2  n  +  *  +  iy) 

am  /m  \ 

x  +  iy  C08(x  +  iy)  ==  cos  \2  n  +  x  +  W)' 

3  8in(x4~iy) 

148-  x + iy  "*<■* + w = (^o7(ir+ iy)T' = ton(x + w«*** + w 

3  cos(x4-iy) 

x  +  iy cosec(x  +  iy)  =  -  ^„^  \yyy  =  -  cot(x  +  iy)cosec(x  +iy). 


149—167.  Folgelchre.  10 

a  1 

149.        ?.    Aarc(sin  =  x  +  iy)  £? ,  TT. 

x  +  iv  ^  :J  —  [1  —  (x  +  iy)']  /a 


150. 


x 


_J  .y  Aarc(tan  =  x  +  iy)  g  i+^Tf  iTp" 


151.  _£.    Aarc(sec  =  x  +  iv)  ^  i7\ 
x  +  ly                        T  -'-(x  +  iy)[1  +  (x  +  iy)J]/3 

152.  Alle  Grundformeln  für  Diffe  find  auch  für  die  Richtgrösen  giiltig. 

153.  Wenn  y  =  aMxn  +  an  _t  xn- 1  -\ f-öo^^  f<>  isfc 

5y=nanXn-l  +  (n_1)an_iXa-2  +  ..  +  ai  =  0  und    afly  =  n(n_1).#. 

(n~a)anxn-a  +  ...+  (a  +  l).a...2.aa  +  1x  +  a(a-l)..l-aa  =  0. 

1  11 

154.  Wenn  x  stetig  von  —  a  bis  -\-  a,  fo  —  stetig  von  —  —  bis  4"  ""• 

155.  fox  stetig,  fo  lange  j  ^  0  ^  q  • 

156.  Befondere  Werte   von  fox,   wo  ^fox  =  0,  bez.  ß  x  =  0. 

5  X  '  lo  X 

S(  ±  v)24  fl  5a  +  fl 
•o  r~\T~  x       f°x  fftr  "h  v  =  für  —  v 

und  alle  Diffe  endlich. 

Hohle  Fortbeugung,  wenn  Strich-.    Erhabene,  wenn  Plusgröse. 

158.  Fortbeugung,  wenn  "    fox  der  erste  Diff,  der  auser  dem  ersten  £  Ü. 


159.  Grenzwert,    wenn  bei  Fortbeugung  auch   3f»x==0. 

Sva  +  a    jJfa 
/S~T7-T|  x  *»x  für  +  v    uni*    ^   —  v 

entgegengefetzt  und  alle  Diffe  endlich. 

Senkende    Umbeugung,    wenn    für  -|-  v  Strich-,    Erhebende,    wenn  für    -f-  v 

Plusgröse. 

161.  Umbeugung,   wenn  ^  fox  der  erste  Diff,  der  auser  dem  ersten  ^  0. 

162.  xn  stetig  von  —  oo  bis  -("  <*>i  wenn  x  ganze  Zahl. 

163.  xn  hat  für  x  =  ö,   wenn  n  Pluszahl,  für  —  =^  0,    wenn    n   Strichzahl,    eine 

Beugung, 
m 

164.  x  *  stetig,  wenn  x  eine  Pluszahl. 

165.  Saaxa  stetig,  wenn  aa  uud  x  Pluszahlen  und  aa  endlich. 
o,n 

166.  Für  z  =  Saax«,   3  z  ^  Saaaxfl  -\    $\  =  Sa  (a  -  1)  •  •  (a  —  c  +  1)  aaxa  -  c. 

0,n  X  i^n  X  c,n 

167.  Für  y'»  =  z=sSa.x«  ist  v=zm,  '  y  = — .— . 


0,a 


11  Höhere  Folgelehre.  168—185. 

sy-ffiO"-1^)*]. 

x  *        m  L  z  m-za         J ' 

x  niLz  m  ■  l1  \\\l  •  z3  ü 

3c  3c 

168.  Gleichung  n  ten  Grades  ^  z      und  3  y    abzuleiten. 

169.  Jede  Gleichung  n  ten  Grades,  wenn  an  ^  0  die  Form 
z  =  a0  +  ajx1-l f-an_1xn"1  +  xn  und 

z=(x  —  Ci)(x — c2)(x  —  c3)-  •   (x  —  cn  _  j)(x  —  eu)  =  0,  wo  ca  die  Wurzeln. 

170.  Für  alle  Wurzeln  werden  "y  unendlich  und  muss  man  entweder  x=  cai-h 

x  *  — 

oder  ^x,  oder  y'm  =  ym  -J-  am  nehmen.  + 

171.  Für  alle  x  2  ca   ist  y  Z  0  un(*  x  ^  en(llieh. 


172.  y  ein   {^muml'  wenn  ^2%'==±aZ°  undalle  vorhcr  gehenden  Diffe  =  0, 

173.  Wenn  x£ca  und  Jy^O,  dagegen  f  y,|V  -JCy  =  0,  %  +  'y  Z  0,     fo    ist 

x        >        m  L     z  mc  +  *  zcmJ       j  0,11 


Saax«. 


zv 


174.  Wenn  x  £  ca  und  3  y  =  0  für  a  ^  2,3- -c    und  ungleich  0  für  c  +  l=2b, 


x 


fo  Fortbeugung,  und  zwar  hohle,  wenn  ^    y  eine  Strichzahl,  erhabene,  wenn 
Pluszahl. 

175.  Wenn  x  ^  ca  und  £%  =  0  für    a  =  2,3.-c,    und  ungleich  0   für  c  +  l  = 

2b  + 1,  fo  Umbeugung,  und  zwar  renkende,  wenn  y    Strichzahl,  er- 

hebende, wenn  Pluszahl. 

176.  a*  stetig  von  x  —  —  oo  bis  +  °°}  wenn  a  Pluszahl  ungleich  1. 

177.  lax  stetig  für  a  und  x  Pluszahl,  wenn  a  ungleich  1. 

178.  sinx  und  cosx  stetig  für  x  =  —  oo  bis  -j-  oo 

179.  tanx  und  cotx  stetig  für  x  =  —  oo  bis  -|-  oo. 

180.  secx  und  cosecx  stetig  für  x  =  —  oo  bis  +  oo. 

181.  arc  (sin  —  x)  und  arc  (cos  =  x)  stetig  für  x  =  M  [—  1  bis  -("  1  ]■ 

182.  arc  (tan  =  x)  und  arc  (cot  =  x)  stetig  für  x  =  M[ —  oo  bis  -j-  ooj. 

IM[- 1,  —  oo  J. 

183.  arc  (sec  =  x)  und  arc  (cosec  —  x)   stetig  für  X7Tr)iirria0     111 

184  Fo(x,  i)  =  g-ox  -f-U/oX  stetig,  wenn  cp0x  stetig  und  t/ox  stetig. 
Die  Integern  und  die  Integrale. 

Ci 

185.  Erstes  Integral  nach    x  =  ^  fax  (gewöhnlich  /fox). 


186—207.  Folgelehre.  12 

186.  M  tes  Integral  nach  x  »  f«x,  wa  willkürliche  Konstante. 

Cm 

187.  A   foxs  w0  +  Wlx  +  w2Xa+...+  wm_1xm-,  +  y«. 

188.  Mte  Integre  nach  x  *     mf»x,  wo  wft  =  0  gefetzt 

190.  »  »    y.x  =  »     |  <jc.x  =  y.x. 

191.  fmf.x3£Wo  +  Wlx  +  w,x>H-...+  wm_1xm-1  +|  ~mf.x. 

m  |"-(ft.*  +  ftix+...+  M)  =  |— r..x  +  |"%x  +  -  +  |"%«. 

193.  |-maf.x  =  a5"mf.x. 

mJ-Xx^Sf^^^4- 
196.  |-,anx-(»+"  =  --ianx-»; 

5-%Bx-c-»>=(_ir-(rai^-!ailX-. 

197.|->i=,e, 

198.  *        x      V       n'  =  nx      n. 

199.  i  ~  m  x  ~  V*  "  »  )  =  (_  l)m  -  *  ("-»)!  ■  T 
x  n! 

200.  »        ex  =  ex-,  B        eax  =  --  -  5        ex  =  ex> 
x                    1           x                   a  7          x 

201.  £        sin  x  =  —  cos  x  *,  j        cos  x  =  sin  x. 

202.  £        smx  =  sin  l-g- ^  +  xj-,  £         cosx  =  cos  Hj- tj  +  xl. 

-WM      3"1  1  *  3-1  X 

mx  (^o7x^  =  ten^  X  (8hrxpÄ-COtX- 

Oivi     3"1    8inX  g-l    COSX 

**'i      (c^8-xP  =  flecx'  x        (sin^  =  -C08ecx- 

205.5""    cotx=alesinx-,  £       tan  x  =  —  le  cos  x. 

206.  |       cotx  =  —  lecosecx;  j»  —    tanx  =  lesecx. 

*"•  I  "  ^VoTx  =  U  tan  x  =  -  ]e  cotx; 
x       Si.2x  =  T,«tanx  =  -2'1«cotx- 


13  Höhere  Folgelehre.  208—223. 

208-  I _1 1 4-  xa  =  arc Cton  =  x)>  \~  1(  —  f^j)=ftrc(cot  =  x). 

a_t         1  a_,  1 

2091  *       (1  -  x')'/a  =  "°  (8iD  =  X) ;  *        ~  (1  -  x»)1/»  =  m  (C0S  Ä  X)- 

a-i  i 

2    (-x(i+x^=arc(c09ec=ix)- 

Ml  | " 1  (f.y)£  y  «S=  J  ~  *  ftjri     J  "  *  %  .  -•  (*  ~  *  f.y)J  x  •  wo  y  Folge  von  x. 
2«.  |-1ü|v=i  UV  —  f  _1vf  U; 

|~1uw=*,uä~,w-ä-1(S-,w)*ü 

i  X  X  \x  /   X 

*  wo  U  und  V  Folgen  von  x  und  W  s  j*  V  gefetzt. 

213.  3-luäv==üä-1?v  —  ^"1^""1'v)äü. 

X  X  XX  X  \X  X      /x 

214.  j-1  (x  +  iyy^tx+ty)8^, 

x  +  iyV    ^  ^  c  +  1 

215.  3-m(x  +  iy)c= («+«y)'  +  M 

*+«y  (c  +  l)(c+2)..(c  +  m) 

216.  1-7^,+ WJ^^^JÖ^^.       «« 

x  +  iy  u  (a  +  m) ! 

217.  S"1(x  +  iy)-p^--^+iy)-_^-^>)  .Won>l. 

x  -|-  iy  n  —  1 

mxi+iyx--F^  =  1*(X  +  iy)- 

220    S'Vx  -4-  lTl--B(x  +  ly)" 

-""■  x  +  iy^+W     —         n-f-1         ' 

x  +  iylx  T  »yJ     -  (n  +  l)(2n  +  1)-  •  -(an  +  1)' 

_    1 

ä  "  *  fx  +  iVr  » "*t«  +  iy)'    T 

*  +  iy l      •    y)         ~  (n  -  l)(2ii  —  1) •  •  -(an  -  1)' 

223.    i—  .«  +  *  =  ^1;  1—  e*<*  +  W  =  !^i 


224—237.  Folgelehre.  14 

a~*  a*"1 

224.  x»^_  .y  sin  (x  +  iy)  =  —  cos  (x  -f-  iy) ;         *^  .    cos  (x  -f  iy)  as  sin (x  +  iy). 

a— m  /3m  \ 

^5-  x  +  iy  •»(*  +  iy)  =  sin  ^  7f  +  x  +  iyj ; 

a— m  /3m  \ 

x  -f  iy  cos  (x  -f-  iy)  =  cos  ^  TT  -f  x  +  iy  J. 

™'  }+  iy  (cos(x  +  ty))>  =  tan<x  +  W5  xViv  (SmTx  +  *)?---«*C*+iy)- 

a  —  l     sin  (x  -|-  iy)  a  — l 

*W.  x  +  iy (cos(x~+ V))>  =  x+  iy (tan(x  +  W)wc(x  +  iy)  =  sec(x  +  iy). 

223.    5  "~ f.-  s*  Aare  (sin  =  x  +  iv)  sg  —  Aare  (cos  =  x  -f-  iv). 

x  +  i>'|l  —  (x+iy)a],a 


»,•-'    * 


'j_  iy  l  j.  (X  -f  iy)3  Ä  Aare  (tan  ^  x  +  iy)  »  -  Aare  (cot  =  x  -f  iy). 

a-i  1 

230.  V  iv VJ  öS  Aarc(scc  =  x  +  iy)  ae  - 

x  +  1>(x  +  iy)[i+(x  +  iy)^]^ 

Aarc(cosec  ^=  x  -f-  iy). 

231.  Alle  Grundformeln  für  Integre  gelten  auch  für  RichtgrÖsen. 

n  4-  1  n  h  n» 

a  -  i  fa  4-  bx)  a  —  m  n !  (a  -f-  bx) 

232.  |       Ca  +  bx^-fj^-}  *        (a  +  bx)n=  _  -T-^- . 

5-1 1 1 

m  x        (a  +  bx)"  -       b(n  -  l)(a  +  bx)"  ~  *' 

jj  -  m         1  (-l)m •  >»] 

x        (a  +  l»x)»  —  bm(n  —  m)  !  (a  +  bx)°  "  '"" 

mrv+1bx=F,^+bx> 

a-l  n       (a+bx)n 

235.9        Ca  +  bx)»=L^r_A     _. 

b.(-+l) 

m  +  P 

i~P       ,K  ,n  (a  +  bx)n 

»        (a-fbx)     =  - 


m 

236.  ^""'(a  +  bx) 


in  1—  - 

i-i       ,   f      ~n        (a  +  bx)        n 


-(«-") ' 


m 

l~\   _i_i    ,~^                     (a  +  bx)""' 
»       (a  +  bx)        = 


H-9('-9 (--9 


237.  |       lex  =  xlex-x. 


15  Höhere  Folge  lohn.*.  238 254. 

»rv=s[«--(T+-;+}+ +=)J 

m.  !i.(.  +  ta)-»iSi=tua+i-)-(-}  +  i+  i+ +  >■)]. 


g  -  (m  +  n)  1 

24°*   X  (^f"bTvyn: 


(n  -  1)  !  (U  -F-  bx)m  f  /l  1  1  1\T 

241.  f*"1xm-I(a  +  bX«.)'/  =  ^+J^"/  +  1. 

242.  5"1 x^=QL+>^.    4"1-— --„-,=  _-  --  -,r 

x        (>+l*r"  b  x        (a -|_  bx>) '*  b(a -f  bx>) /j- 

243.  ?        -----  =  --    -    -    -   • 


x       (.a  4-  bx»)3'»       a(a  -j-  bx»)''"' 


244.^1-Xn-i-1- 


X  a-4--b.^  =  n.T)>o(«+l»X»). 


245    5_1    -    i     _.=   !_,  a  +  'ix.  H-1    _1 1       .    *la  +  xb*l* 

•x       i'-l«      -ial»««-bx'  x       a-bx»-^ -«/>//;     " 

246.9         rr--1 


2  (ab)"'2     a"'J  —  xb''1' 

x       ( J+Tv)1^» =  "b  "  *" ^ ,,x  +  ta5  +  bJx J)1'2) ; 

4-l  1    _  _         1 

x        (a+  ^'/i  =  bV>  '•  [xb'/>  +  (a  -f  bx»)*/i]. 

247-  x        a»  -f-  b  V  =  ab  mv  (,aü  =  v)  i 

|~»       1  1  /"  xb'/*"\ 

x    ä+bx^^y/.^I^^^J. 

248x       (a,_bJxV^=barclS,"=a,)' 


ü-1-      * 


__     _i     r      xb1'»^ 


x       (a-bx* 

249.  '        co»  (a  -f  bx)  =  b  sin(a  -j-  bx) :  £       cosbx  =  -^ainbx. 

a  —  1  1  a  —  1  i 

250.  |        sin(a  +  bx)  2=  —   b  cos(a  -f  bx);  *        sin(bx  =  —  b  co* 

251.  3       cot(B  +  bx)  =  -b-lesiu(a  +  bx);  •*       cotx  =  lesinx. 

a  —  1  1  a  —  1 

252.  »       tan(a  +  bx)  =  —  ^  lecos(a  -f  bx);  |       tanx  =  —  lecosx. 

ort»i    3_1_ * *         (  btanx\ 

Zö ö'  x        a>(cos x)'  +  b'^sin  xy  =  abarc  V  ton  =  ~~a~  )' 

254    i~\    !_ *   T  a+btonx 

x        a-  (cos  x) a  -—  b l  (si  nx)2~  2ab  e  a  —  b  tan  x' 


255—267.  Folgelchre.  Jft 

o^    3""1      c  •  ^  c  •  Ai    (1  — aV')1/a 

255.  =*        arc(sin  =  ax)  =  x-arc(sin  =  ax)  -+- y  — 

x  a 

256.  ^      arc(ton  =  ax)  =  x«arc(tan  =  ax)  —  öT^e(^  4"  a2*1)- 


l  —  m 


fax  -    «  aax*       -  (x  -  ">  +  (x  -  !>/-  i  + '  * '  +  x  -'-  V 


258.5       (Saax*./x)    *    Sa^       *V*;  \      "l^x^xj    *    Su^"      x*./x. 

*  wo  aa  endlich,  x2  <L  1  und  (  *        xö<pcl   <.  1  ist. 

259.  Bruch  ganzer  Höhenreihen,  echter,  unechter. 

A.X»  +■  A,».., x-»-  l  +  •  • .+  A,x  +  A0      0^A"X! 

Form  —    - — -      —  - 

anV»+an_1x»-1  +  ...+  a1x+n0  £«.*« 

260.  Jeder  unechte  Bruch  lasst  lieh  in  eine  ganze  Höheureihc    und   einen  echten 
Bruch  zerlegen. 

8  Aaxa  n 

«wi    IoX       °'m  *  Bj  .  B»  .  .       *-i 

201.   -=.,—*.„ — 

0,n 

4-       °<     -4.—  Cl      -4-       +  °C^ 
"*■  (x  -  c)c  "T  (x  —  c)c  -  l  +   ' "+  x  —  c" 

i         L°-_L-      -'-     —  J L1^-1 

+(X-rr  (x-01-1^    +x-r 

*  wo  fox  =  (x  —  b)b(x  —  c)c.  ■   (x  —  l)1  und    U0  bis  L{  __  t  Konstante!. 

S  Aaxö 
Fox       o,m  B  C  L  Fo\'k 

262.,      =»"  -JL,  — --+   -         J-...J--     -  lind    -r-      =  B 

lox  S  aaxa  x-b'x-c'  '    x  —  1  loXb 

o,n 

*  wo  fox  —  (x  -  b)(x  —  c).  -  .(x  -  1). 

Fox  B  C  Px-f-lJ 

263.  Wenn  in  -«—  das  b  =  p-L-i<i   c  =  —  in,  fo  ist  —    t  4-     —  —  /       '    .-r  ■     ~v 
lox  i    i     ii  ii  x— b   '    x       c       (x  —  \>)2-+-*lT 

Rx      o,,„  B„  B.  ,B*~i,K*k 

264  £7  =   Saax«  =  ÜT-  b)»  +  C*  -  b)*  " ■ »  + ' ' '+  x "- "-  b  +  *x~  u,,d 
0,n 

H,-^xbBlS»2*b  a!B4=3x„        nnd    «  xb  =  ^  —  yj. 

265-  x       (7+b7>  ~  Ö0n  - 1»  -  a  +  1)  •  bm  +  ' (8  +  "X) 
„„   a_J>      Axm  ff|(— l)«A-a4m"1(m— n  —  n)!       ,         „  ,„     .      „ 


268—275.  Folgelehre.  17 

ß  AaxÄ 
268-    *    lF£  — *    l-|^^B^-W  +  ^(*-c)+-+Lie(x-l) 

*  wo  f«x  =  (x  —  b)(x  —  c)  •  •  •  (x — 1)  und  x  >  b,  x  >  c,  •  •  •  x  ">  1  ist. 
a-(r+l)      B        Ä    B(x  — b)rr  /l        1        1  IM 

*  wo  x  ">  b,  r  >>  0  ist. 

8  Adx« 
g-C'  +  DFa      |-('  +  i)o,m  A   B(x— b)r 

OCx-c/  L(x-l)' 

+  — r"! — leU  — OH h — rT—  U(x— 1) 

+  [ß(x-b)'  +  C(x-c)'+...  +  Kx-iy]^(|  +  ^+---  +  7)] 

*  wo  fox  =  (x  — bXx— c)...(x — 1)  undx:>b,  x">c,  ...x">l,r;>0. 
271.    Wenn  n  >  1,  x  >  b  und  r  >  0  ist,  fo  ist 

i-*        B  (— l)rr!B 

für  r  <  n  * J 


(x-b)n        (n-r)l(x-b)n 
B^ 

(*-t 
J-r         B 


förr  =  n  \     '  ^--^  ä  (-1)11-1  (n-1)  !  Ble(x-b) 


fOrr>n  M       ^  _  ^ 

« (F^nji (*-b)'    »[le(x-b)-(1+2+...+-)J. 

S  Aox« 
8-nFÄ— O^m *-*       Bo  |->  Bt  ,    a-'Bj-l 

***    x       f.x—  Saax«  *      (x-b)*"*"*      (x— b)*-i""  "      x_ö 

,    1"     Q>       ,1" C, l  —  Oe_i 

■t- x     (X__c)ci-x     (X_c)c-ii  hx      x_ ci 

+  x    (x-iy+x    (x-i)i-1+*"+x    *-r 

*  wo  frx  =  (x  —  b)*(x  —  c)c  . • .  (x  —  1)1  und  x  >  b,  x  >  c  .  • .  x  >  1, 
r  ;>  0  und  B0,  Bh  •  •  •  Lt_  t  nach  264  bestimmt  find. 

a-i  1  2  b  +  2cx   \ 

*  a+  bx+ cxt—itoc-WyiS'*™^ (4ac-b2)»  J  *  wo  **-*  ^  ° 


273. 


— -b  +  2«  *  wo  ^-bl  =  ° 

1             (b2  —  4ac)*/i  +  b  +  2cx  i  wo  4ac  —  b2  <  0  und 

~ ~~  (b2— 4ac)i/2  e  (b2  —  lac)1'2  —  b  —  2cx  *  (b2 — 4ac)1/>  >  b  +  2cx 

1               b -f- 2cx  +  (b2  —  40C)1 1  j  wo  4ac-ba  <  0  und 

~  ~~  (b2— 4ac)1/j   e  b  +  2cx  —  (Da  _  iac)1'2  <  (b2— 4ac)l/j  <^  b  +  2cx. 

a-1          x                1                                b  |-i         1 

m   x       a  +  bx  +  cx2  =^^(a  +  bx  +  CXa)-^*x      aT"bx+'clä- 

3Ac  —  Bb|~i  1 


a-1     A  +  Bx  B 

*75-    *      a  +  bT+cx'==g^1^tt  +  bx  +  Cx2)" 


2c        x      a  +  bx  +  ex2' 


18  Höhere  Folgelehre.  276 — 287. 

Für  276  bis  290  fetzen  wir  T  =  a-(-bx+cxa,  a  =  b  +  2cx,  X  =  4ac  —  b1. 

g-i 1_ b  +  2cx 

276.   x       (a  _j_  bx  +  cxa)a  +  i  —  fl(4ac  —  b J)(a  +  bx  +  ex*)* 

(2a— l)2c  g-i 1  

+  a(4ac  — b2)x       (a  +  bx  +  cx3)» 

a-i     1 a  ^0-^1)203-1  1 

x       t«  +  i   —  aAT4+       aA        *       t«' 

„    l^JL-    ,        S  (2n  +  l-2c)!2cCc« 

*"•    x        t»  +  i=  0,11-1  n(n  —  1)  ..(n  —  c)Ac  +  iT«-c 

(2n  —  lX2n  —  3)- -5-3-l»2ac»  j-i  1 
+  nU»  *        T 

*  wo  (2n+l  — 2c)!  =  (2n  +  l— 2)(2n  +  l— 4)  ...(2n  +  l  — 2c)  und 
für  c  =  0  das  (2n  +  l  —  2c)  !  =  1. 

|-i   x°>     __  1 x°>-i         (n  —  m -f  l)b  g- 1  x°> - 1 

278.    x      T"-Hi  ""  ""(2n  — ra  +  l)c  *"  Tn      ~~  (2n  —  m  +  l)c x       T*Ti 

(m— 1) a a~i  x°>-a 

+  (2n  — m  +  l)cx        T»+i' 

3-1      1  J-i  ya»  +  i  1  1 

279.x      ~TiTfi^=y       (c  +  by +  ay3}o+T     *  wo  y  =  -  oder  x  =  -  ist 

a-i 1_ 1 (n  +  m--l)ba-l 1 

280.   x      xmT»-r-i  —       (m  — l)a.xm-iTn""     (m  —  l)a     x       x»-iT*  +  i 

(2n  +  m  —  Dcg-i 1_ 

(m  — l)a      x        x»-»T»+i" 

g-i(a  +  bx)n        8-1  _  2(a  +  bx)°^ 

281"   *      (a-j-bx)1-!  —  *      (a-h*>x)        '1  —      (2n  +  l)b 

a-l  x»(a  +  bx)n         a-i 

282. ;    nsVfe^  =  *    *m  (a + bx)n~  ' 

^^(a  +  bxjn  +  Vi  2ma  a~*       __  _|( 

—    (2m  +  2n+l)b    ~~  (2m  +  2n  +  l)b  *       *m     H»  +  m)b      '»■ 

283.  l"\A<)+A1x+...+AaxmXa+bx)n-«/1=  ^Aaj*"1  x«(a+bx)«-',. 

284.  x'^+bxVexy/»^ jü1>[ib+c»  +  cl"(a+bx+«^]  *woc^>Oist 

1  T.  —  2cx  —  bl 

J-  fZ^nj  arc[sm  =*  £?— rJ        •  wo  c  <  0  tat 

a-1   1 2«        1        (o-zi)8ca-1_L 

285.  x      rjrf-H/,  "~  (2a  —  I^t*-''»  ~*~  (2a— 1)A  *      x«-1;- 

a-1    1      „ 

286.  x       «pn  +  1/," 

2«  _       1  C       2a(n  -  l)(n  —  2)-  • -(n  -  c)(8c)c  1 

(2n  -  1)A  Tn  - ' ,  +  J>.  1(2n-l)(2n-3)  •  •"•(2n-(2c+l)AH-i  T»  -  ^-t1- 

^7    I-V+'/,    *    _2«_       +I/,(2n_+l)Aa--i         ,, 
aB7"   *       X  — t  (n+l)8cT  ^(n  +  l)8c*       i 


288—302.  Folgelehre.  19 

ooo    a-\-  +  S  *  2oT»  +  S       82<2n  +  lX2n-l)..<2u+3-2c)AcT»+Vi-< 
***    *       X  =-(n  +  l)8c"Ti,»      (n-|-l)n(n  — l)...(n  +  l-c)(8c)c+i 

(2ü  +  l)(2n  —  1) . . . (2q  + 1 —  2c)*c  +  *  4-1    1_ 
+    (a  +  l)n(u  — l)...(n  +  l— C)(8c)c+l   x        ^ 
|— 1     xm 
289.    X        rpn+'/j  — 

__         1  x«"-»       (2n-fl— 2m)b  g-i  x»--i      (m--l)ag- 1  x"-» 

~~(2n— m^'T*-'»"-     (2n  -  m)2c    x     xn+l/l  '(2a  —  m)cx       xm  +  ,/l 

^    9-x_J 1  __     _(2a+2m-3)ba-i 1   _ 

Äü*    x      x»-TB+,'»"~      (ra  — l)axm-iTn~''>  (m  — l)2a     *     x^-ItM-1'! 

(2n_— m—2)c  J-* 1_ 


(m  — l)a       x        x">  — «Tn  +  Va' 

291.  Die  Brüche  mit  Tiefen  verwandelt  man  in  Brüche  mit  Höhen  durch  neue 
Veränderliche. 

a  — i  p^  m 

292.  x      x«n-i(a  +  bxn)q,  wenn  —  ganze  Zahl;    fetze  a -f- bx*  =  z\  dann  ist 

5       x« - i(a  +  bx»)q  =  -^s  ?       (z<l  - a)»        z P^q 
2b^" 

a  — l  P_  m      p 

293.  x       xm  "  1(a  +  bxn)  *  i  wenn  ^  +  q~  eine  ganze  Zahl ;  fetze  a+bx»  =r  z«*, 

—  4-2-            p-i_q_i 
a-i                            P.              q  -a  n       «         z  T4 
dann  ist   x      x«>-i(a  + bx*)q  =  — ^— - — . 

(Zq  —  b)n"+T  +  1 

a  —  1  xm  bns  a  - 1 

294.  x      xm-i(a  +  bx»)fl  =  —  (a  +  bx»)f  —  —  £       x»+*-i(a-f- bx*)*-1. 

a-i                                  x"»  —  n(a  +  bxn)8  +  i 
295.1      x— «(a  +  bx-)-» bi^+i) 

_  b^ti)a-.xin_n_  x 

m  —  n     *  v     '         ' 

a-i  ,  x^a-fox*)8^      b(m4-na+n)  a-i 

296.  J       xm-l(a+bxny  =  ^V-^m-^--  \^^l      x-hn-l(a+bxn)-. 

a-i  ,       *  x™-a(a  +  bx»)H-i       a(m— n)  a-1 

297.  *      *»-i(a+bx.)'=       Km  +  n»)        ~fe4*     *•— «(H-J** 

a-i  .      x^a-f-ox*)8         ans     a-i 

298.  1      xm-i(a+bx^  =       m  ^   r  +  — p^  *      xn>-i(a  +  bx»)--i. 

a-i  ,    ,  .  xm(a+bxn)*-hi  ,    ra+n-f-nsa-i         ,      ,, 

299.5      -m-Ka+bx^==---^Tlf-  +  ^  xm-i(a+bx*m 

300.  J       foe»*=^=-y      --foy  *  wo  y  =  e** 

a-i  xme»*       ma  — i    m 

301.  x       x»e**  =  — — --J       xm-ie«. 

.Ob  O 


302.    x       *m 


a  — l  rxm       m    _  m(m  — 1)  m!l 

^^[g^Mxn-l>--(m-a+l)xm_tj>mganzeplu9athl 


308.   I 


309. 


20  flöhere  Folgelehre.  303 — 318. 

JJ-iJ^         __  e»* a       fl-i      1 

303.   x      xmeaX  =  "~(m  — l)xm-i+ m  — 1*       xm-ie" 

««•  x        x—  V-ri,  a       a\    ~  l**-T\  i  T  2  12  ^  3  1-2-3^ 

|  — 11  r    g  aa  — J  am— i   Q~ieu 

305.  x      jse**  =  ~"  eÄXU»-i(m— l)(m-2)-  •  -(m-a)!5^  +  (nW)7  *     ~x~ 

a-i  i  i  a-1     a 

306.  x       e**  fox  =  -  e**  fox  —  -  £       eujk. 

307.  |       f«lex  =*=  £~*  ey  fiy  *  wo  lex  =*  y. 

1  (lex)m  =  x  [s(  -  l)«m(m  -  1)  ... (n  -  (a  -  1))  (lex)»  -  '] 
*  m  ganze  Pluszahl. 

x    Ux-uw+!  t  +2"F2"+3i^3+---==1^x>-f-r,ä~irr- 
o1ft  a-1^. r  8  i i ,    i    a-»  i 

olu'    *      (Iex)m—     xU"-Mm— lXni-2)-..(m-.a)(lex)m-«J+(m-l)!X     1^' 

a-1  a-1 

311.  x       x/^fi<lex)=*=*       e(^+Dyfoy  *  wo  1^  =s  y  ist. 

312.  5       1 0«x)m  =*=     m  +  1  *  wo  m  2  - 1  ist. 

313-  !""1iji  =  w,.x). 

314.  x      *(M    -**+%  +  i  -  (M  +  iy  +       (M  +  iy       +<A+1>"H*J 

[g  m(m  — l)...(m  — (0— l))(lex)m-«-| 

I "" 1  a — *     fry 

315.  x      foBinx=±=y       (i^yi)!/,  *  wo  sinx  =^  y. 
816.  i       secx  =  letanf-yr+gx)). 

a-i  1 

317.  x       cosecx  =  letan-gx. 

o^o     3~V  •      xn,        .«      (sinx)P4-i(coflx)q-i   ,   q— la-i 

318.  x      (9inx)P(co8x)^= p  +  1  +  P+1*    Cä")H4(cott)«-»(l) 

(8inx)P-i(cosx)q+i   ,   p— 1  a-1 
=* ^+i +  i+1  *      («nx)P-a(co8x)q+s.  (2) 

(8inx)H-i(cosx)q+i  ,   p+q4-2a-i 

= 7+1       +7T1    *     <*">***(«»  x)i.      (3) 

(sinx)P  -  i(cos x)q  + 1  ,    p  — 1  a  - 1 
= p  +  q  +  f+q  2      (sinx)P->(cosx)q.  (4) 


319—324.  folgekhre.  21 

=  V p  +  q  +^R'      0»nx)P(cosx)q-t.    (5) 

(sin  x)P  +  ifcos  x)q+*      p+q-4-2  &  — l 

=  l ^-^  ~J—  +   fifr  X        (8inx)P(c09x)q  +  >.   (6) 

319.  i      (ain»y(coB»y»=J^—     p^q      [sinxP-i 

,        S    (p-lXp-3)-(p  +  l-2a)(3inx)P-i-a^  #  p  un. 
+  0,''i(p-i)      (p  +  q—  2)(p  +  q  — 4)..(p  +  q-2a)       J  gerade. 
^-<co8x)<ri-lr.  8      (p-l)(p-3)>  .(p+l-2a)(sinx)P-i-g« 

=     p  +  q      LfllnX       ^i/tf-i        p-|_q_-2)(p+q-H[)..p+q-2a) 

(p— t)..5-3-l|-Kco8x)<n 

+       (p  +  q-.2)..(q+2)      J  *  wü  P  &erade- 

320.  5      (sinxP  .(coax)*  =*=         1        [(cosx)q  - 1 

,       S     (q— lXq-3)-  •  (q+l-2a)(co8x)q-i-a«T  »  Q  un. 

"T  0,'^q-i)    (p_f-q_2)(p+q— 4)  •  •  (p+q— 2a)     J  gerade. 

(8inx)P  +  ir  S     (q-l)(q~3).  .(q4-l-'2Q)(cosx)q-i-»« 

P+q     L(C09Xq      "T-o^/jq-i  (p+q^J-Cp+q— 2a) 

(q— l)--5-3l|-i(8inx)P 
+       (p+q_2)..(p+2) *  wo  q  gerade. 

821.    5      Oin*)P  =  —  Y-[(anx)P  - 1  + 

8      (p-lXp-3)-(p  +  l-2aX8inx)P-i-^1  *  p  an. 
o,»/rfP-D  (p— 2)(p— 4)-(p— 2a)  J  gerade. 

♦      ^17™  m>-i_i_      S     (P-1Xp-3)>  ■(p+l-2a)(3inx)P-i~^ 
=—  p   j^sinx)        +0>./aP-i  (p— 2)(p-4).(p— 2a) 

.     (p— D--5-3-1  xi 

+  (p-2Xp-4)--4.2j  P  *erade' 

t-i  sinxr  S    (q— l)(q— 3)..(q+l— 2a)(coBx)q-i-WT 

*  q  ungerade. 
.   Binxr,       .._,,        8     (q-lXq-3)'  -(q+1— 2a)(co8x)q-i-*' 

q   ^COflX^q      ~l~0,'/a(q-i)  (q— 2)(q— 4)-(q-2a) 

,    (q— !).>5»3>l.xi 

+  Iq-fl- 6.4-2  J  q  gerade* 

a-i                (— l)!'i(p+i)r     g  p»Äcos(p— 2a)xi 

323.1      (8inx)P^— ^ [o,,^^'        p-l2a     '  J  *  wo  p  ungerade. 

(— lV/iPr     ß  8in(p— 2a)x  xi 

— -^±rLo,vJ-i(-l)flP'a     pL.2a     +  (-»"«-P-'^-äJ 
*  wo  p  gerade. 
a— i  ^      1    r    s  8in(p  — 2a)xi 

324.   I      (co8x)P=A=2P^iU'^p-i)P#ft"~7=2a     J  *  wo  P  ™gerade- 

*       1     T     8         ,8in(p  — 2a)x  xl 

■^ 2P^U,/*-iP*a     p-2a     +  P*  /aP"2j        wo  P  gerade* 


22  Höhere  Folgelehre.  325 — 336. 

825.    rta»«FJUil.i_/-l)^S=^-I  (-l)"^+».eeoBx 

*  wo  p  ungerade. 

q  (tan  X}P  —  1  —  aa 

=*=  „..,Sp-i(- 1)'  p  Ji_2a    +  C-  1)W« 

*  wo  p  gerade. 

a-i  „,      a-1     % 

326.    x       focosx=^=  —  x      q  —  y2)'i  wo  cosx  =  y* 


327. 


a-*  a-1   foy 

x       fotanx=^=x       14- v2  wo  tanx  ~  ?' 


a-i                 1                         1  ,            b 

328.    *      ~^t m  i  x-or  • — ^  —  "X  arc(tan  -=.  —  tan  x). 

060    x      a2(cosx)a-{-ba(8inx)2        ab  v             a         ' 

a~  *  (cosx)2  (cos  x)  sin  x 

329'    *       [a^cosx^  +  b^sinx)']»  —  2a»[a?(cos  x)2  -f  b2(sin  x)2] 
1                         /btanx\ 
+  2^barcttan=l~a—  ) 


330. 


331. 


3—1  (sinx)2  (cos  x)sin  x 


x      [a2(cos  x)2  +  b^sin  x)2]2  —       2b2[a2(co8  x)2  4-  b^sin  x)2] 

1  b 

+   ab»"  arc  Q*n  =  1  ten  x^' 

J-i 1 (h2  —  a2)(cos  x)sin  x 

*       [a2(cos  x)2  -f  b^sin  x)2]2  —  2a2b2[a2(cos  x)2  +  b^sin  x)2] 


332. 


b2+a2  b 

+  "2a»  b*  arc  (tan  =s  -  tanx). 

a-1  a-1        2 

\       FotanVjX  =*=  t       (Fot)t   ,   t,  *  wo  tan  Va*  =  t. 

ä-i 1 ^    2_ b  +  (c  — a)tan*/ax 

333"    x      acosx  +  bsinx  +  c  =  (c2  — a2  — b2)'/aftrc(tan~   (c2  —  a2  -  b2)"i 

*  a2  +  b2  <  c2. 

=^=-   b  +  (c-a)tant/,x     #woa2  +  b2  =  c2. 

m  —  1  r  (a2  4  b2  —  c2)'/i  +  b  +  (c  —  a)tan  '/ax  1 

=  (aa  -f  b2  —  c2)'/,  *•  L(a2  -f  b2  -  c2)"i  —  (b  +  (c  —  a)tanVax)J 

*  wo  a2-|-b2  ^>  c2  u.  auch  (a2-fb2— c2)'/i  :>  b4(c— a)tan»/ix. 
—  1  rb  +  (c  — a  tonVax  +  (a24-b2-c2)Vii 

—  (a24-b2  — c2)«'i  1<sLb  +  (c  — a)tan«/ax  — (a24-b2  — c2)Sj 

*  wo  a24b2  >  c2  u.  auch (a24b2— c2)'/i  <c  b4<c— «Otanl/i*- 

884'   *     aTolT+bsinx+^  —  x     a(1+C08x)+b9illx=  bWtt+btanl/2X)  *  ™>a=c. 

a—  x  xncosax       nx»»—  isinax       n(n  —  1)  a_1 

335.  x      xn»inax  = — -f- ^ —      -^ — x      x»-»sinax. 

a-1  xn  ,       n(n  — 1)  ••  (n  — 2a) 

336.  x       xnsinax  =  —  —  cosax  +  ö a^T2 x"  — 1  —  **  sin«x 

n(n— l).-(n  — 2a  — 1) 
—  s     aaa  +  3 -xn-a-aacosax. 


337—346.  Folgelehre.  23 

5  —  1  sinax  sinax  a  cosax  aa  ^-lsinax 

337.  x      -ja-  =  ~  (n  -  i)x(n  - 1  j  ""  (n— l)(n— 2)x»-»~-(n— l)(n— 2)x     x»-*' 

3  — lsinax  ^        s  a  .  t aa*  sinax 

338.  x      -^^-=-0," ^-3/—  Da+  (u  — l)(n  — 2)-(n  — 1  — 2a)xn-i-w 

g  a**+i  cosax 

+  0,'  ,(n-5)(  — ^  +  ^n  — lXn— 2)--(n  — 2  — 2a)x»»-a-8ä 

an  — 8  a— lcosax 

-f  (—  D^— ^(n— i)...8.2.i  *     "~ x-        *  wo  n  ungerade, 
g  aaa  sinax 

-^  o,«^-a(—  D*"*"1^  —  lXn  —  2)  •  •  (n  —  1  —  2a)xn- i-»Ä 

g  a**-!-!  cosax 

+  (y/an-at—  1)Ä+1(n  — l)(n  —  2)--(n  — 2  —  2a)xn-a-aä 

a*  — a  Ä  — 1  sinax 

+  <-  1)','a(n-l)-.8-2l  *       "IT  *  wo  n  *erade- 

g-isinax  lax       1  (ax)3        1       (ax)*  (—  1)«  (ax)»a-H 

339.  x         x     —   1  1  "~  31-2  3+  51-2.3-4-5  "  S2a  + 1  (2a  +  1) r 

nin     8-icosax  l(ax)a       1     (ax)*  g       _  1  (ax)a« 

340.  x      — x~  —  1ex—  2  12  +  41234 ]«  x  +  lA"  ^  2a  (2a) !  * 

a  —  1  x11  sin  ax       nx11  —  1  cosax      n(n  —  1)  3  —  1 

341.  x       x° C08ax  = a"—  + aä ä» x       xn-*cosax. 

8  — l  x11  n(n  — 1)  ••  (n  — 2a)xn-l  — *«cosax 

342.  £       xn  cosax  =r  -  sinax  +  S(- 1)« '- &aa^ 

n(n  — l)-.(n  — 2a  — l)x»-«-aa 

+  S(-l)a~ a^a+3       -8inax- 

9— lcosax  cosax  a  sinax  aa         g  — lcosax 

343.  x     -^r  =  —  (n— i)xn  - 1  +  (^l)(n— 2)xn"^»  ~~"  (n^lKn^)*      x^=ä' 

5  — lcosax  g  aafl  cos  ax 

344.  x      —&-  -^  0,'  2(n-3)(—  Da  +  *  (n  —  l)(n  —  2)  •  -  (n  —  1  —  2a)x»  - 1  -  aa 

g  a2a  +  i  ginax 

+  0,'/a(n-&)(""  1)Ä(n  —  l)(n  —  2) •  -(n  —  2  —  2a)  x»-  *-»a 

^(-D^n-i)    ^ 9-isinax 

"M     V'*     1\n_1)(n_2)..32.1x  x 

*  wo  n  ungerade, 
g  aaa  cos  ax 

—  0,'/,n-2 (—  1)*  +  * (n  —  l)(n  —  2)-  -(n  —  1  —  2a)x»-l-*a 
g  a*«  + 1  sin  ax 

+  o,'/an-2  ("~"  1)a(n  —  l)(n  — 2)  •  •  (n  —  2  —  2ajxn-a-aa 

a»»  — 2  fl  — lcosax 

+  (-l),'»n(n_1)...  3.2.ix       -JT"         *  wo  n  gerade. 

a— 1  e«(asinbx— bcosbx)    a  —  1  e»x(acosbx4-bsinbx) 

345.  x      e*x  sinbx  = &+& '  x      e^cosbx  = -q^ 


a-i  1  r  »-* 

x      xn e" ein bx  ==  ft2  ,  Da|x° e**(a sin ox —  D * C0B Dx) — na  x     x°""1  e** 8in &x 

a-i  l 

-[-  nbx       x»  — 1  e**co8bx  I. 


24  Höhere  Folgelehre.  347—^364. 

a_1  l    r  i"1 

347.    x     xne**cosbx  =  fi^rj)2lxne»*(aco8bx-f  bsinbx)  —  n»x      x»-ie**co3bx 


—  nb  x        x"»  —  1  e*x  sin  bx  I 


a  — i  e«     r/  \ 

348.  x       *  ***  8iu  b*  =  (a>  4.  ba)a IAa(aa  +  b^  x  —  (*a  —  b*) )  8in  bx 

—  (b(*a  +  ba)x  —  2ab)  cos  bx]. 

a  - 1  e*x     r/  \ 

x       xe«  cos  bx  =  (&a  +  ba)2  [(a(a2  +  b')  x  —  (a*  —  b*)j  cos  bx 

+  (b(aa-fba)x  — 2ab)  sinbx]. 

a-i  a~i 

349.  x        i'oarc(sin  =  x)  =£=  y       (foy)  cosy  *  wo  arc  (sin  =  x)  =  y. 

a— 1  a—i 

350.  x       f©arc(cos  =  x)  =±=  y       (foy)  siny  *  wo  arc  (cos  =  x)  =  y. 

a— 1  a— * 

351.  x       f°arc(tan  =x)  .  *_  y       (foy)  (secy)a  *  wo  arc  (tan  ==  x)  =r  y. 
a-A                              a-i 

352.  x       foarc(cot  =x)  =^=  —  y       (foy)  (cosec  y)*        *  wo  arc  (cot  =  x)  =  y. 

a-i  a-1       a-*  1 

353.  x       (fox)arc(sin=x)  =  arc(sin  =  x)x      f°x — x     (foX)?i  ^  xaW 

a-i  a-1        a— *  1 

354.  x      (fr*)  arc(cos  =aj  x)  =  arc(cos  =  x)  £      f»x  +  x     (fr*)  /*  __  xav  • 

a-1  a-1       a-1        1 

355.  x      (fox)  arc(tan  =  x)  =  arc(tan  =  x)  x      fox— £     (f«x)1   ,   x>. 

a-i  a-1       a-1        1 

356.  x      (foX)  arc(cot  ä  x)  =  arc(cot  =  x)  |      fox  +x     (fa).    ,   xT 

a-1 

357.  x       arc(sin  =  x)  =2  x«arc(sin  =  x)  +  (1  —  xa)'/i. 

a-1 

358.  x       arc  tan  =  x  =  x  «arc(tan  =  x)  —  '/aUtt  +  x*)- 

a-i  xm  N     1  a-i     xm 

359.  x        xm-iarc(sin==x)  =  — arc(sin  =  x)  — —  x      fl_ xaya- 

a-i  xm  1  a-1    xm 

360.  i       xm-iarc(tan  =  x)  =  — arc(tan  =  x)  — -J      F+T^ 


Dritter  Abschnitt  der  Folgelehre:    Dehnende  Folgelehre 
oder  Folgen  zweier  und  mehrer  Veränderlichen. 

361.  Folge  zweier  Veränderlichen.     Zeichen  fo(x,  y). 

362.  Folge  mehrer  Veränderlichen.    Zeichen  fo(x,y,  z,«  •)• 

363.  fo(x,y, z,..)  ist  stetig,  wenn  fie  für  x  stetig,  für  y  stetig,  u.  s.  w. 

364.  Steigende  Höhenreihe  ist  echt,  wenn  xJ,  ya,  •  •  •  <C  1  und  alle   Vorzählen 
endlich. 


365—382.  Folgelehre.  25 

R 

365.  Jede  stetige  Rein  folge kann,  wenn  xa,  y2,  •  ■  •  <  1,  einer  steigenden 

x      y,  •  • 

Höheureihe  gleich  gefetzt  werden,  welche  echt,  wenn  alle  Vorzahlen  endlich. 

366.  Jede  stetige  Richtfolge  kann,  wenn  x*,  y2,  •  •  •  <C  1,  einer  Richtgrösse  a  +  ib 
gleich  gefetzt  werden,  wo  a  und  b  echte  steigende  Höhenreihen  And. 

Qß7     —  s  Sa  x«  y*  =  a  +  ax  -f  ay  -f  ax*  +  axy  -f  .  • 
*H>''    x,  y         a,5  00      10        Ol        8  0         11 

R 

368.  — :  =  00,  10,  01,  20,  11,  02,  30,  21,  12,  03,  40,  31,  22,  13,  04,..,      . 
**>  y 

wo  das  Zeichen  ab  das  Glied  fl ^  xa  y*  bezeichnet. 
Die  Diffe  oder  Differentialquotienten. 

369.  Volldiff:.^J^.Bf.  =  jf.+  jft  +  J«i+-.. 

370.  Der  (m  +  l)te  Volldiff: ' 

*  (   ^  f0 W     'm  fo+3     ^  to+*     ^  fo+... 

*,y,V.Vx,y,z,..    ;       xx,y,z,.-      ^yx,y,z,--      ^  z  x,y,  v      ^ 

371.  Teildiff;f^f..f«(x,y,z,..) 

872.  fj  M«,y)  =  *  *   «<«,y). 

374.  Volldiff:    »' fi(«,y)»  Jn-f  ~'J,6(x,y). 

375.  fi'J'f ...Rf«,^«,...)  =  J'f  f  5".--R(«,y,«,a,-..). 

376. !« rr-««.^-^-) = rjTr,---«**«.«.--->- 

377.  Volldiff:     «'    . . .  R(x,y,z,-  •  •)  =*= 

Sn(n-l)...(n-q  +  l)gtn-«g»qc 
12.B1-2   -c--      x         y    z  ",R(l>y'*',,,) 
*woa  —  b  +  c+  •••. 

378.  Der  mte  Eckdiff  nach  x:   S™  fo(x,y,z,- •  )  =2 '""(S    a   x«y*zc  • .  •). 

x  x       a,B,c,.. 

379.  Mitteldiff:    $m  1"  ?*  •■■  f-^y.z,  ••  )oder  §"  *"  ?P  •  •  •  (S    »   x«y**c'"). 

*       y      «  X       y      A  Ö#v#Cr. 

381.   HT-  •  «VA*y»»e-  ■)  =  Sö^j!(^)!(c4)'-  •M^.'^-y*-»*-'-  • 

Die  Integern  und   die  Integrale. 
88g.   Der  getrennte  mte  Eckdiff  nach  x:    ^"(S   *   x«y*zc.-) 


385. 


26  Höhere  Reihenfolge.  383 — 396. 

383.    T(S^.xaybzc..)  =  S(^J_Jo    xa_m. 

=  S(Tn^W)!*+-  +  8(^^ 
Integral  =  Integre  +  S^  ^    xö/  y*'  z*  •  •   wo  a'+b'  +  c'+"  <  m. 

Wenn^fr^v  •)  =  Saa x«, 'jVw, •  • )  =  Sbby^*PfoOw, •  .)=Scczc- 

Q!  b!  c! 

fo  ist  fr(x,y,V  •)  =  S^^p^xm  ra  +S(-iq^!b'byn+b4-S(-^^ccilHH:+. 

Integral  =  Integre  +  S ^ bwc,    xft/ y*' z*  •  • ,  wo  a'<m,b'<n,  c'  <.  p,  •  •  •  ■ 

386.  Trennbarer  mter  Eckdiff  nach  x. 

a— m       _        a  — n  a— mfox     a— B<I>»y 

387.  x        (te) 9*7  +  y      (F<*)  tfty  =  0  wird  getrennt  x        ^+y       gd  =  0 

388.  Ergänzungsdiffe  oder  einander  ergänzende  DilTe:    Zeichen  g. 

find  ergänzend,  wenn  oai  Aar  "  <^  m->  &u  63,  •  •  <C  n,  Ci,  Cj,  C4  •  •  <p  find. 

389.  Wennf  f^x,y,z,.  •)!sSai^.x''y''IV',fft(x,y,v  •)=84fc£fc..*Sy*lzV 

|  H*,  y,  z,  •  •)  =  ^„^d,.*"»  y*a  zCs  •  •  «•  s.  w.,  wo  0,,  0,,  ■  •  <c  ^ 

l>i,  b»,  •  •  <  n,  ti,  Ci,  C«  •  •  <  p,  •  •  fo  ist 

f.(x,  y,  z,  ■  •)  =  s  (sq:^aX«u..xm+*'  y*'zC«  •  • 

+  «pro  JL.*^*-  •  +  s(rfi)^,.^^lP+c»  •  •+- 

Integral  =  Integre  +  Sfl  £    xfl  y*  zc,  wo  zugleich  a  -    m,  b  <L  n,  e  *"  p,  *  • 

390.  Ergänzbare  Eckdiffe. 

391.  Mitteldiffe:  Wenn  fl»  jn  qP  •  •  R(x,y,z,  •  •)  gegeben,  fo  find  im  Integral 
R(x,  y,  z,  ••)  =  S  *cxay*zc  alle  Beständigen  willkürlich,  wo  entweder 
a  <C  m,  oder  b  <C  n,  oder  c  <  Pr '  ***• 

Die  Diffgleichungen. 

392.  Einfache  Diffe:  Wenn  alle  Diffe  nach  derfelben  Veränderlichen  ge- 
nommen |x,  |y,  |v  kurz  flx,  Jy,  <Jz,-«. 

393.  Die  einfachen  Diffe  jx,  Jy,  Jz,-  =  Jx,||y,j|v-.. 

394.  £y  =  *y  :  8*. 

395.  Diffgleichung  erster  Ordnung: 

Ix  fo(x,  y,  z,.  •)  +  |y  fo(x,  y,  v  .)  +  1»  f«<x,  y,  z, ;  •)  +  •  =  0. 

396.  Form:  |x  fi(x,y,z,~.  •)  +  §y  fi*(x,y,z,  •  )  +  *zf*(x,y,z, .  )  +  ..  =0. 


397—408.  Folgelehre.  27 

397.    j^ß*  M*,y,  V  •)  +  *y  Wx,y,z,)  +  ^f«*(x,y,V  •)+■■] 

308.    Abhängig  ist  x  von  den  Veränderlichen  t,  u,  v,  wenn  x  =  fo(t,  u,  v, ;  •) 
Unabhängig  ist  x   von   den  Veränderlichen  t,  u,  v,  ••,    wenn  x  (nicht  als 
f©(t,  u,  v,  •  • )  darstellbar. 

399.  Wenn  y  abhängig  von  x,  fo  auch  x  abhängig  von  y. 

a.  Diffgleichungen   von  einander  abhängiger   Veränderlicher. 

400.  Gleichstufige   (homogene)  Folgen,    wo   die  Summe  der  Stufen  aller 
Veränderlichen  gleich  ist. 

401.  Für  3x(Saax»-«ya)  + gy(Sbbx«n-6yb)  —  o  ist,  wenn  y  -=r  xz, 

i-n  .  a-i       öbj  z* 

Integre  x      -  +  z        ^ a  ~+  Sbb"  *+l  =  0. 

402.  Gleichstufbare  Folgen  folche,  die  fleh  gleichstufig  machen  lassen. 

403.  J[x(a -(- bx  +  cy)  =  |y(e -f-  fx  -|- gy)  gleichstufbar  x  —  t-j-a,  y  =  a  -f-  £• 

b.  Diffgleichungen  von  einander  unabhängiger  Veränderlicher. 

a*  l 

404-    Wenn  x  und  u  unabhängig  von  einander,  ist  *  y  entweder  0  oder  -~ 

405.  Wenn  |xfo,(x,y,z,..)  +  fyfo2(x,y,z,..)+5zf«3(x,y,z,. 0=^0,  "alleun- 
abhängig,  fo  ist  fot(x,y,z,.  •)  =  0,  fc/x^y,  v  •)  =  0,  fi*(*,y,  V  •)  =  0,-  •  •. 

406.  Wenn  9>o(x,  y,  z,  •  ■ ) 

111 

=»  xxfriKy, v)  +  xy f°aK  y,  v  •)  +  x*fc*(*, y,  v  •)  +  •  •  =*=  o 

*  wo  alle  unabhängig,  fo  ist  fo^x,  y,z,  •  • )  =  0,  ^(x,  y,  z,  •  • )  =  0, 
fo3(x,y,z,..)  =  0,  •••   und  ist*~V«(x,y,z,..)  =  5"  ^i^VO, 

j"l(«i,y,v)  =  }",«x,y,v)-. 

407.  Für  die  Gleichungen  Unabhängiger  gelten  die  Gefetze  der  Auadehnunga- 
lehre,  Abschnitt  1. 

Vierter  Abschnitt  der  Folgelehre:    Erweiternde  Folgelehre 
oder  die  erweiterten  Folgen. 

408.  Die  erweiterten  Folgen  (Fouriersche-,  Bernouillische-,  Gamma-,  Elliptische 
Funktionen). 


Formelbuch 


der 


Ausdehnungslehre. 


•tw 


Dritter    Zweig 


der 


Formenlehre  oder  Mathematik. 


1—13. 


Einleitung  in  die  Ausdehnungslehre. 


1.  Auadehnungslehre :  a  -f-  e  2  b  +  e,  wenn  a  2  ^ 
e  -J-  ( —  e)  =  ö  ee  2  e- 

2.  V iel fache nf limine:  n^  -f-  «2a2  -]-•  •  •-{-  ffn°n  —  S^Wr 

ti|./r2, •  •  -./*„  die  Vorzählen,  aj.a2,--*,an  die  Grösen. 

3.  a  +  (b  -f-  e)  =  a  -f-  b  +  c">         a  +  b  =  b  -{-  a;         a(bc)  =  abc •,         ab  2  bu. 
a(b  -\-  c)  =  ab  -|-  ac;  (a  +  ^)°  =  ac  +  Dc- 

4.  Für  Zufügen  und  Abziehen,  für  Vervielfachen  und  Teilen   mit  Zahlen  gelten 

alle  Gefetze  der  Zahlenlehre. 

1  a  1  aa 

«a  =  w,  —  a  =  —  =  a  — ,  —  -$-  a,  *  wo  «  Z  0. 

5.  Einander  erfetzende  Vereine  von  Gleichungen. 

ora 

6.  *    a  *  wenn  a?0. 

a  *■ 

ae  a 

7'  ßi~*   J  *  wenn  /lc  20. 

8.  Wenn  aa  +  ^a  -| =  r^a  +  fra  H ,  fo   ist  a  -|-  ,**  H =  <*i  +  <*i  H • 

Erster  Abschnitt  der  Ausdehnungslehre:    Die  Gebietslehre. 

9.  Hörige  Grttsc:  a  =  /*,l»i  +  ß2b2-\ \- ßnbnz=Sßaba. 

l,n 

Freie  Grösc:  a^Mi+Am MAr 

Deckende  oder  kongruente  Gröse:  a  ^  b,  wenn  a  -*_-  /?b,  wo  /*b  %Q. 

10.  Jede  Einheit  ist  frei,  jede  Viel  fachen fummc  ist  zu  ihren  Einheiten  hörig. 

11.  Nnll  ist  zu  jeder  Grösenreihe  hörig. 

12.  « S ßa\  =  8aßaba;  \ S ßaba  =  S  % ba. 

l,n  l,n  "l,n  l,n" 

13.  S«„ba  +  Sy.b,  =  S(aa  +  y,)ba. 
l,n  l,u  l,n 


14 — 40.  Ausdehnungslehre. 

14.  Wenn  Sotaba  =  0  und  am£07  fo  ist  bm  hörig  und  umgekehrt. 

15.  Wenn  Sadba  =  Ö  und  ba  frei,  fo  ist  «a  =  0  und  umgekehrt. 

l,n 

16.  Wenn  Scraca  ss  S/*aca,  wo  ca  frei,  fo  ist  «a  =  ßa  und  umgekehrt. 

l,*  l,n 

17.  Wenn  oa  +  ßb  +.••=*=  xk  +  AI  +•  • . 

•wo  a  =  Sctaga,    b  =  S0aga,--.k  =  Sxdga,  l  =  SAdga,..-  und   ga  frei,  fo  i>t 
l,n  l,n  l,n  l,n 

«*a  +  ßßa  H =  **a  +  Ua  H • 

18.  Wenn  die  erste  Gröse  £  0  und  jede  folgende  von  den  vorhergehenden  frei 
ist,  fo  ist  die  Reihe  eine  freie  Grösenreihe. 

19.  Wenn  zwischen   n  Grösen    eine  Hörigkeit  besteht,    fo  stets  eine  Reihe   freier 
auszufondern. 

20.  Jede  Gröse  a  =  S/*dba,  wo  ba  frei. 

21.  Gebiet  nter  Stufe:    Alle  Grösen  Sadaa,    wo  aa  beliebig,   ad  frei.     Zeichen 

l,n 

cC^-aJ. 

22.  o(a!,ba,-  «bn)  £=  o(b„b2,-  -bn)  *  wenn  aA  =  Sorflba,  wo  a,  £  0. 

M 

23.  Wenn  a,  =  Sadba,    a2  =  S£dba,-  •  »am  :=S/*dba,   und  a^aj,« -am  frei,    fo  kann 

l.n  l,n  l,n 

man  o(air  •  -am,am  +  ir  •  -an)  sz  o(b„  •  ■  -bn)  machen. 

24.  Wenn   a!  =  Saaba,    a2  =  S/?dba,-  •   an  =  S^aba,    und    a^ajv&n  frei,    fo    iat 

l,n  l,n  l,n 

o(ai,aa,.  -  an)  =s  o(b„b2,.  •  -ba). 

25.  Jedes  Gebiet  n  ter  Stufe  ist  aus  n  freien  Grösen  desfelben  abzuleiten. 

26.  Wenn  n  Grösen  erster  Klasse  einem  Gebiete  kleinerer  Stufe  als  n  angehören, 
fo  herrscht  zwischen  ihnen  eine  Hörigkeit. 

27.  Wenn  oCa^-'-an)  zu  bj,b<h-»bn  hörig,  fo  find  diefe  frei  und  umgekelirt. 

28.  Zurück leitung  einer  Gröse  nter  auf  ein  Gebiet  mter  Stufe,  wo  m  <c  n. 

29.  Wenn  aa  +  lb-J =  xk  +  AH ,  fo  auch  «a'+,9b'H =xk'+XY-\ , 

wo  a^b',-  •  -k',1',-  •  •  die  Zurücklcitungen  auf  dasfelbe  Gebiet. 

30.  Verbindendes  Gebiet:  "  +  m;  gemeinfames  Gebiet  nxm. 

[°(fti?aji"  •  '&n)]  x  [°0>i,b2,'  •  'l>m)]  =  0,  wenn  keine  Gröse  gemein. 

31.  Sei  g  die  Stufe  des  gemeinfamen,    v    die    des  verbindenden  Gebietes,    fo    ist 

m  +  nsg  +  v, 

32.  Wenn  h  >  m  +  n,   fo  ist  g  ^r  m  _[_  n  __  ^ 

33.  [o(eat  ea2  •  •  •  edn)]  x  [o(e^t  e*2  • . .  e6m)]  =*=  0  *  wenn  Oi  •  •  •  an  Z  &i  • " '  &m- 

34.  Für  die  Gebiete  der  Ausdehnungsichre  gelten  alle  Sätze  der  Logik. 

35.  Für  die  Gebiete  gelten  alle  Gefetze  der  Zufügung  und  Verwebung. 

36.  °A-j-0A  =  °A.  °A-°A  — »A. 

37.  i.oA=oA.  (°A)«»  =  oA. 

38.  «A  =  oA  +  oAoß.  oA  =  <>A(°A  +  °ß). 

39.  Wenn  <>A  +  <>ß  =  oß,  Wenn  oA  -oß  =  «ß, 
fo  ist  o A  oß  ==  oA.                fo  ist  »A  +  oß  =  «A. 

40.  oA  +  l  =  l.  oA-0==0. 
«A  +  0  =  °A.  °A-l~oA. 


tt  Gcbietslehre.  41 7Q# 

41.  Wenn  <>A  -f  oC  =  oß -f- oC  und  anch  oA«>C=:°r>.oC  ist,  fo  ist  °An=oB. 

42.  Wenn  oA-j-°B  =  0,  fo  ist  Wenn  oA-»B  =  l,  fo  ist 
°A  =  0  und  oß  =  0.                      o A  =s  1  und  °B  =  1. 

43.  Nichtgebiet  °A.  Selbstgcbiet  oA. 

44.  •  A  -f  oa  =  1.  oA  .©A  =  0. 

45.  Fiir  jedes  Gebiet  giebt  es  nur  ein  Nichtgebiet. 

46.  oA  =  A. 

47.  1  =  0.      _  "0  =  1. 

48.  Wenn  oAoß-f-oÄ  oB  =  0,  fo  ist  Wenn  (<>A  -f  oB)(oA  +oß)  ssl,  fo  ist 
oA=oß.                                                  oA=oB. 

49.  oA4-oB  =  oAoB+oAoB-f  oÄ-oB. 

50.  oA-foB+°A-0B  =  l. 

51.  (oA-(-oB)=oA.oB.  (^A-oB)~oA4-oB. 

52.  Deckgebiete;  Eingebiete;  Schneidgebiete-,  Trenngebietc. 

53.  Summe  der  Gebiete.  Zeug  der  Gebiete. 

54.  oA  +  oß  "  oB.  o A  -oß  <^  «B. 

55.  l-^oA.  0^7"A. 

56.  (oA  +°\i  =  oß)  =  (oA  ^oß).  (»A  oß  =  »A)  =  (oA  <  oß). 

57.  (oAoB  —  0)  =  (»B  <  oA)  (oA -°B  =  0)  =  (oß  <  oA). 

=r(.A<.oB).  .  =(oA!<^oB). 

58.  (oA  <.  oß)  =  (oß  <:  ©A). 

59.  («A  +oß  =  oß)(°A  -oB  =  oß)  =  (<>A  =  «B). 

60.  (oA  <  oB)(oB  <.  °A)  =  (oA  =oß). 

61.  (oA  <C  oß)(»A  <  oß)  =  (oA  =  oß). 

62.  Gleichungen  für  Deck-  und  Eingebiete:  __ 

1.  oA<  °B.  3.  °A  +  oB—  oß.  5.  öA-oBsoA,  7.  °A«B  =  0. 

2.  oß<^oA.  4.  oA+°B  =  0A.  6.  oÄo^  -oB.  8.  oA+»B=l. 

63.  Gleichungen  für  Trenngebiete:  _ 

l.oA<^oß.  3.  oA-j-oB  =  o"B.  5.oAoB=oA.  7.  oA.°B  =  0. 

2.  »B  <ToA.  4.  o  a  +  »B  =  oA.  6.  oA  -oß  =  °B.  8.  *A  +  •!*  =  1. 

64.  Hauptgebiet  »H.  _ 

65.  Ergänzung  zum  Hauptgebiet  für  «>A  ist  oA«H. 

66.  Jedes  Gebiet  mit  «H  verwebt  oder  multiplizirt. 

67.  Die  Sätze  34  bis  63  gelten  auch  fiir  die  Hauptgebietc. 

68.  Einheit  nter  Klasse:   Zeug  von  n  Einheiten  erster,  fofern  £0.     Einheit  n  ter 
Klasse  von  andern  nter  Klasse  frei,    wenn  eine  andere  Einheit  erster  Klasse. 

69.  Wenn  aE  +  /?F  +  ;G  +•  •  •=  0,  fo  a  =  0,  ß  =  0,  y  =  0   ... 

70.  (ffa)G*b)  =  («£)(ab). 

71.  P(cca,  0b,  •.•)  —  («£.  .  .)P(a,b,-  ••)  wo  P  ein  Zeug  aus  den  Gröscn. 

72.  P(aa,i?a, •  •  •)  —  P(/to,aa,  •  •  •)• 

73.  P(aa  +  f*b-| )  c  =  «Pac  -f  /SPbc  -\ . 

74.  (S*aaa)  (Sftbb)  =  Sa^b(aab6). 

75.  (Sa^CS^bj,)-  •  (S^nim)  =  S<*aßb>  •  •*'u(aab&.  •  -im). 

76.  Zeug  von  Grusen  erster  Klasse  ist  eine  Viel  fache  nfumme  n  ter  Klasse,    foweit 
die  Zeuge  £  0. 

77.  Innere  Webung:  ed»*&  =  0}  eaea  =  l. 

78.  Aeusere  Webung:  eae&£0;  eaebecZA 


79 — 106.  Ausdehnungslehrc.  6 

79.  Flachung:  ede6  +  ebea  =  0  oder  eae6=r-  e$ea,  ede„  =  0. 

80.  Flechtung:  eftefc  =  e&eaj  eaea^0. 

Zweiter  Abschnitt  der  Ausdehnungslehre:  Die  Flachungslehre. 

81.  Flach,  Flachung,  Zeichen  [abc--»]- 

82.  Cetejea-.OZ0- 

83.  [EereO  +  [Ee8er]  =  0. 

84.  Für  Flache  gilt  Einigung  und  Beziehung  der  GrÖsen,  Vertausch uug  der 
Zahlen. 

85.  Für  Flaclie  gelten  alle  Gefetze  70  bis  76. 

86.  [Abc]  -f-  [Acb]  =  0  wo  b,  c  Grösen  erster  Klasse. 

87.  [AbcD]  +  [AcbD]  =  0  wo  b,  c  Grösen  erster  Klasse. 

88.  [Pa,  b]  +  [Pb,  a]  =  0  oder  [Pa,  b]  =  -  [Pb,  a]. 

89.  [ABrCfl]  =  (—  l)r*[ACsBr]  wo  B  ein  Zeug  von  r,  C  eins  von  s  Fachen 
erster  Klasse. 

90.  [AqBrCJ  =  (-  l)q(r  + fl)  +  rs[C,BrAq]. 

91.  [P]  =  (—  l)r[Q]  wo  r  die  Anzahl  der  Fachpare  erster  Klasse,  welche 
in  P  und  Q  entgegenge fetzt  geordnet  find. 

92.  [Pa,a]  =  0  das  Flach  mit  zwei  gleichen  Fachen  ist  Null. 

93.  [aja2-an]  =  0  wennam=     S     «dad-f-     S     aaad. 

l,m  — 1  m-f-l,n 

94.  [(Sofaaa)(S/?bb6) .  •  .(S^mmm)]  =  S(aafo  •  •  *pm'K.*J>b  • . •  mm]. 

95.  [(S7aaa)(öi3t)b6)  •  •  •  (S^mmm)]  =  S(«dfo  •  •  -^mX»«***  • . .  mm]. 

96.  Flachtausche  oder  Determinante  Jm  aus  m  Reihen  von  je  m  Zahlen 
aaßbYc • '  ;um  wo  jedes  Glied  mit  (—  l)r  vervielfacht,  wo  r  die  Zahl  der 
niedern  Zeiger,  vor  welche  ein  höherer  Zeiger  getreten  ist. 

97.  Jm  =  S  (—  l)raafo)'c  •  •  \"ra,    wo  r  die  Zahl  der  niedern  Zeiger,    vor  welche 

l,n 

ein  höherer  Zeiger  getreten  ist. 

98.  Geschiedsflachc  aus  n  Grösen  zur  mten  Klasse  [a^,-  •  -a,,]111  find  die 
Flache  aus  m  Grösen,  wenn  jede  nur  mit  den  folgenden  geflacht.    (Anzahl  n*m). 

99.  Die  Geschiedsflachc  find  die  Ausgeschiede,  jedes  als  Flach  betrachtet. 

100.  [(S«aad)(S,^a6)  •  •  ■  (S^mam)]  =  [ai,a2,  ■  •  .an]m  -Jm. 

101.  [(SaaadXSftab).  •  •(Si'nan)]  =  J*t*i**> • •  -a*]. 

102.  Wenn  [bjba.- «bn]  =  0,  fo  giebt  es  ein  bm=     S     fob&  +     S     ßhbb. 

l,m  —  1  m+  1,n 

103.  Sammtlichc  Gefetze  der  Flachung  gelten,  wenn  statt  der  Einheiten  aj,«^- .  -an 
n  beliebige  gegenfeitig  freie  Grösen  b^bj,»  "bn  als  neue  Einheiten  genommen 
werden. 

104.  Wenn  Z$  =  S  ordxd  und  xa  =  SAßcyc  auch  Zb  =  S*;'cyc.;  fo  ist 

l,n  l,n     *  l,n 

h'z  =  *«i  Vc  +  S  Vc  +•  •  •+  *«n% 

105.  Wenn  [ZA  •  •  •  Zn]  =  j\^x2  - . .  xn]  und  [x^  •  •  •  xn]  =  j\yty2  •  •  •  vn3    auch 

«  ß 

[ZlZ2...Zn]  =  /[y1y2...yll],  fo  ist  I.J=Jt. 

y  a   ß      r 

106.  Wenn  aA  +  ßB  -f .  .=r  0,  wo  A,  B,.-  Geschiedsflache  freier  Grösen,  fo  uf 
a  =  0,  /S  =  0,..  d.  h.  A,  B,-.  find  gegenfeitig  frei. 


7  Flachungslchre.  107—133. 

107.  [n^-  •  «am]  £*  [b|b2«-  «bm]  dann  und  nur  dann,  wenn  stets  Xjaj  +xaaa  +*  •  * 

+  xmam  =  ytbi  -f-  j'jba  H h  /'mbm    ge&Ut    werden    kann,    welche  Werte 

auch  X|«*-xm  haben  mögen. 

108.  Einfache  Gröse  rater  Klasse  =  [btb3- > -hm]-,  zufammeugefetzte. 

109.  [bib3-  'bm]  =  einfache  Gröse  rater  Klasse. 

110.  Linige  Aenderung,  einfache,  mehrfache. 

111.  [a^.  •  -Onlsa^aa-  -(am  +«am+1).  • .  an]  =  [ai»a •  ■  ( am - 1  +  N"  a4 

112.  [a,  ■  -  -an]  =  [(a,  +  aam)aa  • .  -an]. 

113.  Wenn    [abc-  .m]  =  [ABC-  »M]  %  0,    fo    lassen    lieh    die    Grösen    a,  b,  i\..m 
durch  linigc  Aenderung  in  A,  B,  C,   «M  umwandeln. 

114.  [aiar  •  an]  =  I  a^-  .(aap)-  • '(   ™V  *  -anJ- 

115.  [(a^-  •  00>JlV '  *)]  =  C»i»2 " '  -b,ba.  •  •]. 

116.  [A(BC)]  =  [ABC]. 

117.  A   *    [BC]  *  wenn  A  >  B  und  B  2  0. 
118    /'S      n     C'-Wic-OWC      ?       [bmbnbc--]\ 

—  S/a  ?  \i*****t  •  '  nmbnbo  •  •  ]• 

^\o,  b,  c,  • .  m,  nf  o, .  •/ 

119.  Jedes  Flach,  welches  zwei  gleiche  Fache  erster  Klasse  hat,  ist  Null. 

120.  Jedes  Flach,  wo  ein  Fach  zu  einem  andern  Fache  erster  Klasse  hörig,  ist  Null. 

121.  Wenn  [A.B]  =  0  und  oA--jB  =  0,  fo  ist  A  =  0  und  B  —  0. 

122.  Wenn  [aS]  -  0,  fo  ist  S  =  [aP]. 

123.  Wenn  0=r[aaS]  von  a  =  l   bis  rt  —  m,  fo  ist  S  :=  [a^-  -amSm]. 

124.  Wenn  0  ^=  [aaS]  von  Q=rl  bis  a  =  m,   wo  S  eine  Summe  in  ter  Klasse,    fo 
ist  S  =  'T[a4a3  •  •  -am]. 

125.  Wenn  0  =r  [aaS]  von  a  =  1  bis  a  =  m  -{-  1,  wo  S  eine  Summe  m  ter  Klasse, 
fo  ist  entweder  S~0  oder  [a^-  •  am  .  j]  =  0. 

Dritter  Abschnitt  der  Ausdebnungslehre:    Die  Modiungslehre. 

126.  Haupt  gebiet    H    nter    Stiife,    [      ]    heist    ein    Modelflach    oder    Enflach, 

PeiPj--.Cn]  —  1.  _ 

127.  Ergänzung  der  Einheit  E  ist  E,  gelefen  Nicht E. 

128.  |EE]  =  1. 

129.  E  =  E;   aber,    wenn  n  gerade  und  zugleich  m  die  Klasse    von  E  ungerade, 
fo  ist  E  =  —  E. 

130.  A  =  (.C|Bi  +JhE2-\ )  =  «,Ej  -f-  «2Ea  -| . 

131.  Klasse  von  E  ist  n  —  in,  wenn  die  von  E  m  ist. 

132.  A  =  A-,   aber  wenn  u  gerade  und  zugleich  m  die  Klasse    von  A    ungerade, 
fo  ist  A  =  —  A. 

133.  Fortschreitendes  Flach  [EF],  wo  o  +  ^<ir,  pEF]  -[EF]. 
Rückschreitendes  Flach  £eFJ  wo  n  +  ,S  v  n  ~[EF]  — [EF]. 
Stehendes  Flach  [EF],  wo  cr-f/J  =  n-3  [EF]  =  +  l."[EF]  =  +  t 


134 — 160.  Ausdehnnngslchre.  8 

n 

134.  Model f am me    oder   Enfumme    (a  +  ß  +  y)  —  «  +  ß  -+-  Y — an,    wo 

?«  +  /»  +  r)<n- 

135.  Wenn  a  -f  0  >  n,  fo  A  =  [CA^  und  B  =  [CB,]  wo  a  -f-  ß  =  n  +  >'. 

136.  Summe  einfacher  Orösen  (n  —  1)  Klasse  ist  eiue   einfache  Gröse  (n  —  ljtcr 
Klasse. 

137.  Das   stehende  Modelflach   ist   =±1,   eine  Gröse   Oter  Klasse   («4-j?)  =  ö 
und  ist  [EF]  wie  ^EF]  stehend. 

138.  L*=  [EFF]  *woEF=  +  [e^j . . . en]. 

139.  Für  rttckschreitende  Modelflache  ist""[EF]  =  [E  F]. 

140.  a  +  ß-\ =an  +  (a-f /?-| ). 

141.  Für  alle  Modelflache  gilt  das  Bezieh ungsgefetz. 

142.  Das  Enflach  [AB]=rO  nur  dann,   wenn  darin   ein  Fach  erster  Klasse    2mal 
Öfter  vorkommt  als  jede  andere  Einheit  erster  Klasse. 

143.  Für  fortschreitende  Modelflache  gelten  alle  Gefetze  der  Flachung. 

144.  Für  fortschreitendes  Modclflach  [EF]  ist  [ET]  rückschreitend. 

145.  Wenn  C  =  £AB],  fo  ist  y  =  («  +  /?). 

146.  Wenn  R  =  [ABC..],  fo  ist  (>  =  (ct  +  £-f  y  + • .,)• 
147.1;nAB]  =  fAB]. 

148?fABC. .  •]  =  £! B*C. . .]. 
149~fabc.  •  .]  =  [ä"b  "•  •  •]• 

150."(A±B  +  C+..)  =  Ä±B±C+...  

151.  Wenn  f«(A,B,..  -)  =  ^o(A',B',-  -  ),  fo  ist  auch  f.(A,B,.  )  =  9.(A',B%. .)- 

152.  Jeder  Satz,  der  für  Grösen  mter  Klasse  gilt,  gilt  auch  für  Grösen  (n  —  m)ter 
Klasse. 

153.  £EF(EG)]  JL  fEFG  -E]  *  wo  die  Klassen  a  -f  ß  +  y  =  n. 

154.  fAB(AC)]  «4=  [ABC- A]  *  wo  a  +  ß  +  y  =s  n  und  A,  B,  C  einfach. 

155.  fAB(AC)]  =*.  [ABC- A]  *  wo  a  +  ß  -f  y  =  n  und  A  einfach. 

156.  [AB(AC)]=^[ABC.A]-,  [AB(BC)]A  ^ABCB]-,  fAC(BC)]=fABCC] 
♦wo  a-J-/*  +  y  =  <ln  Und  A,  B,  C  einfach. 

157.  ?A(BC)]c=*=[AC.B];  [<3b.A]=*=[ÖA-B]         *  wo  a  +  /?  =  n,  A,  B,  C 
einfach  und  B  <C  A. 

158.  [AB]  £  0  dann  und  nur  dann,  wenn,  fofern  d  die  Stufenzahl  des  verbindenden 
und  y  die  des  gemeinschaftlichen  Gebietes  ist,  bei  a  +  ß  <^  n  auch  a  -f-  ß  =  cf 

d.  h.  y  — 0,  bei  a-\-ß>n  auch  (f=n,  d.  h.  y  =  (a^.ß), 

159.  Nein  A  A-,  A  =*=|;AA'A']  *  wo  [AA']  =2  +  [a^.  •  .an]. 

160.  Alle   Modlungsgefetze   gelten,   wenn   beliebige  Grösen   erster  Klasse,    deren 
Enflach!  eins  ist,  als  Einheiten?gefetzt  werden. 


9  Modhmgslehre.  161 — 179. 

161.  Werni  l  =  [ala2.on]  =  EPP']=:[AA']  =  [BB']=...  und  P  =  [ABC.],  fo 
ist  P  =  [A'B'C'..]. 

n  n 

162.  Wenn  1  =  [ajaj •  *an]  und  Ar  =  [aA •  «ar  __  x •  ar  •  ^ •  •  'anJ,  fo  ist 

[An-  •  •Ajjj.j.jJsaL  fai-  •  -Om]  *  wo  Aa   das  Geschiedsflach  aus  (n  —  1) 

Grösen,  in  dem  aa  fehlt 

163.  FAB]  * .  [AI>iFi]  +  [AD2Fa]  +  •  •  •  *  wo  [FaDa]  =  B  und  a  +  da  =  n. 

164.  Reines  Modclflach*,  gemischtes  Modelflach. 

165.  Wenn  [ABC--]  fortschreitend,  fo[ABC]  rückschreitend  und  umgekehrt. 

n 

166.  [ABC*  •  «M]  ist,  wenn  o  +  ß  -f-  y  +  •  *^  n  ist,  rein  fortschreitend,  wenn 
o+i9+y+"c5in(m  —  1)  ist,  rein  rückschreitend,  wenn  a  +  /J4-y-f---:>  n 
und  <:  n  (m  —  1)  ist,  gemischt. 

167.  Beim  fortschreitenden  Enflach  ist  die  Klasse  qp  =  rt-{-/S-|-y-|-..-,  nur  wenn 
ot  +  /5  +  y4-..=  0,  fo  ist  qp=^0. 

Beim  rückschreitenden  Enflach  ist  g?  =  a  +  /J  +  y  +  *' —  (m  —  l)n. 

168.  Beim  fortschreitenden  Enflach  ist  og>  =  o<f,   beim  rückschreitenden  ogp  =  oy. 

169.  [A(BC)]  =  [ABC],  wenn  ?ABC]  ein  reines  Enflach. 

170.  Wenn  P  =  {ABG]  reines  Enflach  und  A  =  fa^.  -aq],  B  =Ja_  ,  t.- .ar]- • 
G  ^  [aa  +  j  •  •  •  at]   und  aj,-  •  at  Grösen  1   oder  (n  —  1)  ter  Klasse,    fo   ist 

171.  P  =  [ABC-0  ist  nur  dann  £0,  wenn  beim  fortschreitenden  Enflach  <pzxd 
==a -{-/*+• .,  und  wenn  beim  rückschreitenden  qp=y=a-f-/?-j-. .— (m  —  l)n. 

17^-  pab=pb  Ai  wenn  p  reines  Enflach. 

173.  P^B  =  0,  wenn  P  reines  Enflach  und  A  :>  B  oder  A<B. 

174.  £ABC]=sO,  weun  entweder  fAB]  =  0  oder  A,B,C  im  Gebiete  n  —  £. 

175.  [ABC]  =  f ACB],  wenn  B  <  C. 

176.  [ABC]  =  (—  l/;'[ACB],   wenn  a  +  ß  +  y^n 

—  (__  !)Ca  -  ß)(n  -  ?')£ ACB],  wenn  a  +  ß  +  y  I>  2n 

=  (-l)V-t)()/-t)fACB],  wenn  a  +  /9  +  y  =  n  +  t,  wot<n. 

177.  Aufzahlung  der  Falle,  wo  [ABC]  s  £aCB]  £*  [BAC]  s*  [B-AC]. 

178.  [A^,.  .An_  t.AB]  sc  [An(An_  r(...(Ar  A0))] 

*EAi-'-A.-r-r(VA.-i"''A--r))] 
wenn  rA]A3*- *An  _1An]  ein  Enflach  der  Klasse  Null. 

179.  Zurückleitung  A'  einer  Vielfachenfumme  von  Geschiedsflachen  beliebiger 

n  n 

Klasse  A  auf  das  Gebiet  [8|-  •  -am]  mit  Ausschluss  von  fa^  •  j-  •  •&»]■  Fort- 
schreitend, wenn  ai.<  •  *an  Grösen  erster,  rückschreitend,  wenn  He  Grösen 
(n  — l)ter  Klasse  find. 


ISO — 200.  Ausdehnungslehre.  10 

180.  Sei  m  die  Sture  des  Gebietes,  auf  welches  zurückgcleitet,  n  die  Klasse  der 
Geschied  sflachc,  fu  ist  die  Zurückleitung  fortschreitend,  wenn  m  J>  p,  rttck- 
schreiteud,  wenn  m  <C  p. 

181.  Sei  A'  die  Zurückleitung    von  A  auf  das  Gebiet  B   mit  Ausschluss    von  C, 

fo  ist  A'=   --  —  -  und  ist  A'=[B(AC)],   wenn  [BC]  =  1. 
[BC] 

182.  Wenn  P  =  aA-|-/*H  +  --,  wo  a,  ,*,  ••  Zahlen,  und  P',  A',  B'  ihre  Zuriick- 
leitungcn  auf  das  Gebiet  M  lind,  fo  ist  P'  =  aA'  -|-  /JB'  -| — . 

183.  Wenn  P  =  [AB-E]  reines  Enflach  und  P',  A',  B',  •  -E'  die  Zuriickleitnngen 
auf   das  Gebiet  M  find  (auch  die   Zurückleitungen  fortschreitend   genommen 

n 

find,  wenn  [A»B«»E]  fortschreitend  ist,    dagegen  rückschreitend,    wenn  dies 

rückschreitend  ist),  fo  ist  P'  =  [A'B'. .  -E']. 

184.  Das  reine  Enflach  von  Grösen  1  oder  (n  —  1)  ter  Klasse  ist  ein  Einheitsflach 
diefer  Grösen. 

185.  Gleichung,  deren  Glieder  (m  —  1)  ter  Klasse  im  Engebicte  ist,  litest  fich 
durch  Zahlgleichungen  erfetzcu. 

Vierter  Abschnitt    der  Ausdehnungslehre :    Die   Innungslehre. 

186.  Das  Innen  zeug  (innere  Produkt)  zweier  Einheiten  E  und  F  ist  ExF=[EF]. 

187.  [ErEr]  -?  1,  [ErEs]  =  0. 

188.  [E  F]  2"  0  dann  und  nur  dann,  wenn  E  <^  F  oder  F  <r  R  ist. 

189.  [EF-E]- -F  und  [F-(EF)]  =  E,  wenn  E  und  F  Einheiten  und  [EF]  £  O. 

190.  Wenn  E,  F,  G  Einheiten  und  [EF]  Z  0  und  [EG]  £  0,  fo  ist 

n       —  n    — 

[EF(EG)]  =  [FG]  wenn  F  von  gleicher  oder  höherer  Klasse  als  G. 
[FE(GE)]  =  [FG]  wenn  G  von  gleicher  oder  höherer  Klasse  als  F, 

191.  Das  Innenzeug  zweier  Grösen  ist  AxB  =  [AB]. 

192.  [AB]  =T[BA],  fofcrn  B  von  höherer  Klasse  als  A;  aber  ?AB]  =  ~  QBA] 
wenn  die  Klasse  von  B  gerade,  die  von  A  ungerade. 

193.  Die  Klasse  von  [AB]  ist  «  —  /?,  wenn  /*5L«,  dagegen  ot-}-n —  £,  wenn  ß  ">  n. 

194.  Die  Anzahl  der  Einheiten,  deren  Vielfachenfumme  das  Inneuzeug  A  x  B  ist* 
ist  na  ~~  <*,  wenn  p  <■  rr,  dagegen  rf?  ~  a,  wenn  ß  ;>  a. 

195.  Das  Tnnenzeug  zweier  Grösen  gleicher  Klasse  ist  eine  Zahl. 

196.  fra,El  +  ...+«mEm)T^  vvo  E^E« 
Einheiten  gleicher  Klasse. 


n     — 


197.  [AB]  =  [BA],  wenn  A  und  B  gleicher  Klasse. 

198.  Das  Innenquader  von  A  ist  A-  =  [\AA]. 

199.  (afo  +. .  .+  «mEB)i  z=a]  +.  •  .  +  „*. 

200.  Zahlwert  von  A  ist  (A-)     .    Zalilwertig  gleich  find  A  und  B,  wenn  A-=ß^. 


11  Innuugslehre.  201 — 221. 

201.  Normig  „{   A  zu  B,  wenn  [  AU]  —  0,  wo  A^O  und  B  2  °- 

Allfeitig  normig  find  zwei  Gebiete,  wenn  jede  Gröse  erster  Klasse  des  einen 
normig  zu  jeder  des  andern  ist. 

202.  Norm  verein  n  ter  Stufe  ist  ein  Verein  von  n  zahlwertig  gleichen  Grösen 
erster  Klasse.     Vollständiger.     Einfacher  (dessen  Zahl  wert  1). 

203.  Der  Verein  der  ursprünglichen  Einheiten  ist  ein  vollständiger  Norraverein 
vom  Zahl  werte  eins. 

204.  Kreifeländerung  um  den  Winkel  a  ist,  wenn  fich  a  in  xa  -f-  yb  und  b  in 
+  (xb  —  ya)  verwandeln,  wo  x  =  cos«,  y  — sin«  und  a  und  b  zahlwertig 
gleich  und  normig. 

205.  Jeder  Normverein  kann  durch  Kreifeländerung  in  einen  zahlwertig    gleichen 

verändert  werden. 

206.  Das  Enflach  der  Grösen  eines  Norm  Vereins  bleibt  durch  pofitive  Kreifel- 
änderung unverändert,  wird  durch  negative  Kreifeländeruug  entgegengefetzt. 

207.  Die  Grösen  eines  Normverenis  find  gegenfeitig  frei  und  jede  Gröse  erster 
Klasse  lässt  fich  als  eine  Vielfachenfummc  der  Grösen  eines  beliebigen  voll- 
ständigen Normvereins  darstellen. 

208.  Eine  Gröse  A,  welche  zu  mehren  Grösen  gleicher  Stufe  B,  C,-  normig  ist 
ist  auch  zu  jeder  Vielfachenfumme  diefer  Grösen  normig. 

209.  Alle  Grösen,  welche  zu  m  Grösen  normig  find,  gehören  zu  dem  Gebiete  der 
n  —  m  andern  Grösen  des  Norm  Vereins. 

210.  Jeder  Normvercin  kann  durch  Kreifeländerung  fo  umgewandelt  werden, 
dass  statt  ai  die  Gröse  c  =  a^  -j-  •  •  •  +  «nttn  eintritt,  fofern  af=c-. 

211.  Je  zwei  Normvereine  von  gleichem  Gebiete  gleicher  Stufe  und  gleichem 
Zahlwerte  können  in  einander  umgewandelt  werden. 

212.  In  jedem  Gebiete  kann  man  einen  Norraverein  gleicher  Stufe  mit  beliebigem 
Zahl  werte  aufstellen. 

213.  Normige  Zurück leitung  auf  Gebiet  B  unter  Ausschluss  von  B. 

W4.  A'  fei  normige  Zurückleitung  von  A,  fo  ist  A' =  -    -^ — . 

B— 

[ABB] 

215.  A'  =>  :  —  2  -  *  wenn  a  =  ß. 

B— 

216.  A-*_  [ABB]  *  wenn  [AB]  die  n  Grösen  des  Normvereins  enthält,  und 
diefer  =  1. 

217.  Alle  Sätze  bleiben  gültig,  wenn  statt  [eie2'Cn]  auch  [a^«  •  -an]  =  1  gefetzt. 

Ei    —  n    —  n 

arae]  —  0.  wor^s  und  [arar]  =  1  gelten,  wenn  [a^ •  •  -an] 

ein  vollständiger  Normverein. 

219.  fab"]  =  [ba"]. 

220.  fc«^!  +  (H&2  +  •  •  KAbi  +  ß2*2  +  ••)]  =  «i/*i»i-  +  «2/^aj-  +  •  • ,  wo  a,, a^,  -  - 
normig. 

221.  [0,a,  +  rtaRi  +.  -KA«!  +  1**2  +  •')]  =  "u*i  +«A  +  '  '■>  w<>  aii  a*' "  ein- 
fach norm  ig. 


222—244.  A  usdehnungslchrc.  1 2 

222.  (ai  +  aj  +  ••)-  =  »i-  +  ttj-  +  •• ,  wo  a^  s?,  •  •  normig. 

223.  (a  +  b)-  =  a-  +  2[a7]  +  b-. 

224.  (a  +  b  +  c)^=a-  +  b-  +  c^  +  2Cb7]  +  2[cr]  +  2[ab']. 

225.  [AB(AC)]=^  A^[BC]j      wo  ß  und  A  allfeitig  normig  und  y  ^ 
[CArßA)]  =  AifCß]' 

226.  [AB]=[AB']  und  fßA]=[ß'A],  wo  B'  normige  Zurückleitung  von  B  auf  A. 

n     ■— 

227.  [AB]  =  a£',    wenn  A  =  aE    und    die  Zurückleitung   von  A   auf  B  gleicher 
Stufe  =j3'E. 

n  n 

228.  B  ist  das  ergänzende  Gesckiedsflach  zu  A,  wenn  [AB]  =  [aiaa- • -aBj. 

229.  [AßT AB}]  =  [A"(B7?)]  + 1 A,"^/?)]  +  - .  I A  =  a,  //_<Q?  und  [AB]£0,  auch 
[7/.i(AB)]  ^t^BlcJAl  +  CÄB^JAj)]  4-. .   ;B,B„.  -die  Ergänzung  zu  A^,.  • 

230.  SCAilT7(B67f)...(Li"KMiii^)]    die   Summe,    wo    cra  =  «  =  J,   ßh  =  ß~B-. 
/um  ==u  J>  M  und  [AB- .  M]  £  0. 

231.  C AB-- LMf. ///.- /3/)]  =  sfAa~(BbÄ)-.(LiT7xMm37)]  wo  Alles  wie  in  229. 

D        _  Fa'B'...] 

232.  [AB...(.^.-  )]  =  -u ,    wo    a'  =  a  =  A,    ß'  =  ß  =  ff. -  •  und 

[AB-..] 

A'=:SCAa"Ad]... 

233.  [abc . .  (a'bV  •  • )]  =  ^  1 &"?]  [ab7]  &<]  --=84:  (rrfl,*6>'c  •  • ) 

]  [bä'rfbPrfbP]  •  •   wo  «i  =  [»"']>  «a  =  L*~']  *  ■ 

]fc7][ci?][c7'].  -        a  =  tbj'1  a  =  [bP] . 

234.  [ab(a'b')]  =  [a7(bP)]  —  [aP(a'ty]. 

235.  [ab]?-  =  a-b-  -  [ab ]2. 

236:  [alic]-  =  a-b-c-  —  a-[b7]2  —  b-[c7y  —  c-[a7p  _|_  2Ca7(b7)(c7)]. 

237.  [abcd]-  =  J  U-,  faF],  [i7],  [a7],  [b7],  b-,  fb7],  [bd], 

k^l  fcbl  c*  tcdl  [d7],  fdü],  fd7],  dl. 

238.  £ab7]  =  [a7b]  —  [b7a]. 

4239.  [abc7]  =  [a7(bc)]  +  [b7(ca)]  -f  fccRab)]. 

240.  |abcd7]  =  [a7(bcd)]  +  [b7(cad)]  +  [c7(abd)]  -f  [d7(cba)]. 

241.  [AB]  +  [A,!?,]  -f-  • .  =  0,  wo  «  =r  cta,  ß-=ßh=zn  —  ct. 

242.  [abTcd)]  +  [acTdb)]  -f-  [ad  ("bc)]  =  0.. 

243.  [ab7]  +  [bc7]  +  [ca7]  —  0. 

244.  [abc7]  —  [bcd7]  +  [cda7]  —  [dab7]  =  0. 


13  Innungalchrc.  245—265. 

245.  [AA']+?BB/]-t-..s=0)  wo  a  =  ^  =  y  =  -=2ra,  a'=/?'  =  3''=..=  2m 
und  A,  B,  C,---ai  als  Fach  enthalten  und  LAA']  =  (a^-  a4in]. 

n    _ 

246.  Cosinus  des  Winkels  AB-,  cos  Z  AB  = tA- HJ, 

wo  A,  B  gleicher  Klasse,  a,  ß  ihre  Zahlwerte  und  z  AB  =  M[0,n] 

n  (abc» • •]-  n 

(s  i  n  [abc  • .  ])2  =  -  a^SjäT.  ;  sin  [abc  •  •  ■  ]  .">  0. 

247.  sin  [ab]  =  sin  z  ab  wenn  a,  b  erster  Klasse. 

248.  [A"5]  =  «/9cos  z  AB,  wo  A  und  B  gleicher  Klasse,  a,  ß  ihre  Zahl  werte. 

249.  [ab]-=  (r^sin  z  ab)». 

250.  [ab(cd)]  =  aßy<J{sm  Z  ab)(sin  Z  cd)(cos  Z  ab(cd)). 

251.  Normige  Zurückleitnng  von  A  auf  B  gleicher  Klasse  =  A  cos  Z  AB. 

k        a  b 

252.  —  =  — cos  z  ak  -|-  ~rcos  Z  bk  +•  •,  wo  a,  b.  • .  normig,  a,  ß>  •  •  ihre  Zahl- 
werte, auch  k  als  Vielfachenfumrae  zu  a,  b  •  •  •  liörig. 

253.  cos  z  kl  ±=  (cos  z  ak) cos  Z  al  -f-  (cos  Z  bk)  cos  Z  bl  -|-  •  •  •,  wo  a,  b,  c  •  • 
normig,  und  k,  1  als  Viel  fachen  fumme  zu  ihnen  hörig. 

254.  Wenn  alle  Zurückleitungcn  normig,  fo  kann  man  statt  k  auf  1  auch  k  auf 
a,  b'«-  zurückleiten,  diefe  a,  !)•-  •  auf  l  zuriickleiten  und  fügen. 

255.  0  =  (cos  Z  ak)cos  Z  al  +  (cos  Z  bk)cos  z  bl  +  •  •?  wo  alle  normig  und  k 
und  1  Vielfachenfummen  von  a,  b  •  •  • . 

256.  l  =  (cos  Z  ka)a4*(C08  £-  kb)a -J- •  •  •,  wo  k  Vielfachenfumme  von  a,  b- 
die  normig. 

257.  Wenn  a-fb +••  =  (),  und  <r,  ,*,•••  ihre  Zahlwerte,  fo  ist 

1.  a :  ß :  • .  •=  sina' :  sinb'  :•  •  •,  wo  a',  b' •  •  die  Ergänzung  zu  a,  b •  •  •, 

2.  acos  z  ax  -f-  ßcos  z  bx  -f-*  •  •=  0,  wo  x  eine  beliebige  Gröse, 

3.  (sina')  cos  Z  ax  +  (sinb')  cos  Z  bx  +•  •  •=  0. 

258.  (a  +  b)l  =  «a  +  2*/9cos  Z  ab  +  ß*. 

259.  (a  +  b  -f-  c)2  =  a2  -f-  ß*  -f  y2  +  2ß /cos  Z  bc  -f  2/« cos  Z  ca  +2aß cos  z  bc. 

260.  (sin  Z  AB) (hin  Z  AH)co&  Z  AB(//7?)  =  S(cos  Z  Ar^)cos  Z  Br#,  wo  die 
Klassen  von  A  und  Ar  gleich  und  Br  die  ergänzenden  Geschie dsflache  zu 
Ar  find. 

261.  (sinfabc-  •  OXgin&'b'c'-  •  -])cosZabc. .  -a'b'c'-  •  -=^l  coszaa',  cosZab',« • 

^  cos  Z  ba',  cos  z  bb',  • 


262.  (sin[ab])Csinfcd])cos  Z  ab(cd)  =•  (cos  Z  ac)cos  Z  bd  —  (cos  Z  ad)cos  Z  bc 

263.  (sin  [ab])(sin[ac])cos  Z  ab(ac)  =  cos  Z  bc  —  (cos  Z  ac)cos  Z  ab. 

264.  (sin  Z  ab)2  =  1  —  (cos  Z  ab)*. 

265.  (sin  Z  abc)2  =  1  —  (cos  Z  bc)2  —  (cos  Z  ca)2  —  (cos  Z  ab)2 
+  2(cos  Z  jtb)(cos  Z  bc)coa  Z  ca. 


266 — 270.  Ausdehnungslehrc.  14 

266.  (sinfab])(sin[cd])cos  z.  ab(cd)  f-  (sin[ac])(sni[bd])cos  /L  ac(bd) 

-f-  (sin  [ad])(sin[bc])cos  ^  ad(bc)  =  0. 

267.  (sinA)(sinA')co9  Z.  AA'  -j-(sinB)(sinB')cos  ^.  BB'  -| =  0, 

wo    A,    B,    0,  •  •   die    Geschiedsflache    aus   4u    Gröscu    zur    2n    Klasse     und 
A',  B',  C',-*  deren  ergänzende  Geschiedsüaclie  find. 
Anhang:      Anwendung     der     Ausdehnungslehre      zur     Löfung     der 
Gleichungen  mit  mehren  Unbekannten. 

268.  Auflöfung  von  m  Gleichungen  ersten  Grades  mit  mUiibckannW-ii. 
Gegeben  rr^  +  ftxa  +  ;',x3  -| |-^ixm  =  "l 

«2*1  +  £2*2  +  ^x3  + h"2*m  =  "2 


«m*l  +  ßmX2  -f-  ;'mX3  -| h^mxm  =  "n 

fo  ist  x,  =  ^mOaforc-  •  -fm)  :  ^m(«<Arc-  •  \"m) 
X2  =  Jm(aAvhyc  •  •  .//w)  :  J™(aaßhyc  ■  .  -/Um) 


269.  Entfernung  aller  mUubekanntcn  aus  mGleich  ungen  ersten  Grado 

Gegeben  *'0  +  «oXj  -f-  ft,x2  -\ \-  ft>xm  =  0 

V\  +  «i*i  +  £1*2  -| (-  j"ixm  —  0 


*'m  +  «mxl  +  /*ro*2  H h^m^m  =  <>, 

fo   ist  Jm  +  '(«a/^^'c  •  '^m^n)  =  0,    wo    die  Zeiger  a,  b,--ll    fämmtlich    ein- 
ander ungleich  find,  die  Gleichung,  wo  alle  Unbekannte  entfernt  find- 
270.  Entfernung    einer    Unbekannten    aus    2   Gleichungen    inten    und 
n teu  Grades. 

Gegeben  ao  +  aiX  +  a^x2  +  •  •  •+  araxm  =  0 
bo  +  b^  +  b^H |-bnxn  =  0, 

rafn 
fo  ist     [     Uji^-  •  -um  ,  J=ü  die  Gleichung,  wo  x  entfernt  ist  und  in  welcher 

u*  =  aa_!  Oi  +  aa_2  e2  H h  °«ea  +  ba-l  en+i  +  ba-2cn+ä  H h  b«  Vf. 

und  ch  e2,«  •  »em  ,  n  ßimmtlich  gegenfeitig  freie  Einheiten. 
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1.    Die  Flechtung. 

1.  Flecht  ab  =  Flecht  a  mal  b.    e  Einheiten,  a,  b,  c,  •  •  •  Grösen  enter  Klasse, 
a,  /*,  y,  •  •  •  Zahlen. 

2.  e^a^O  eae^ec20. 

3.  er(e,et)  =  ere,et  e^  =  ege^ 

4.  Einheit  nter  Klasse  eteae3*  •  em  Grösc  nter  Klasse  abc-  •  -n. 

5.  Für  die  Flechte  gelten  alle  Gefetze  der  Verwebung. 

6.  (SaoaaXSfrW)-  •  -(V«)  =»  8(«aßr  •  VmX^V .  mm). 

7.  Das  Flecht  von  n  Grösen  erster  Klasse  •—  Vielfachenfumme  von  Einheiten 
nter  Klasse. 

8.  t8apj(ßßfto) '  •  '(ßfnfivd  =■  S("aft  •  •  fmX**H •■•»«)• 

9.  Flechttansche  Demutante  Dn^a^yc -^m). 

10.  Die  Flechte  mit  m  Fachen  aus  n  Grösen  =  Geschiedsflechte  aus  n  Gl  Öse  zur 
raten  Klasse. 

11.  Die  Geschiedsflechte   91s  nGröse  zur  mten  Klasse  und  Vollgeschiede  aus 
n  Gröse  zur  m  ten  Klasse. 

12.  (Saaafl)(Sfta*)-  •  (^"bAii)  =  SD«.  •  ÜWH-  •  •)     wor<8^t^-. 

13.  Wenn  AB  =  0  und  A  2  0,  fo  ist  ß  =  0. 

14.  Wenn  AB  ss  AC  und  A  Z  0,  f 6  ist  B  =:  C. 

15.  A:B-BssA. 

16.  AB:B=aA. 

17.  Alle  Gefetze  fürs  Teilen  gelten  auch  für  die  Flechte 

2.    Die  Hauptformeln  und  Hauptgrößen.    . 

18.  Zahlgröse  ae.    Hauptgröse  8«aa<l. 

19.  Wenn  y  r=  f(xh  x2,  •  •  •  xn)  und  x  =  Xj  ej  +  xa  ea  -| \-  xn  e„  ist,  fo  ist 

y  =  f  (Cxe,].  [xea],  •  •  [xen])  =  qx.     wo  eb  e^    -en  ein  einfacher  Norm  verein. 

20.  Wenn  ya  =  fa(xj  xa .  • . xn)  und  x  =  x,e,  +  x^  + 1-  x^^  auch  eh  •  -  -en 

und  eh  •-•em  einfacher  Norm  verein,  fo  ist 

y  =  F(x)  =  e^jx  +  e^x  +• .  em<pmx    wo  <pax  =  fa([xT,],  [xej,.  •  -Cxe"»]). 

21.  Wenn  alle  Grösen  Vielfechenfummen  von  e,,-  •  .em  fo  lasst  fich  jeder  Verein 
von  Folgen  derfelben  als  n  Folge  einer  veränderlichen  Größe  darstellen. 

3.    Die  Lückenzenge  und  die  Lückenausdrücke. 

22.  Erklärung.    N-Lückenzeug  Pl°(*h  •  •  xn)  =  PI«  0(x,xa  •  •  •  xj  :  n ! 

Z.  B. :  Pa,  laj  la,  giebt  PP(x,y)  =  (a,  xaj  ya,  +  a,  ya,  xa,)2. 

23.  Pl^x^j  • .  •  xB)  =  PI»  (X^xj  •  •  •  xj  :  n ! 

24.  Pl»x»  =  Pxx-x. 


.25—45.  4 

25.  Fl  +   (*.sr-*o*»)-(m  +  1Xm  +  2)...(m+n)- 

£    I  Pl-  +  -Cx,x,...x)l- H-«-«».*"  •«■»■)_. 

27.    j  «  £   Uix,      x„)l    -(m  +  1Xm+2)...(m+n) 

m 

29.  N-Lückenausdrack  =  Vielfachenfumme  von  N-Lückenzeagen. 

30.  Wenn  e<>,  et  •  •  •  einfacher  Normverein  und  x  =  e©  -f-  x^i  -|-  *a*a 

81.   Auch  A  =  &*„,  *, . . .  [l7oHl~iHie"a]6 •  •  •  wo  r  +  b  H =  n  fo  ist 

Sffa,6-  •  -XittXj*-  •  ■  =  Axn  wo  A  ein  N-Liickenausdruck. 

32.  A(xtx%  •  •  •  xn)  ss  Axtx2  •  •  •  xn. 

33.  In  Axtx2-  •  *xn  wo  /*  =  Pln  +  m,  kann  man  in  X|Xa-  •  'Xn  beliebig  Klammem 
fetzen. 

34.  In  Ax^-  •  •  wo  A  ein  Liickenausdruck  ist  die  Ordnung  der  Fache  inxr-xB 
beliebig. 

35.  At(x  -}-  y  +  * '  *)u  =  ^txu  -f-  Atyu-j —  •  wo  A  ein  Lückenausdruck. 

36.  Für  die  Lückcnauadrucke  gelten  alle  Gefetze  der  Verwebung  und  der  Be- 
ziehung. 


4.    Die  Hauptbrüche  oder  die  HÄuptquotienten. 

bj,  bj,  •  •  "bn 

37.  Der  Hauptbruch  Q  =  -  — ,  wo  ah  a^-  •  >an  gegenfeitig  frei  im  Haupt- 

ah  *a->*  "  'Än 
gebiete  nter  Stufe  ist  die  Gröse  Qaa  =  ba. 

1        a|.  a?,*  •  an 
Umgekehrter  Hauptbruch  ,t  =  .     .   —    c~   wo  bu  ba,-  •  bn  gegenfeitig  frei 

38.  Wenn  Qaj  =  Qtai,  •  •  -ljfln  =  Q,an  and  x  s=  a,aj  -| anan  fo  ist  <Jx  =r  Q,x. 

b«,  ba,  •  •  •       Slaa  bÄ,  S2cra  bfl  •  •  • 

*°-  ^rg^^-  wo  **<«  Zahlen  und  ****  8<**nfeitie  frei- 

41.  ^«*e»—  =  S*^,  wo  >Ea  =  l-^?1—  und  »E4  gegenfeitig  fr«. 

42.  — =  [lat]b,  +  [xla2]b2  -| wenn  a,.  •  •  a,,  einfacher  Normverein. 


5.    Die  Höhenwerte  und   die  Hauptzahlen  der  Hauptbrüche. 

43.   Höhenwert  [Qn]  =  £b,ba-  •bJwoQs  J*   *     '   °    wo  e,,^,-     e0  die  ur- 
sprüngliche^  Einheit. 


[bibo-«b„]  bt.  b5,« 

44.  W"]  =  j^-1" ~  wenn  Q  =  -*-*-. 

45.  Wenn  Q  =  aQ,  fo  ist  [Q»]  —  «„CQ,"]. 


5  46—57. 

46.  Wenn  am  -f-  6  —  *aiai  +  *aaaa  -f-  • . .  ^am  und  cm  +  *  = 

*aiCi -f  *a2ea-| Bffmem  — em  +  J  =  r1r2 — —am  +  j  —  em  +  *   ist,    fo   ist 

eli  ^ *  •  #emi  ©m  +  1,  Cm  + 1,  •  •  ■  Cm  +  Ä 

47.  Hauptzahl  des  Hauptbruches  Q  ist  (>,  wenn  Q  =  ?x,  wo  x  £  0  erster  Klasse. 

48.  Der  Hauptbruch  Q  der  n  Nenner  e,,-  •  -en  hat  n  Hauptzahlen  p,,.  •  >qu,  welche 
die  Wurzeln  der  Gleichung  a0^n  —  a,^—  i .] j.  ( —  l)n«n  ss  0,  wo  aa  = 

fQciQea-  •  Qen  e«  + 1-  •  en][Qn]  =  **». .  •?„. 

49.  Wenn  e,--(>n  alle  ungleich,  fo  And  die  n  Hauptgebiete  alle  erster  Stufe  und 
stehen  in  keiner  Zahlenbeziehung. 

50.  Wenn  ft,-  •  *pa  =  °S  fo  ißt  (?— <0a[*iaa*  •  -aaca  + 1  ■  •  »cn]  wo  Ca  + 1  = 
(?  —  Q)ea  +  b  für  jeden  Zeiger  b. 

51.  Wenn  ^•••^sa,  fo  Qp  =  ap  +  q  wo  p  eine  Vielfachenfumme  von 
a^-ab,  q  eine  Vielfachenfumme  von  ah-    -ab  —  i  ist. 

52.  Wenn  £t, •  •  *£a  =  «,  0a  + 1, •  •  *(>a  +  b  =  ft  •  •  •  wo  a  £  ß  ^  •  •  • ,  fo  kann  man 
ngegenfeitig  freie  Grösen  a^a^-aa,  b,,.  • -bt»,- •  •  angeben  der  Art,  dass 
Qp  =  /jp  -f-  q  wo  p  eine  Vielfachen fumme  der  ersten,  m,  q  eine  Vielfachen- 
fumme  der  m — ten  diefer  Grösen  ist. 

58.   Wenn  in  Q  für  beliebige  Grösen  erster  Klasse  a  und  b£0[Qa"a]£0  und 

[Qab]  =  LQbä],  fo  lassen  fleh  n  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Klasse  ct,-  •  -cn 

finden,  für  welche  [<$c<icb]  =  0  wo  a^b-    Dann  And  alle  Hauptzahlen  von  Q 

reell,  und  fo  viele  Plus  als  £Qcaca  ]  Plus  und  giebt  es  dann  n  normige  Grösen 

et,-  •  «en  für  die  Qea  =  Q*ea,  wo  [eaei]  =  0. 

6.    Die  verwandten  Vereine. 

54.  Verwandt  find  die  Vereine  a,b,-  •  •  und  aj,bh-  •  •  wenn  dem  p  =  aa+jJb-f-v  • 
stets  pi  =  <»!  -f-  0bj  -}-•••  entspricht. 

55.  In  zwei  verwandten  Vereinen  nter  Stufe  kann  man  n  gegenfeitig  freien  Grösen 
des  einen,  n  beliebige  gegenfeitig  freie  des  andern  entsprechend  fetzen  und 
ist  dann  für  jede  Gröse  des  einen,  die  entsprechende  des  andern  bestimmt. 

56.  Von  zwei  verwandten  Vereinen  nter  Stufe  kann  man  im  einen  jede  beliebige 
n  +  1  Grösen  a,,'-«an,  b,  von  denen  na^«-^  gegenfeitig  frei  find,  fetzen 
und  im  andern  n  -f-  1  entsprechende  Grösen  a^u^hh'  •  ,ffnam  0D  fetzen,  dann 
ist  jede  des  andern  bestimmt,  wenn  noch  q  als  Vorzahl  für  alle  bestimmt  ist. 

57.  Aus  zwei  verwandten  Vereinen  a,  b,  •  •  •  und  at,  bt,  •  •  •  kann  man  die  linigen 
Zeuge  P(a,b,  •  •  •)  und  P(aj,bh-  •  •)•  •  entsprechend  fetzen  und  find  auch  die 
dadurch  erhaltenen  Vereine  einander  verwandt. 
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